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零点定理の凸解析とゲーム理論への応用

Applications of zero-point theorems to convex 

analysis and game theory 
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Abstract 

本稿では Poincare-Mirandaの定理 [7,6]とHadamardの定理 [2]の2つの零点定理を考察
する．前者は戦nの矩形 I=[a1, b1] X ・ • ・ X [an,加］からそれ自身への連続写像 gに対する零
点定理で， Brouwerの不動点定理と同値である．川崎 [3]はn次元中間値の定理与え，それが
Poincare-Mirandaの定理と同値であることを示した．さらに，対戦型ゲームヘの応用を図り，
混合戦略により実現可能な利得関数の値域を示した．一方， Hadamardの定理は n次元単位球
から Rnへの連続写像に対する零点定理であり，これも Brouwerの不動点定理と同値である．
本稿の主たる目的は， Hadamardの定理を集合値写像に拡張し，それを凸関数の劣微分に適用
することにより，劣微分の零点定理を与えることである．また， Poincare-Mirandaの定理の
対戦型ゲームヘの応用に関して，［3,4]の内容を補足する．

1 序

零点定理とは，連続写像 g:X→ Yが何らかの仮定の下で g(x*)= 0なる点 x*EXをもつこ

とを主張する定理である．連続写像 f:X→ Y と，固定した yE yに対して g(x)=y-f(x)を

とれば，零点定理から形式的に中間値の定理が導かれる．逆に，中間値の定理で y=Oをとれば

零点定理が得られる．また， Y=Xの場合に g(x)= x -f(x)をとれば，零点定理から不動点定

理が導かれる．以下において， Iを股nの矩形 [a1,b叶X ・ ・ ・ X [an,加］とする．

本稿で扱う零点定理は Hadamardの定理と Poincare-Mirandaの定理である． Hadamardの定理

は町の閉単位球 Bから Rnへの連続写像に対する零点定理であるが，単位閉球を内部が空でな

いコンパクト凸集合としても定理は成立する．

定理 1 (Hadamardの零点定理） C c野1を内部が空でないコンパクト凸集合として， aをその

内点とする．連続写像 g:C→町が境界条件

g(x汀(x-a) 2: 0 (x E oC) 

を満たすならば， gは Cに零点をもっ．
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定理 2 (Poincare-Mirandaの定理）連続写像 g= (g1,..., gn) : I→初について，各 g;が境界

条件 (2)または (3)を満たすならばgはIに零点をもっ．

gi(x) SO (x EI, Xi= ai), 0 S gi(x) (x EI,年＝ bi),

gi(x) 2: 0 (x E J, Xi=佑）， 02: gi(x) (x E J,叫＝ bi)-

、1
,

、1
,

2

3

 

(‘~ 

連続写像 f:I→町と 'YE町に対して， g(x)= ry -f(x)をとり， Poincare-Mirandaの定理

を適用することにより，次の n次元中間値の定理 [3]が導かれる．

定理 3 (n次元中間値の定理）連続写像 f:I→罠n に対して

a;:= max{f;(x) Ix EI,年＝叫，因：＝ max{f;(x)I x EI,ふ＝ bふ

~ := min{f;(x) I x EI,ふ＝叫，色：＝ min{f;(x)Ix EI,叫＝ b;}

とおくとき，

min｛写因｝:::;ii:::; max{竺凸｝ （i=l,...,n) (4) 

を満たす任意のァ＝ （T1,．．．，％）に対して， f(c)='Yなる CEIが存在する．さらに，（4)が狭義

の不等式で成立する 'Yiについては a;<c;<b;が成立する．

2 Hadamardの定理の集合値写像への拡張

連続微分可能な関数 f:股n→ Rの勾配ベクトル g=▽fにHadamardの定理を適用すると，

境界条件▽f(x)(x-a) 2: 0 (x E 8C)から停留点▽J(x*)= 0の存在が直ちに導かれる．さらに，

境界条件が狭義の不等式で成立するならば x*はCの内点である．これを劣微分に拡張するには，

Hadamardの零点定理の集合値写像版が必要になる．次の定理の証明にはMawhin[5]のアイディ

アを用いている．

定理 4Cc  lRnを内部が空でないコンパクト凸集合として， aをその内点とする． G:C→ Rn

をG(x)が非空な凸集合であるような集合値写像で，そのグラフ {(x,y)Ix EC, yEG(x)}はコ

ンパクトとする． Gが境界条件

pT(x -a) 2: 0 (p E G(x), x E aC) (5) 

を満たすならば， 0E G(x*）なる x*ECが存在する．また，（5)が狭義の不等式で成立するなら

ば， x*は Cの内点である．

注意 1G(x)は閉凸集合で，境界条件 (5)はpに関して線形なので， G(x)の端点 (extremepoint) 

pについて (5)を確認すれば十分である．

証明． F（叫＝ 7r(叫ー G(1r(吋）で集合値写像 F：町→即を定義する． 1r(x)E Cは有界で， G

のグラフも有界なので， Fのグラフも有界である．また， T は連続写像で， Gのグラフは閉集合

なので， Fのグラフは閉集合である．さらに， G(1r(x))は閉凸集合なので， F(x)も閉凸集合であ

る．そこで，

graph(H) := graph(F) n (Br x股門
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により集合値写像 H:Br→凡を定義すると， graph(H)はコンパクトであり，角谷の不動点定

理の仮定を満たす．よって，不動点 x*E H(x*)が存在する． x*€比なので， H(x*) = F(x*) = 

1r(x*) -G(1r(x*））．故に，

1r(x*) -x* E G（ 土 ＊ ） ） ． （6)

ここで，もし x*¢ Cならば，（6）の両辺と 1r(x*)-aの内積をとると，境界条件 (5)から，（1r(x*)-

a)Tけ(x*)-X*）2: 0. これは射影の基本的な性質 (1r(x*)-a)Tけ(x*)-x*) < 0に矛盾である．

よって x*€ Cであり， 1r(x*)= x*となる．故に，（6)から 0E G(x*）．また，狭義の不等式が成

立するとき， x*E aCならば， 0<0打x*-a)= 0となり矛盾である． I

定理 5定理4から角谷の不動点定理が導かれる．

証明． Ci=0をコンパクト凸集合として，集合値写像 F:C→ Cのグラフはコンパクトとする．

まず， C=凡の場合を示す． G(x):= x -F(x)とすると，任意の xE aC, p E G(x)に対し，

p=x-yなる yE F(x)が存在する．このとき， pTx = xT x -YT x 2: r2 -r II Y IIミ0.a= 0と

して，定理4を Gに適用すると， 0E G(x*）なる x*ECが存在する．故に x*E F(x*). 

Cが一般のコンパクト集合のときは， Cを含む閉球 Brをとり，集合値写像 H:Br→ CcBr 

をH(x)= F(1r(x)) C Cで定義する． このとき， H のグラフコンパクトになり，証明の前半から

x* E H(x*)なる x*E Brが存在する． x＊← H(x*)c Cなので， 1r(x*)= x*であり， x*E F(x*) 

が得られる． I

3 凸解析への応用

恒等的に値 ooをとる関数を自明な凸関数と言う．自明でない凸関数 f:股n→ (-oo, oo]を真

凸関数と言う．下半連続な真凸関数を閉真凸関数と言う．関数 fが下半連続であることと，エピ

グラフ epif= {(x,y) E良nX lE. I f(x) :SY}が閉集合であることは同値である．劣微分の以下の

性質から，集合値写像としての劣微分は境界条件を除く定理4の仮定を自動的に満たす．

(Cl)劣微分 of(x)は空を許して，閉凸集合である． fが真凸関数のとき， of(x)が非空かつ有

界であるための必要十分条件は xE int(domf)である [8,Theorem 23.4]. 

(C2)閉真凸関数 fとコンパクト集合 Scint(domf)に対して， UxEsof(x)はコンパクトである

[8, Theorem 24. 7]. 

(C3)劣微分 ofのグラフは股nx股nの閉集合である [8,Theorem 24.4]. 

(C4)凸関数 fは int(domf)で連続である [8,Theorem 10.1]. 

(C5)真凸関数 fに対して， fが微分可能な店全体は int(domf)で稲密である [8,Theorem 25.5]. 

(C6)閉真凸関数 fに対して， fの微分可能な点 Xnで xに収束し，極限 limn→(X)Vf(%）が存

在する，その極限全体を S(x)= {limn→(X)v'f(xn) I Xn→ x}とすると，

町(x)= cl(convS(x)) (7) 

が成立する．ただし，右辺は S(x)の凸但の閉包である [8,Theorem 25.6]. 



174

定理 6真凸関数 f：野n→(-oo, oo]の実効定義域の内部が空でないとする． Cをdomfの内部

に含まれるコンパクト凸集合として， aをCの内点とする．関数 fが境界条件

pT(x -a)~ 0 (p E af(x), x E EJC) (8) 

を満たすならば， 0E of(x*)なるが ECが存在する．逆に， x*ECをC上での fの最小点と

すると， fは次の不等式を満たす．

pT(xーが） 2:0 (p E 8f(x), XE 80). (9) 

証明． BfをCに制限した集合値写像 G:C→良nをG(x)= Bf(x)で定義する．（Cl)から， G(x)

は非空なコンパクト凸集合になる．（C2)と(C3)から， Gのグラフはコンパクトである．よって，

前半の主張は定理4から導かれる．逆に， x*ECをC上での fの最小点として，（9)を否定する

と， p町x-x*)< 0なる点 xE acとpE Bf(x)がある．このとき， O<p町x*-x):::;f(x*)-f(x) 

となり， f(x*）:::;f(x)に矛盾である． I

注意 2 コンパクト集合 C上の連続な凸関数は最小点が ECをもつので， fを Cに制限し

た関数を fieで表せば， 0E Bflc(x*）は自明に成立する．しかし， BJ(x*)c Bflc(x)なので，

0 E 8f(x*）かどうか，すなわち， x*が股n全休での最小点かどうかは分からない．

f(x) 

Orf-af(x) 

f(x) t 

三／ぶりE8flc(a) 

ゃ X

図 1:Bf(x) c Bflc（叫

注意 3境界条件はpに関して線形なので， aJ(x)の端点で確認すれば十分である．また，（C5)(C6)

から，境界を含む或る開集合内の fが微分可能な点で境界条件の不等式を確かめればよい．しか

し，図 3のように境界の全ての点で微分不可能なこともあるので，境界だけでは十分でない．

図 2:f (x1，四） ＝max{《碍□□否ー 1,0},C = {(x1,四)|xr +x各:::;1}. 

系 1定理 6の仮定の下で， fが次の狭義の境界条件を満たすならば， 0E 8f(x*)なる Cの内点

x*が存在し， x*は即上での fの最小点である．

p町x-a) > 0 (p E 8f (x), x E 8G), (10) 

逆に， x*ECが fの CJ:::での唯一の最小点ならば， Cの内点 aが存在して (10)が成立する．
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証明．前半は x*が Cの内点であることを示せばよい．もしが Eacならば，（10)と0E of(x*) 

から 0<0町x*-a)= 0となり矛盾である．逆に， x*ECが fの C上での唯一の最小点のと

き， a=x*をとり，（10)を否定すると， p町X-x*)'.SQなる xE acとpE of(x)が存在する．

これから， 0:S帆(x*-x)さf(x*)-f(x)となり， x*の一意性に矛盾である． I

例 1凸関数 f(x)= max{lx1I,|四|}（XE配）の劣微分は， of(O)= co｛土釘，土e2},X =f 0で

町(x)= co{(sign叫）eiI lxil = f(x)} ([8, 23節］）．よって 0E of(O)である．凸集合 C として

単位P3盤をとり， x0= (rcos0,rsin0)とすると，

of(x~) = [e1,e2], of(x芋)=［-e1,e叶， of(x号)= ［-e1, -e吋， of(x子） ＝ ［e1, -e叶．

ただし，［e1,e2]は e1,e2を結ぶ線分を表す．それ以外の 0で 8f(Xo)は1点集合である．

閲 3:f(x) = max{lx1I, Ix叫｝．

C の内点 a として原点をとると， fは定理 6の仮定を満たす（図 4左）．一方， C として

{x E lR.2 I (x1 -1)バ（四ー 1戸<1}をとると，境界条件を満たさない（図 4右）．（1-上 1-_l_— 72,l-72) 
は fの C上での最小点であるが，配全体での最小点ではない．

X2 
0-紅 i e2 0 =匹4 4 令 ♦

e2 
I/ ／て ，ヽ 

e1 

X1 

0=丘4 't' 0 -万一可―

図 4:ac上での aJ(x)．左は境界条件 (8)を満たすが，右は満たさない．

注意 4Clarke微分 8f(x)に対して本節と同様の結果を与えることができる．ただし， 0E 8f(x*) 

が x*の最小性を意味するわけではない． Clarke微分については［1]を参照するとよい．

4 n人戦略形ゲームヘの応用

本節では n次元中間値の定理（定理 3)を純戦略が 2つの次の n人戦略形ゲームに適用した結

果 [3,4]を補足する．
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プレイヤーを i= 1,...,nとする．各プレイヤーの選択肢（純戦略）を jE {l, 2}とし， jで

はない選訳肢を jで表す． 1次元確率ベクトルの空間を△1で表す．プレイヤー iの確率ベクトル

Xi= (x}, x;) Eふが混合戦略である．プレイヤー iの利得関数を多重線形関数

2 2 

f,（四...,叫） ＝E.. ・E砧 'Jnx『..,xが (11) 

j1=l in=l 

で与える．ただし， a｛1・・・Jn(i = 1,...,n., j = 1,2)は実定数である．プレイヤー iは他のプレイ

ヤーの戦略を考慮して，利得 f，の最大化を図る．

定理 7([4]）各プレイヤーが2つの純戦略をもつ上述の n人戦略形ゲームにおいて，

とおく．このとき，

伍：＝ min{a{1・JnI jk = 1,ぶ＝ 1,2 (iヂk)},

写 ：＝ max{aぶL・・jnI jk = 1, ji = 1, 2 (i =f k)}, 

(3& := min{a{1…jn I jk = 2, ji = 1, 2 (iヂk)},

(3;;:=max{a{1··•jn ljk=2, ji=l,2 (iヂk)}

min｛可因｝ ：：：：： w ：：：：： max{色凸｝ （i=l,...,n) 

(12) 

(13) 

を満たす任意の 1= （71,...，1n)に対して，利得？を実現する混合戦略（X1,...,Xn)←△？が存

在する．すなわち，

Ji（X1,...'叫） ＝1i (i=l,...,n). 

さらに，（13)が狭義の不等式で成立する 1iについては，屯＝ （x},x;）は△1の内点である．

(12)はn次元中間値の定理の色'a;，色因を多重線形関数 (11)に対して計算したものである．

すなわち，プレイヤー iが純戦略 1を選択し，他のプレイヤーが混合戦略をとったときのプレイ

ヤー iの最小利得が生も最大利得がすである．同様に，プレイヤー iが純戦略2を選択し，他の

プレイヤーが混合戦略をとったときのプレイヤー iの最小利得が0で，最大利得が因である．し
-2 

たがって，定理7は，プレイヤー iが純戦略をとった場合の利得関数 Jiで測ることのできる，混合

戦略による Jiの値の範囲を提示している．しかしながら，境界条件 (13)を満たす布が存在しない

こともある．次の双行列ゲーム (n= 2)はそのような例である． X= (xぃ四）， Y= (Y1,Y2) E△l 

として，利得関数

応，y)= (x1,x2)（口；；） (~:), h(x, y) =（三） （ー11-02)（:；) (14) 

とすると， g_1= -2, a1 = o, (3, = -1,国＝ 1なので， min{a1，祖｝ ＝0, max{g_1,(3 ｝ = -1と
-l -l 

なり，（13)を満たす "/1は存在しない．同様に (13)を満たす "/2も存在しない．
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