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1 はじめに

本稿では，特に断りがない限り，空間はコンパクトでないプロパーな距離空間と

する．距離空間 (X,d)がプロパーであるとは，任意の有界閉集合がコンパクトであ

るときをいう．また， Xの基点xoEXを決め，任意の xEXに対して lxl= d(x,xo) 

と表し，中心がx，半径が rの開球を恥(x,r)で表す．

大尺度幾何学において， Higsonコンパクト化加Xおよびその剰余である Higson

コロナ VHX＝加X¥Xは重要な役割を演じている ([6],[11], [16]）．その後，これ

と類似したコンパクト化が導入され，位相次元論との関係から研究が進展した．ま

ず，［7］で sublinearHigsonコンパクト化 hr)(が定義され，漸近次元と類似の概念

である漸近 Assouad-Nagata次元と sublinearHigsonコロナ vr)(=hr)(¥ Xの被覆

次元との関係が論じられた．さらに，［13]では subpowerHigsonコンパクト化 hpX

とsubpowerHigsonコロナ VpX=hpX¥Xが定義され，研究の裾野が広がった．こ

れら 3つのコンパクト化を総称して Higson型コンパクト化と呼ぶことにする（第

2章参照）．この呼称は [9]で提起された．これら Higson型コンパクト化の剰余

籾 X,Vr)(, VpXは無限遠に付け加えられた点集合と見ることができ， Xにおける 2

つの閉集合A,Bの‘‘離れ方’'によって， A,Bが無限遠で交わるか否かがそれぞれ

のコンパクト化で異なる．

ところで， 2つのコンパクト化 ax,yxに対しては順序関係が定義される．す

なわち， aX~yX とは，連続写像 f:aX → yX で fix=idxとなるものが存在す

るときをいう． f が同相写像としてとれるとき ax~rx とかき， aX~yX かつ

ax学yXのとき aX>yXとかく． fは一意かつ全射で，自然な射影と呼ばれる．

また， Stone-Cechコンパクト化 f3XはXの最大のコンパクト化である．

本稿ではHigson型コンパクト化の完全性について論じる．完全コンパクト化の

概念は 1960年代にE.G.Sklyarenkoにより導入され([15]），点型コンパクト化の特

徴付けに有効であることが知られている．ここで，完全正則空間Xのコンパクト

化axが完全であるとは， Stone-Cechコンパクト化からの自然な射影f:/3X→ax

が単諷すなわち，任意の pEaXに対して， f―l(p)が連結であるときをいう．［17]

において， Woodsは通常距離の実数空間股について Smimovコンパクト化 ud股

は完全であることを証明し， n~2 に対して ud即は完全かどうか問うた．これは
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[4]で肯定的に解決され，また，［l]において，局所連結でプロパーな距離空間の

Smirnovコンパクト化および Higsonコンパクト化が完全であるための必要十分条

件が与えられた．

本研究では [l]の手法を応用することで，局所連結でプロパーな距離空間に対し

てsublinearHigsonコンパクト化および subpowerHigsonコンパクト化の完全性を

特徴付けることができた ([2]）．これにより，通常距離の無限半開区間 [0,=)に対

して w[0,OO）が分解不可能連続体であることがわかり，［9］で提示された問題に対

して肯定解を与えることができた．

本概は [2]の結果を紹介し， Higson型コンパクト化が異なる例を視覚的に理解

しやすいような図によって解説することを目的としている．また，本稿で説明し

ていない記号と用語は [8]に従う．

2 Higson型コンパクト化の基本的性質

正の実数全体の集合股＋に対して，（連続とは限らない）関数 s：股＋→股＋が漸

近的 sublinear(resp．漸近的 subpower)であるとは，任意の a>Oに対して，ある

to> Oが存在し，すべての t> toに対して s(t)< at (resp. s(t) < tりが成り立つと

きをいう (cf.[5], [13]）．漸近的 sublinear(resp. subpower)関数全体を 2 (resp. f!JJ) 

で表し，正の定数関数全体を洸？で表すことにすると，定義から光っ丘グ呈グが

成り立つ．また，例えばs(t)=ln(l+t) は漸近的 subpower 関数， s(t) ＝ ✓t は漸近

的 sublinear関数で漸近的 subpower関数ではないことがロピタルの定理からわか

る．さらに，ダ， f!Jl,Yeはそれぞれ和，正の定数倍で閉じている．

(X,d), (Y,p)をプロパーな距離空間としたとき， f:X→ Yが Higsonsublinear 

(resp. Higson subpower, Higson)とは，任意の sEダ (resp.s E f!JJ, s E洸ク）に対し

て以下の性質を満たすときをいう．

1~m diampf(Bd(x,s(lxl))) = 0 
lxl→OO 

ここで， C*(X)をX上の実数値有界連続関数全体とし，次の部分集合を考える．

CL(X) = {f E C*(X) IfはHigsonsublinear} 

Cp(X) = {f E C*(X) IfはHigsonsubpower} 

CH(X) = {f E C*(X) IfはHigson}

このとき， 11= [inff(X), supf(X)]とおき，

<p : X→ IT 11 (T = L, P, H) 
fECT(X) 

を<p(x)= (f(x))fECパX)と定めることでXを直積空間Kr=I1JECパx)IJに埋め込む

ことができて， Xとの(X)を同一視することでXのコンパクト化Cl灼 <p(X)が得ら
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れる． TがL,P,Hそれぞれに対応するコンパクト化を XのsublinearHigsonコ

ンパクト化， subpowerHigsonコンパクト化， Higsonコンパクト化と呼び， hu(,

hpX,h研と表す．洸 C グ c.2より， CL(X)t;;;;Cp(X)こ仰(X)なので，コンパク

ト化の順序関係は hu(:ShpXさ加X となる．また，これらは距離に依存するコン

パクト化である．さらに，コンパクト化の剰余 h瓜＼X(resp. hpX ¥X，加X¥X)を

それぞれsublinearHigsonコロナ (resp.subpower Higsonコロナ， Higsonコロナ）

と呼び，記号で vu((resp.VpX, VHX)と表す．

定義 2.1([6, Definition 2.1])．距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bが発散するとは，

任意の R>Oに対して恥(A,R)nBd(B,R)が有界であるときをいう．

これは，上記の対偶を考えると次と同値である．

距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bについて，任意の R>Oに対してある

S>Oが存在して， d(A＼恥(xo,S),B＼恥（xo,S))2: Rが成り立つ．

また，次の命題が成り立っ．

命題2.2([6, Proposition 2.3]）．プロパーな距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bにつ

いて，次は同値である．

(1) VHXnCl加xAnCI伽xA=0.

(2) A, Bは発散する．

距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bが線形関数として発散する (resp.べき関数

として発散する）とは，ある a>Oとro> 0が存在し， lxl> roとなる xEXに対

して max{d(x,A),d(x,B)}2 alxl (resp. max{d(x,A),d(x,B)} 2 lxla)が成り立つと

きをいう (cf.[7], [14]）．定義 2.1と命題 2.2のアナロジーとして，次の補題と命題

が成り立つ．

補題 2.3([7, Lemma 2.4]). A, Bを距離空間 (X,d)の部分集合とするとき，次は同

値である．

(1) C,ro>Oが存在し， lxl2 roのとき max{d(x,A),d(x,B)}2 Clxl. 

(2) D, r1 > 0が存在し， r2 r1のとき d(A＼恥（xo,r),B＼恥（xo,r)）2:Dr.

補題 2.4([2, Lemma 2.6]). A, Bを距離空間 (X,d)の部分集合とするとき，次は同

値である．

(1) C, ro > 0が存在し， lxl2 roのとき max{d(x,A),d(x,B)}2 lxlc. 

(2) D, r1 > 0が存在し， r2 r1のとき d(A＼恥（xo,r),B＼恥（xo,r))2戌
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命題 2.5([7, Lemma 2.3]）．プロパーな距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bについ

て，次は同値である．

(1) V戊 nc1h以 AnCih瓜 B=0.

(2) A, Bは線形関数として発散する．

命題2.6([14, Lemma 3.1]）．プロパーな距離空間 (X,d)の2つの閉集合A,Bについ

て，次は同値である．

(1) VpX n ClhpX A n ClhpX B = 0. 

(2) A, Bはべき関数として発散する．

3 Higson型コンパクト化の完全性

完全コンパクト化の基本的な特徴付けとして次が知られている．

命題 3.1(cf. [15], [12]）．コンパクトでない完全正則空間 Xのコンパクト化 axに

ついて，次は同値である．

(1) axは完全である．

(2)任意のXの開集合UとAcUについて

Clax A n Clax (Frx U) = 0 -{:⇒ClaxAnCiax(X¥ U) = 0. 

(3)任意のXの開集合Uについて Clax(Frx U) = Frax(Extax U). 

ここで， ExtaxU= aX¥ Clax(X¥U)はXに制限すると Uになる axの最大

の開集合である．

[l]において， Higsonコンパクト化の完全性を特徴付ける連結性に関する概念

が定義された．距離空間 (X,d)が ooで粗一様連結であるとは，任意の e>Oに対

してある 8>0とコンパクト集合 KeCXが存在し， d(x,y)< eである任意の x,

y EX¥Keに対して， Xのある連結集合 Pでx,yE Pかつ diam訊<8となるも

のが存在するときをいう．ここで， sublinearHigsonコンパクト化およびsubpower

Higsonコンパクト化の完全性を特徴付けるため類似の概念を定義する．

定義 3.2([2, Definition 3.2]）．距離空間 (X,d)が sublinear(resp. subpower)として

ooで粗一様連結であるとは，任意の sE 2 (resp. s Eグ）と任意の a>Oに対して

ある r>Oが存在し， lxl> r, d(x,y) < s(lx|）である任意のx,yEXに対して， Xの

ある連結集合Pでx,yEPかつ di皿 1cJP< alxl (resp. diamdP < lxla)となるものが

存在するときをいう．混乱がない場合は (X,d)のかわりにXとかく．
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これらの定義により，以下の特徴付けを得ることができた．証明は命題 3.1を示

すことで得られ，必要性を示すときに局所連結であることが使われる．

定理 3.3([1, Theorem 2.6]). (X,d)をコンパクトでない局所連結なプロパーな距離

空間とする．加Xが完全であるための必要十分条件は (X,d)がooで粗一様連結で

あることである．

定理 3.4([2, Theorem 3.7, 3.5]). (X,d)をコンパクトでない局所連結なプロパーな

距離空間とする． h戊'.(resp. hpX)が完全であるための必要十分条件は (X,d)が

sublinear (resp. subpower)として ooで粗一様連結であることである．

通常距離の n次元ユークリッド空間股n(n21)は， 2点を結ぶ線分が存在してそ

の大きさは 2点間の距離と等しいから，上の系として次がわかる．

系3.5([l, Corollary 2.4], [2, Corollary 3.6, 3.8]). hL即， hp即， hH記は完全である．

通常距離の無限半開区間X= [0,=）に対する応用について述べよう．［3］で {3X¥X

が分解不可能連続体，すなわち 2つの真部分連結閉集合の和集合で表せない連続

体であることが示された．また，上の系 3.5と同様に h瓜'.,hpX，加Xは完全であ

ることがわかる．これより，［17,Theorem 4.4]あるいは単調写像による分解不可能

連続体の像は分解不可能連続体であることから，次の系が従う．

系3.6.通常距離の X= [0,=)について次が成り立つ．

(1)叩Xは距離化不可能な分解不可能連続体である．（［10,Theorem 1.6]) 

(2) VpXは距離化不可能な分解不可能連続体である．（［9,Theorem 3.3]) 

(3) V戊は距離化不可能な分解不可能連続体である．（［2,Corollary 3.10]) 

距離化不可能性は V戊， VpX，叩Xがそれぞれ自然数の Stone-Cechコンパクト化

の剰余を含むという事実から従う ([11,Theorem 3], [13, Corollary 2.8, 2.10]）．また，

系3.6(3)は[9]で提示された間題 ([9,Question 1]）の肯定解である．

4 いくつかの例

N = {1,2,3,...}を自然数の集合とする．

例 4.1([2, Example 4.1 ]). (1) Nに股上の通常の部分距離を入れたものを N1とす

る．写像f:N1→罠を

f(n)={°, nは奇数のとき，

l, nは偶数のとき
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と定めると fE C*(N1)であり，任意の nEN1に対して diamdf(Bd(n,2))= 1より

f¢仰 (N1)である．よって加N1< /3N1となり， /3N1はNの最小の完全コンパク

ト化という事実から，加N1は完全でない．

(2)数列 {Yn}nENをYI=1, Yn+l = Yn +ln(l +Yn+l)で定める．これは，任意の

t>Oに対して直線y=x-tと曲線y= ln(l +x) (x 2: 0)の交点の x座標を n(t)と

すると Yn+l= 1J(Yn)であり，｛Yn}nENに股上の通常の部分距離を入れたものを N2

とする（図4.1).

y
 y = ln(l +x) 

01 Yl Y2 Y3 Y4 Ys Y6 

図4.1

写像f:N2→罠を

Y7 Y8 
X 

0, nは奇数のとき，

f(Yn)＝ {1, nは偶数のとき

と定めると fE C*(N2)でf叙Cp(N2)となる．実際， s(t)= ln(2+t)とすると sE少

でdi皿 1df(Bd(Yn, s(IY川）））＝ 1となるからである．また，任意のSE洸？に対して十

分大きなすべてのnについて恥(Yn,s(IY川））＝｛Yn}だから仰(N2)= C*(N2)となる．

よって hpN2く加N2噸 N2となり 9 /3的 はNの最小の完全コンパクト化という事

実から， hpN2は完全ではない．

(3)数列 {zn}nENをZl= 1, Zn+l = Zn+[示］で定め，｛Zn}nENに股上の通常の

部分距離を入れたものを的とする（図4.2).

y
 

y＝ふ

Z3 Z4 Z5 Z6 
X 

図4.2
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写像f:N3→良を

応）＝｛゚ ， nは奇数のとき，

l, nは偶数のとき

と定めると fE C*(N3)でftf_ CL(N3) となる．実際， s(t) ＝凶下T とすると s€ ダ

で diamdf(Bd(Zn,s(lznl)))= 1となるからである．また，（2)と同様に， Cp(Nサ＝

伍（N3)=C*(N3)より， h心 <hpN3匂加N3吋枷となり， h必は完全ではない．

(4) N{ = {(O,n) In EN}, N~ = {(Yn,O) In EN}, N~ = {(0,-zn) In EN}とし，

N4 = N{ UN~ UN~ に配上の通常の部分距離を入れる． T = L,P,H, i = 1,2,3につ

いて， h成と Cl祈N4Nfは同相であるという事実と，上の (1)～（3)から， hifl4< 

hpN4 < hHふく仰が成り立つ．

例 4.2([2, Example 4.2]）．通常距離の入った配において次の部分集合を考え，そ

れぞれ部分距離を入れる．

X = [0,=) x {0, 1} U {0} x [O, 1] 

Y = [O,oo) x {O} U {(x,ln(l +x)) Ix 2 O} 

Z = [O,oo) x {0} U {(x,vi) Ix 2 O} 

W = [O,oo) x {O}U{(x,x/2) I x2 O} 

基点はそれぞれ 0= (0,0)とする（図4.3).

y=l 

゜ X 

y = ln(l +x) 

X 0/X 
y＝凶

゜ z 
X 

゜
X 

w 

図4.3

KE {X,Y,Z,W}とすると，定理 3.3,3.4によって，コンパクト化の完全性は以下

の表のようになる．ただし， 1が完全， 0が完全でないことを表す．
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表4.4.Higson型コンパクト化の完全性

|XIIhK|hpk1加K|
X 

゜゚ ゜y 

゜゚
1 

z 

゜
1 1 

w 1 1 1 

例えばYを考えると， Y上の 2点 a=(x,O) b = (x,ln(l +x))について d(a,b)< 
ln(2+ la|）で， s(t)=ln(2+t)は漸近的 subpower関数であるが， a,bを含む連結集

合は 0を含み，その大きさは向以上である．よって， Yはsubpowerとして ooで

粗一様連結ではないため， hpYは完全ではない．

例 4.3([2, Ex皿 ple4.3]). n E Nに対して次の数列を考える．

x~=2(n-1), Xn=2n-1 

盆＝n(n-1),Zn＝が（＝ （力＋zい）／2)

吟＝ 3n-l, Wn = 2. 3n-l (=（吟＋ W~+1)/2)

このとき，任意の nENに対して以下が成り立つ．

Xn-X~=xい—Xn = 1, Zn ー叫＝ Z~+l ― Zn= ぷ， Wn -W~ = W~+l -Wn = Wn/2 

次に，任意の t>Oに対して直線y=x-tと曲線y=ln(l+x)(x2:0)の交点の x

座標を 1J(t)とし，以下の漸化式により，数列 {Yn}nEN,｛沿｝nENを定める（図4.5).

Y~ = 0, YI= 1, 凶＝Yn-l+ln(l +Yn-I), Yn = 1J（凶） （n2: 2) 

y
 

y = ln(l +x) 

Y3 
y~ 

Y4 9
5
 

y
 

Y5 
X 

図4.5

このとき，任意の nENに対してYn-y~ = Y~+l -yn = ln(l +Yn)が成り立っ．

さらに， x2'.0に対して fx(x)= 1，介（x)= ln(l +x), fz(x) = yx, fw(x) = x/2と

し， KE{X,Y,Z,W}とkE {x, y, z, w}について， max-metricの入った配の部分

集合を

Kk=KU LJ｛枯｝ x[0ぷ (kい］
nEN 
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と定め，それぞれ部分距離を入れる．基点は 0= (0,0) とする（図 4.6~4.9).

y=l 

I I I | I,x X 
o x1 x2 1 X2 X1 3 X3 0 Yly; Y2 y; Y3 y~ Y4 玲 Y5 

Xx Xy 

X _x 
O ZIz' 2 Z2 ZI 3 Z3 Z4 I Z4 0 W1 1 W1W' 2 w2 w; 

Xz Xw 

図4.6

y = ln(l +x) 

ox□□□X 0/□□□／x 

Yx Yy 

／／ロー「—-x_~□---X
O Z1吟 Z2 z; Z3 ヵ i4 - O 叫閃w; w2 w; 

Yz Yw 

図4.7

y=yx 

X I .  I.  I.  I.  I _ X 

0 1 x'2や 格巧 O Yly; Y2 y; Y3 yi Y4 y; Y5 

Zx Zy 

x x 
O Z1吟 Z2 z; Z3 益 Z4- 0 Wi WJ Wi W2 Wj 

Zz Zw 

図4.8
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y=x/2 

x /, 1,  1,  |,  1,．X 

o Y1y; y2汎 Y3 凶 Y4 y; Y5 

Wx Wy 

X 

O z1 z; z2 z; z3 z ， a 0 w~ w1w; wz w; 

Wz Ww 

図4.9

定理 3.3,3.4によって，コンパクト化の完全性は以下の表のようになる．

表4.10.Higson型コンパクト化の完全性

位Kk X y z w hpKk X y z w hHKk X y z 

X 1 1 1 

゜
X 1 1 

゜゚
X 1 

゜゚Y 1 1 1 

゜
Y 1 1 

゜゚
y 

゜
1 1 

z 1 1 1 

゜
z 

゜゚
1 1 z 

゜
1 1 

w 

゜゚゜
1 w 

゜゚
1 1 w 

゜
1 1 

X 

w 

1゚ 

1 

1 

例えばYzを考えると， 2点an=(zn,O), bn = (zn,In(l +zn)）について d(an,bn)< 

ln(2+ la川）で s(t)= In(2+t)は漸近的 subpower関数であるが， a,bを含む連結集

合の大きさは Zn-Z~ = Z~+ 1 -Zn=[孟=|an11/2以上であり， Yzはsubpowerとし

てooで粗一様連結ではないから， hpYzは完全ではない．

一方， h出は完全である．実際，任意の sE.!£ に対して Yzの2点a=(a1,a2), 

b = (b1,b2)がd(a,b)< s(lal)(= s(a1)）を満たすとする．もし，＃＝n(n-1):-:; a1 < 

zい ＝n(n+1)ならば n:-:; (1+{石戸可）／2 だから Z~+l ― z; =2nごl十←后戸可

であり，また， ln(l+z~+l)< 《乙=[石丁打 <2n:-:; 1+』町コだから，大

きさが 1+［伝戸可のループが存在する．よって， aとbを結ぶ大きさがs(a1)+ 

l＋炉伝［下Iの連結集合が存在し， s(t)+ 1＋←i二Iは漸近的 sublinear関数であ

るから， Yzはsublinearとして ooで粗一様連結となり， hLYzは完全である．
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