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概要

neighborhood-linear空間， neighborhood-sublinear空間， z-neighborhood-

sub linear空間の概念を定義し， z-neighbor hood-sub linear空間における C＊ー埋め

込みと R埋め込みの閑係について論じる．

1 neighborhood-linear空間

空間はハウスドルフ位相空間とする。空間 X の点 pにおける近傍フィルターを

Nbdx(P)で表す，つまり，

Nbdx(P) = {V c X: p E IntxV}. 

1) が集合族 V の部分族で，任意の VEV に対して， DcV となる D€1) が存在すると

き， 1)はVの生成系であるという． Nbdx(P)の生成系が空間 X の点pにおける近傍基
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である。

定義 1.1.集合族 Dの各元 D,D'に対して， DcD'かD'cDのいずれかが成り立っ

ているとき， 1)はlinearであるという．空間 X の点pにおいて linearな近傍基がある

とき，その空間は点pにおいて neighborhood-linearであるという [3]．空間Xがそ

のすべての点において neighborhood-linearであるとき，空間Xはneighborhood-linear

であるという．

これと同じ性質は 1978年に SheldonDavisによって定義されており、そこではこの性

質をもつ空間は lob-spaceとよばれている [l].

次の implicationが成り立つことはよく知られている

順序数の空間⇒全順序位相空間⇒一般順序空間⇒単調正規空間

neighborhood-linear空間は次のような性質をもつ．

事実 1.2. (1)第一可算な空間や順序数の空間は neighborhood-linearである．

(2)全順序位相空間で， neighborhood-linearではないものが存在する

(3) neighborhood-linearな空間の部分空間は neighborhood-linearである．

(4) neighborhood-linear空間X。，ふで，その積空間X。xふがneighborhood-linear

ではないものが存在する．

2 neighborhood-sublinear空間

Vは空間 X の部分集合族とする． Pが Vの部分族で，任意の VEVに対して，

nv'c Vとなる Dの有限部分族びが存在するとき， 1)はVの準生成系であるという．
Nbdx(P)の準生成系が空間X の点pにおける近傍準基である．

定義 2.1.集合族 P が， linearな部分族 1)8からなる有限和で V= LJsESVsのよう

に表せるとき， 1)はsublinearであるという．空間 X の点pにおいて sublinearな近

傍準基があるとき，その空間は点pにおいて neighborhood-sublinearであるという

[3]．空間X がそのすべての点において neighborhood-sub linearであるとき，空間 X は

neighborhood-sublinearであるという．

これに関連がある性質で， BrianScottは文献 [5]の中で globularspaceという概念

を定義しているが，その定義は neighborhood-sublinear空間のものよりも複雑である．
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neighborhood-linear空間では事実 1.2の(2)や (4)のような融通の利かないところが

あるのに対して， neighborhood-sublinear空間では次のことがいえる．

事実 2.2. (1)一般順序空間は neighborhood-sublinearである．

(2) neighborhood-sublinearな空間の部分空間はneighborhood-sublinearである

(3) neighborhood-sublinear空間からなる有限積空間は neighborhood-sub linearで

ある．

(4)単調正規空間で， neighborhood-su blinearではないものが存在する．

3 z-neighborhood-sublinear空間

恥は実数直線として，その部分空間として閉区間 lI= [0,1]をとる．空間 X から lIへの

連続関数f:X→l1があって， D= {x EX: f(x) = 0}と表せるとき， Dは空間Xにお
ける零集合であるという．

事実 3.1(folklore)．集合族Vがlinearな生成系をもてば， Vの任意の生成系 Z（これは

linearでなくてもよい）に対して， Vのlinearな生成系を Zの部分族としてとることがで

きる．

この事実を V= Nbdx(P)とZ={DE Nbdx(P) : DはXにおける零集合｝に適用

すれば，次のことがわかる．

事実 3.2(folklore). Tychonoff空間 X がその点pにおいて neighborhood-linearであ

るためには，点pにおいて零集合からなる linearな近傍韮をもつことが必要十分である．

neighborhood-sublinear空間でもこれと同様のことが成り立つかどうかはそれほど簡

単ではないように思える．そこで，次の概念を導入することにする．

定義 3.3.空間Xの点pにおいて，零集合からなる sublinearな近傍準基があるとき，そ

の空間は点pにおいて z-neighborhood-sublinearであるという [3]．空間 X がその

すべての点において z-neighborhood-sublinearであるとき，空間 X はz-neighborhood-

sublinearであるという．

問題 3.4 ([3]). neighborhood-sublinearな Tychonoff空間で， z-neighborhood-

sub linearではないものが存在するか？
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neighborhood-sublinear空間と同様に， z-neighborhood-sublinear空間も次の性質を

もつ．

事実 3.5. (1) z-neighborhood-sublinearな空間の部分空間は z-neighborhood-

sub linearである

(2) z-neighborhood-sublinear空間からなる有限積空間は z-neighborhood-sublinear 

である．

単調正規空間について既知の事実 (Stares[6, Lemma 2.1]）を使えば，次のことがわ

かる．

事実 3.6([3]). neighborhood-sublinearな単調正規空間は， z-neighborhood-sublinear 

である

以上のことから，次の系が得られる．

系 3.7([3]）．一般順序空間からなる有限積空間の部分空間は z-neighborhood-sublinear 

である．

4 C又埋め込みと R埋め込み

空間 X の部分集合 E が X における C*—埋め込み（P-埋め込み）であるとは， E から

II= [O, 1]（任意のバナッハ空間 M)への連続関数が， X上の連続関数に拡張できること

である．一般に， P-埋め込みは C＊ー埋め込みであるので，その逆が成り立つかどうかが問

題となるよく知られているように，空間 Xが正規であるためには X の任意の閉集合が

C*＿埋め込みであることが必要十分である (Tietze-U rysohnの定理）．また，空間 Xが族

正規であるためには X の任意の閉集合が P埋め込みであることが必要十分であること

も知られている (Dowker[2]). 

平田と矢島は 2017年に次のことを証明した．

定理 4.1([4]）．順序数の部分空間A,Bの積空間AxBの任意の閉集合Fについて，

FがAxBにおいて C*＿埋め込みならば， FはAxBにおいて Pー埋め込みである．

この定理において， Fが閉集合という仮定を除去したいと思ったことがきっかけで，

z-neighborhood-sublinear空間を定義し，次の結果を得るに至った．
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定理 4.2([3]）．任意の z-neighborhood-sublinear空間 Fは次の性質をもつ．

(C*=P: dense): Fの任意の積密な部分集合 Eについて，

EがFにおいて C*＿埋め込みならば， EはFにおいて Pー埋め込みである．

補題 4.3(folklore). Cは空間からなるクラスで，次の条件（i)と(ii)を満たすものとする

(i) XE  Cならば， Xの任意の閉集合Fについて FEC. 

(ii)任意の FECは次の性質をもつ．

(C*=P: dense): Fの任意の桐密な部分集合Eについて，

EがFにおいて Cえ埋め込みならば， EはFにおいて Pー埋め込みである．

このとき，任意の XECに対して，次の 2つの条件は互いに同値である．

(C*=P: closed): Xの任意の閉集合Fについて，

Fが X において C*-埋め込みならば， FはX において P埋め込みである．

(C*=P: subset): Xの任意の部分集合Eについて，

EがX において C*＿埋め込みならば， EはX において P埋め込みである．

z-neighborhood-sublinear空間全体のクラスを Cとすると，補題4.3の仮定（i)と(ii)

の条件を満たすので，次の系が得られる．

系 4.4([3]）．任意の z-neighborhood-subliner空間 X に対して，次の 2つの条件は互い

に同値である．

(C*=P: closed): Xの任意の閉集合Fについて，

Fが X において C*＿埋め込みならば， FはX において P埋め込みである．

(C*=P: subset): Xの任意の部分集合Eについて，

EがX において C*＿埋め込みならば， EはX において P埋め込みである．

一般順序空間からなる有限積空間の部分空間は z-neighbor hood-sub linearであるから，

次の系が得られる．

系 4.5([3]). Xは一般順序空間からなる有限積空間の部分空間とする．このとき，

(1) Xは次の性質をもつ．

(C*=P: dense): Xの任意の積密な部分集合Dについて，

DがX において C＊ー埋め込みならば， D はX において P埋め込みである．

(2)次の 2つの条件は互いに同値である．
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(C*=P: closed): Xの任意の閉集合Fについて，

FがX において C＊ー埋め込みならば， FはX において R埋め込みである．

(C*=P: subset): Xの任意の部分集合Eについて，

EがX において C*＿埋め込みならば， EはX において P埋め込みである．

これを X=AxBとして適用すれば，定理4.1から閉集合の仮定を除去して，次のよ

うに一般化できる．

系 4.6([3]）．順序数の部分空間 A,Bの積空間 AxBの任意の部分集合Eについて，

EがAxBにおいて C又埋め込みならば， EはAxBにおいて P埋め込みである．
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