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記号 Jy(ですべてのコンパクト距離空間の等長類全体の集合を表すとする．そして記号

gHでグロモフ・ハウスドルフ距離とする．詳しい定義はセクション 2を参照されたい．

組（Jy(，gH)をグロモフ・ハウスドルフ距離と呼ぶグロモフ・ハウスドルフ空間はコンパ

クト距離空間全体のモジュライ空間でありその幾何学的，あるいは位相的性質は興味を

持って調べられている．特に埋め込みの問題に関しては，論文 [1]において、グロモフ・

ハウスドルフ空間に任意の有限距離空間を等長に埋め込めることが示されている．しかし

ながら一般の可分距離空間，あるいは一般のコンパクト距離空間でさえも等長に埋め込め

るかどうかは未解決である．この文章では，等長埋め込みではなく位相的埋め込みについ

ての筆者の定理を紹介する．すなわちコンパクト距離化可能空間をグロモフ・ハウスドル

フ空間の連結空間のなす部分集合へ位相的に埋め込めるという論文 [3],[4]，そして [5]で

得られた筆者の結果について紹介する．詳細な証明については各論文を参照されたい．

2 準備

(Z,h)を距離空間とし， Sをその空ではない部分集合とし xEZとする．このとき S

とxの間の距離 d(x,S)をinfsESd(x, s)と定義する．

定義 2.1.(Z, h)を距離空間とし， A,とBをZの部分集合とする．このとき (Z,h)におけ
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るAとBのハウスドルフ距離 1iV(A,B, Z, h)をmax{supaEAd(a, B), supbEB d(b, A)} 

と定義する．

定義 2.2.距離空間 (X,d)と(Y,e)のグロモフ・ハウスドルフ距離 91i((X,d), (Y, e)) 

は距離空間 (Z,h)と等長写像 i:(X,d)→(Z,h)とj:(Y,e)→(Z,h)を動かした時の

1iV(i(X),j(Y); Z, h)の下限で定義する．

このとき次の定理が基本的である．

定理 2.1.グロモフ・ハウスドルフ距離 gHはJY(上で距離関数になっている．特に二つ

のコンパクト距離空間のグロモフ・ハウスドルフ距離が 0ならばそれらは互いに等長的で

ある．さらに距離空間 (M,g1i)は測地距離空間である．つまり二点間を結ぶ測地線が存

在する．

次の定理は論文 [2]で証明されている．

定理 2.2.グロモフ・ハウスドルフ空間（JY(，g1i)の異なる任意の二点を結ぶ測地線は連

続体濃度存在する．

この定理 2.2の証明手法を用いて以下の定理も証明された．単位閉区間 [O,1]の可算直

積空間をヒルベルト立方体と呼ぶ．この空間を Qと表すことにする．

定理 2.3.グロモフ・ハウスドルフ空間（JY(，g社）の任意の二点を与えたときにヒルベル

卜立方体Qから JY(への位相的埋め込みが存在してその像は先に与えた二点を含む．

論文 [3],[4]，そして [5]ではこの埋め込み定理を発展させたものを証明した．

3 主定理

3.1 フラクタル次元に関する埋め込み定理

論文 [3]では主に位相次元 dimTX, Hausdorff次元 dim出X,d)，パッキング次元

dimp(X,d)，上箱次元 dim瓜X,d), Assouad次元 dimA(X,d)を取り扱ったこれらの

次元の正確な定義については論文 [3]を参照されたい．私がこれらの次元を選んだのは，

これらが有限安定性をもつからである．つまり距離空間 (X,d)とその部分集合 AとBに

ついて dim(AU B) = dim(A) + dim(B)が成り立つということである．ただし位相次元

については直和でなければ成り立たない．任意の有界距離空間 (X,d)について以下の基
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本的な不等式が成り立つことに注意しよう．

dimTX :S dim出X,d) s; dimp(X, d) s; dim叫X,d) :S dimA(X, d). 

位相空間が Cantor空間であるとはそれが Cantor集合に同相であるときにいう．

集合 X 上の距離関数 d:X x  X →[O, oo)が超距離関数であるとは強三角不等式

d(x,y)さd(x,z) V d(z, y)を瀾たすときにいう．ここで Vは股上の最大値関数を表す．

記号£で (a1,a2,a3,a4)E [O,ooドであって a1さ a2さ a3さ m を満たすもの全

体を表すことにする．また冗で (l,a1,a2,a3,a4)E (Z~o U {oo}) x [O,oo]4であって

l :S a1 :S a2 :S a3 :S四を満たすもの全体を表すとする．

まず論文 [3]では以下の指定次元問題を解いた．

定理 3.1.任意の (a1,a2, a3, a4) E.Cについて Cantor超距離空間 (X,d)が存在して次を

満たす． dim叫X,d) = a1, dimp(X, d) = a2屈面(X,d) = a3, dimA(X, d) = a4. 

定理 3.2.任意の (l,a1, a2, aふ四） ERについて距離空間 (X,d)が存在して以下を満

たす．

dimT X = l, dim爪X,d)= a1,dimp(X,d) =吟，而函(X,d)= aふ

dimA(X, d) = a4. 

さて次に任意の (l,a1,a2,aふa4)ERに対して 'D(l,a1, a2, aふ四）を (X,d)EMで

あって

dimパ＝ l,dim爪X,d) = a1, dimp(X, d)＝吟，而函(X,d)= aふ

dimA(X, d) = a4. 

を満たすもの全体とする．定理 3.2から 'D(l,a1, a2, aふ四）-/-0であることがわかる．ま

た， UでM のなかの超距離空間全体を表すとする．

定理 3.3.集合8はある (l,a1, a2, aふ四） ERについて S='.D(l, a1, a2, aふ四）であるか

もしくは 8= Uであるとする．そして nE Z2:。で {(Xi,di)}f!lを8内の列で異なる

i,jについて QH((Xi,di), (Xj,も）） ＞ 0を満たすものとする．ヒルベルト立方体 Q内の

n+l個の点｛叫□i1を任意にとる．このとき位相的埋め込み <I>: Q→8であって任意

のiE{l,...,n+l}について <I>(防） ＝ （Xi,d』であるものが存在する．
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3.2 連続体に関する位相的埋め込み

次に論文 [4]で得られた定理を紹介する．この論文では上で述べた論文 [2]と[3]に関

連する研究として，グロモフ・ハウスドルフ空間の中の連結な距離空間全体，弧状連結な

空間全体，測地空間全体，そして CAT(O)空間全体の集合が弧状連結で無限大の位相次元

を持つことを証明したまた，固有な CAT(O)空間全体の集合が点付きグロモフ・ハウス

ドルフ距離に関して無限大の位相次元を持つことも示した．詳細な証明は論文 [4]を参照

されたい． ここでは定理の主張を紹介するのみにとどめる．

まず， CAT(O)空間を定義しよう．測地空間 (X,d)がCAT(O)であるとは任意の X内

の測地三角形△と x,yE△について d(x,y)~ d股2（歪，0)が成り立つときにいう．ここ

で d股2 は二次元のユークリッド距離であり，元とりは，△に対応する良2内の比較三角

形囚内の xとyに対応する点である．空間が CAT(O)であるということは，空間が局所

的には曲率が非負であるとみなせるということである．

記号 e,'.P，9,そして 2でそれぞれ連結，弧状連結，測地的，そして CAT(O)であるよ

うな M の部分集合とする．

まず最初に Q内の n+l個の点と上で定義した M の部分集合の n+l個の点を与えた

時に，この最初に与えた n+l個の点の対応の拡張になっているような位相的埋め込みの

存在を証明した．

定理 3.4.整数 nE ::£2'.lをとる．そして｛切｝□：11をQのなかの n+l個の異なる点

とする．集合 8は e,'.P,9,そして 2のうちのどれかひとつとする．集合 8の中の点

{(X叫）｝：I11は異なる i,jについて Q1i((Xi,dふ(Xいも）） ＞ 0を満たすものとする．

このとき位相的埋め込み <I>: Q→8が存在して①（叫＝ （xi山）を満たす．

系 3.1.集合 e,'.P，9,そして 2はM のなかで弧状連結であり，これらの空集合ではな

い開集合は全て無限次元である．

以上の定理 3.4を点付きグロモフ・ハウスドルフ空間に拡張したものも証明したが詳細

は論文 [4]を参照されたい．

3.3 距離木に関する位相的埋め込み

論文 [5]において，筆者は，グロモフ・ハウスドルフ空間の中の距離木のなす部分集合

が無限次元であることと，弧状連結であることを証明した．以下で詳細な定理を述べる．
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今から距離木を定義する．この距離木についてはいろいろ同値な特徴付けが知られて

いるが，ここでは測地線（測地線の像）を用いた定義を紹介する．距離空間 (X,d)が距離

木，もしくは良木であるとは，任意の x,y,zEXとx,yを結ぶ測地線（正確には測地線

の像）伍と y,zを結ぶ測地線（正確には測地線の像）G2について，もしも G1nG2 = {y} 

であるならば G1U伍がxとzを結ぶ測地線（正確には測地線の像）になるときにいう．

記号 'JでM の中の距離木全体の集合を表すことにする

定理 3.5.整数nE Z:;,1をとる．そして｛叩｝悶11をQのなかの n+l個の異なる点とす

る．集合 'Jの中の点れ凡¢汁：二1l は異なる口につぃて gH（（X』」(ふも)）>oを

満たすものとする．このとき位相的埋め込み <1.>:Q→'Jが存在して <I.>(叩） ＝ （Xゎ山）を

満たす．

系 3.2.集合 'JはM のなヵベで弧状連結でぁり, これらの空集合ではない開集合は全て無

限次元である．

以上の定理 3.5も定理 3.4と同様に点付きグロモフ・ハウスドルフ空間へ拡張したが，

論文 [5]を参照されたい．

注意 3.1.三つの定理 3.3,3.4,と3.5の証明手法について説明する．これらの定理は全

く同様の主張の形態をしているが，証明手法はやや異なる．まず定理 3.3については，次

元を保存しつつ位相的埋め込みを構成するために距離空間の直和構成を用いている．定理

3.4では連結性や CAT(O)であるという性質を保存するために距離空間の炉型の直積を

用いて位相的埋め込みを構成した．定理 3.5では距離木であるということを保存するため

に距離空間のウェッジ和を用いた．つまり複数の距離空間の点を一つずつとり，それらを

同一視する構成法である．定理 3.4のように直積を用いてしまうと，木同士の直積は木で

はないので困ったことになる．

3.4 問い

ここではグロモフ・ハウスドルフ空間にまつわる問いをここで上げておく．

冒頭の問いを改めて述べる．

問 3.1.(X,d)を任意のコンパクト距離空間とする．このとき (X,d)から (M,g1{）への

等長埋め込みは存在するか？
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問 3.2.(X,d)を任意の可分距離空間とする．このとき (X,d)から (M,g1l)への等長埋

め込みは存在するか？

以下の問いは全て筆者の問いである．

上で述べた問いよりも弱くなるが以下も興味深い．ただしこれでもまだ難しい．

問 3.3.(X,d)を任意のコンパクト距離空間，もしくは可分距離空間とする．このとき

(X,d)から (M,g1l）への双リプシッツ埋め込みは存在するか？また，双ヘルダー埋め込

みは存在するか？

次の問いは無限次元トポロジー的にも興味深いと思われる．

問 3.4.グロモフ・ハウスドルフ空間 (M,g社）の位相型は何か？つまりどのような（典型

的な）無限次元空間と同相か？

筆者は (M,g1l）は炉，つまり無限次元可分ヒルベルト空間と同相ではないかと考えて

いるが，証明する術は今の所何もないし，これを支持する論理的な証拠もあるわけでは

ない．

また，埋め込みの拡張に関して次の問いもグロモフ・ハウスドルフ空間の位相に関連す

るだろう．

問 3.5.X を距離化可能空間とし， Aをその閉集合とする．この条件のもと次の拡張問題

を考える．

(1)任意の位相的埋め込みf:A→M はXから Mへの位相的埋め込みに拡張できる．

このとき（1)が成り立つような (X,A)は何であるか？また（1)が成り立たないような

(X,A)は何であるか？

三つの定理 3.3,3.4,もしくは 3.5の証明手法を用いると， Xがヒルベルト立方体で A

が有限集合のとき，問 3.5の拡張問題（1)が肯定的に解けることがわかる．
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