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この小論文では，球領域と円環領域における半線形楕円型方程式の球対称解のMorse指数

についての概説（サーベイ）と，筆者の最近の研究を紹介する．

1 固有値問題とMorse指数

線形楕円型作用素のスペクトル（特に固有値）は基本的な研究対象である．例えば，股N

における線形 Schri.idinger 作用素—△ +V(x) ならば，ポテンシャル項とスペクトルの対応関

係が古くから研究されてきた．一方，（適切に境界条件を課した）有界領域上の線形楕円型作

用素のスペクトルを求める問題は，非線形問題の線形化問題として現れ，非線形問題の解明

に役立てられてきた．有界領域における Dirichlet問題ではスペクトルは全て固有値となる

ので，以下，固有値問題と呼ぶ．（一方，民N上の問題や，滑らかではない境界を持つ有界領

域上の Neumann問題は，本質的スペクトルが現れることがある．）

ここでは，滑らかな境界を持つ有界領域Q上の非線形Dirichlet問題

｛知＋f（u) ＝ 0 for x E Q, 
U = 0 for X E 80 

の解u(x)における線形化固有値問題

｛凶＋f'(u)¢=―μ¢ 
¢ = 0 

for XE  S1, 

for x E 8Q 

(1.1) 

(1.2) 

の固有値μ，を考える．非線形問題(1.1)を研究する上で，通常はさまざまな関数解析的な定

理が用いられるが，それらの定理の仮定にはスペクトル（固有値）に関するものが含まれて
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いることがある．従って，固有値問題(1.2)を調べなければならないが，一般的には非常に

難しい．まず最も単純である 1次元有界領域n= (o, 1)上の問題を考えよう．（1.2)は，

{¢”+ f' （u)の＝—匹 for Q < X < 1, 
¢(0) = ¢(1) = 0 

(1.3) 

となり，方程式は変数係数f'(u)を持つ2階常微分方程式となる．この問題は変数変換によっ

てリッカチ型方程式に変換することができる．一般的なリッカチ型方程式は，解の公式が存

在しないことが19世紀に証明されているので，一般的な固有値問題(1.3)も固有値の具体的

な値を求めることは絶望的である．

（しかし，例外的ではあるが，次の場合は全ての解における線形化固有値問題の固有値と固

有関数の具体的な表示が知られている：

f(u)＝入(u-uり([WY15]),f (u)＝入(-u+uり([MTW22]),f(u)＝入sin(u)([WY08]), 

f(u)＝入sinh(u)([AMW22]), f(u)＝入e尺入戸 ([MW19])).

一方，多次元領域の場合はどうだろうか？一般的な場合はもちろん絶望的である．また，

球領域上の球対称解など， ODEに帰着できる場合ですら全ての固有値が分かるケースは知

られていないと思われる．（ただし直積領域O=IxJなど自明な場合を除く．また， O=B

かつ f(u)= 0の場合は，（1.2)は球領域上のDirichletLaplacianの固有値問題となり Bessel
関数のゼロ点を用いて表示できることが知られている．しかし，これは定数係数の場合であ

り， f'(u)が定数関数ではない場合は，筆者が調べた限りでは見つけられなかった．）

そこで，（非自明な問題の中では最も手がかりがありそうな）球領域または円環領域におけ

る球対称解の固有値問題(1.2)を考えるが，

固有値を求めることを諦める代わりにMorse指数を求めることを目標とする．

Morse指数とは，現在の問題設定では (1.2)の負の固有値の数で，固有値が重複している場

合は重複度分も数えるものとする． Morse指数は不安定指数とも呼ばれ，その解uの不安定

度を表している．（1.1)をEuler-Lagrange方程式に持つエネルギーの下がる方向の次元と考

えても良い．

2 対称性破壊分岐とMorse指数

1979年に Gidas-Ni-Nirenburg[GNN79]の定理（球領域における正値古典解は球対称）が

発表され，（それまでにも [JL72]など球対称解の研究はあったが）球対称解の研究が本格化

した．［K12,p. iv]では次のように書かれている：

After appearance of [GNN79], the study of semilinear equations on balls began 

in earnest. 
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その後，すぐに球対称解の一意性が非常に難しい問題であることが認識された． f(u)= -u+ 
訊 f(u)= u＋研， f(u)＝砂のような単純な場合ですら難しく解決は容易ではなかったが，

80年代から研究が始まり 90年代前半には，主要な非線形項の場合に一意性の問題が解決さ

れた．

それまでの球対称解の研究を基礎として， 90年代には円環領域における対称性破壊分岐の

研究が進んだ．パラメータは方程式や領域に入っており，円環領域の場合は次の2種類ある：

D1 := {x E酎； a<lxl < 1（や 1< lxl < a)｝，切：＝ ｛XE酎； R<lxl<R+l}.

糾ではa→l一（または， a→l+）を考え，応ではR→ooを考える．糾はthinannulusと呼
ばれ[S90,192]が挙げられ，切はexpandingannuliと呼ばれ[195,GGPSll, GMW16, MG17] 

などが挙げられる．また，円環領域は固定するが，△u＋入砂＝ 0の球対称解の“上の枝”か

らの対称性破壊分岐を研究するという研究もある [189,NS94]. 

固有値問題(1.2)はこの問題で自然に現れる．なぜなら， 0固有値を持たない場合は線形化

作用素は可逆となり，陰関数定理から解の枝はパラメータに関して少し延長できる．よって0

固有値を持つ場合が問題となるが，単純固有値が横断性条件を満たす場合は分岐理論の一般

論からその点で分岐することが分かる．円環領域上の球対称解の場合は，対応する固有関数

が非球対称となることがあり，その場合が対称性破壊分岐となる（ところで，球領域上の正

値解における線形化固有値問題が0固有値を持つ場合は，対応する固有関数が常に球対称で

あることが示されている [LN88]．これは [GNN79]の結果から直感的には明らかであろう）．

90年代は， Morse指数を求めるというより「球対称解からなる枝に対称性破壊分岐が起きる

分岐点が無限個存在する」という定理を示すため，という動機が強かった．一方， Morse指

数が無限になるということも認識されていたようだ．［S90,Remark 2]には次のように書か

れている：

We believe that this increase in the number of solutions occurs because as the 

thickness of the annulus goes to zero the Morse Index of the radial solution of 

(Po) goes to infinity as was pointed out to the author by Prof. A. Bahri. 

3 Morse指数とその評価

Q1や切の場合は，（minimalsolutionからなる枝でない場合）球対称解からなる枝に沿って

Morse指数は無限大に発散する．［192]ではMorse指数に関する直接的な言及はないがQ1上

の△u十砂＝ 0を一般化した方程式の Dirichlet問題に対して実質的に m(u)→oo(a→ 1一）
を示している（対称性破壊分岐や非球対称解については (Q1上の問題） ［S90, 193]や（幻上

の問題） ［195]も参照）．

また，［189,NS94]では，円環領域上の Gel'fand問題△u十入包＝ 0の球対称解のなす“上

の枝’'から無限個対称性破壊分岐を起こす分岐点があることを示し， Morse指数が無限とな

ることを示している（特に，［NS94]では枝に沿って固有値が変化する様子が詳細に研究され

ている．球領域上の Gel'fand 問題については [NS90] も参照．球領域上の—△U= 入 |X四辺に
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ついては [M15]を参照また，球領域における Sobolev優臨界の方程式の正値解のMorse指

数については [M18]も参照）．

Morse指数が発散することがわかった後に問題になるのは漸近挙動である．［BP90]の結果

を紹介したい．上記の研究より前の論文であるが， Morse指数の詳細な漸近挙動が得られて

いる：

領域0={x E酎， 1< lxl < 1 +c} のとき， Dirichlet 問題—△U = u(N+2)/(N-2)の正値解匹

のMorse指数m（四）は次を満たす：

m（馬） ～ 2：［(-N-1:)1/2 (NN-2 [（1 -（2NI(N-2)）―1;2d() N-1 ~ as c→O 
ここで，

,r/2 

K := sup { 1"12 (-h'2 + ~h2) sin2/N 0d0; 

゜ ,r/2 

hEび(0,1), h(O) = 0, 1 がsin―2/N0d0 = l}. 
2000年～2010年はこの方面の論文があまり出版されていないが，ターニングポイントと

なったのは [GGPSll] である．［GGPSll] では切上の Dirichlet 問題—△u ＝研＋畑に対し

てR→ooの対称性破壊分岐と Morse指数の発散について研究されている．［GGPSll]では，
(1.2)の代わりに，次の重み付き固有値問題を考えた：

｛日（△¢+『（u)¢)=―砂 forX E辺

cp = 0 for x E 8D2 

方程式を極座標表示すると次のようになる：

2 
陀
r―¢+r(N -1）竺¢＋△炉—1¢ =―砂．fJr2 T'.,- -I or (3.1) 

このとき，固有値µは同型方向の固有値問題に関する固有値 flrad,。と―△炉—1 の固有値乃＝
j(j + N -2)の和で表される．すなわち，

伍j= /lrad,i +朽・

この重み付き間題の固有値iは，本来の固有値μとは別物であるが，［GGPSll]において，
両者の負の固有値の数が等しいことが示された．従って， m(u)を求めるためには， /li,j< 0 

となる固有値の数を求めれば良いこととなる．一見すると些細な差に見えるが，（1.2)より

(3.1)の方が遥かに解析しやすく，この方面の研究が急激に進んだ．

90年代は分岐解析の副産物としてMorse指数が求められていたようだが，［GGPSll]以降

は，球対称領域における Morse指数の評価に関する論文が増えた．以下，その中でも印象的

な論文を紹介したい．特に， Morse指数の“評価’'ではなく，正確なMorse指数が求められる

場合がある．
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[DIP17a]では， 2次元球領域における Dirichlet問題ーふu= lulP-luの符号変化する球対

称なleastenergy solutionを考え， pが大きいとき Morse指数を決定した：

m(u) = 12. 

[DIP17b]では， 3次元以上の球領域における Dirichlet問題ー△u= lulp-luのn個の結節

領域(nodaldomain)を持つ球対称解を考え， pが臨界ソボレフ指数Ps:= (N + 2)/(N -2) 

より小さくかつ近い場合にMorse指数を決定した：

m(u) = n + N(n -1). 

この結果は，［AG19] によって H釦on 方程式の Dirichlet 問題—△u = lxl"lulP-1u, a > 0,の

場合に拡張され次が得られた： pが指数Pc:=(N + 2 + 2a)/(N -2)より小さくかつ近い場

合は，

m(u) = 

1+［a/2] 

n L Mj(N) 
J=O 

a/2 

aが偶数でないとき，

n区＋（m-l)M1+a;2(N) aが偶数のとき
J=O 

ここで， Mi(N) は—△か—1 の固有値 v] の重複度であり，次で与えられる：

島(N):= 
(N + 2j -2)(N + j -3)! 

(N -2)!j! 
for N > 3 and,; j = 0, 1, 2,.... 

ところで，［DIP17b] では，広いクラスの非線形項 f(lxl,u) に対し Dirichlet 問題—△U=

J(lxl,u)のn個の結節領域を持つ球対称解のMorse指数の下からの評価が得られており特筆

に値する：

m(u) ~ n + N(n -1). 

球対称解のMorse指数とその評価は，ここ 10数年イタリアのグループが中心となり研究が進

んでいる．上記の他に [AG14,AG20a, AG20b, AG20c, BCGP12, BEOP05, GGN13]を挙げた

ぃ．これらにおいて，広いクラスの非線形項 J(lxl,u) に対し Dirichlet 問題—△u = J(lxl, u) 

の球対称解の Morse指数の評価について研究されている．また，［DN07]では球領域上の

Neumann問題ーぎ年＝ u(u-a(lxl))(l -u)の球対称解を研究した． C→0としたとき内部
遷移層を持つ球対称解が現れるが，その解のMorse指数を研究した．この研究は，イタリア

のグループとは異なる視点でMorse指数を研究しており興味深い．

4 主定理

この節では [M22]の結果について紹介したい． N ~ 3, 0 < p < R < ooとし， AP:={x E 

訊 p< lxl < R}を円環領域とする．次のDirichlet問題の球対称解を考える：

｛△u+|x|a|U|P-1U = 0 in AP' （4.1) 

U = 0 on 8A p• 
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ここでは，次の場合を考える：

N +2+2a 
P =Pc:= 

N-2' 
a> -2. 

(4.1)は，各n2 1に対して， n個の結節領域を持っちょうど2つの球対称解UIp(x)を持

つことが知られている（ここで， U心(x)= -U品(x)を満たす．また utp(x)は正値解と負
値解となる）． a=Oのとき，もし領域が球ならば， Pohozaevの恒等式から正値解（また

は負値解）が存在しないことが知られているので， p→0のときの解U品(x)の性質を調べ
ることが興味ある研究テーマとなる．例えば， a=Oのとき正値解U心の最大値に関して

Bandle-Peletier [BP88]は次を示した：

llut』|L~(Ap)= ｛N(：R-2) ｝デ(l+o(l))asp→0. 
従って，円環の穴が小さくなると，正値解の最大値は発散する．

この研究 [M22]では，（正値解に限らない） U□p(x)のMorse指数m(Uふ）を調べた．円環
の穴が小さいとき（定理l(i)のsmallp > 0のとき）， Morse指数が決定できた：

定理 1.N 2 3, a> -2, p = Pcとする．

(i) £ := [ %] + 1とするとき，

m（信）｛：［MJJ(（NN：□：：：（口［口□：：：：spm<al:p > O 
((N+2似謬腐~ = Mt(N+l)なので，上記はnMt(N+l)と書ける）．さらに， U乙はp>O
が小さいとき非退化．特に， a=Oのときは，

m(Uむ） ＝n(N + 1) for small p > 0. 

(a= 0のとき，空間次元Nと結節領域の数nのみで定まる）

(ii) p→Rのとき
m(U!』→ ＋00. 

(iii) R > p > 0を固定し， a→oo（従って， P=Pc→oo)とするとき，

m(U!p)→ ＋00. 

例えば， N= 3,4,5の場合に，さらに具体的に表すと次のようになる：

例2.定理1と同じ条件のもとで次が成り立つ：

(i) N = 3のとき， m(Uむ） ＝翡(2£+ 2)(£ + 1) for smal p > 0. 

(ii) N = 4のとき， m(Uむ） ＝翡(2£+ 3)(£ + 1)(£ + 2) for small p > 0. 
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(iii) N = 5のとき， m(Uむ） ＝翡(2£+ 4)(£ + 1)(£ + 2)(£ + 3) for small p > 0. 

(p,a) = (3,N -4)ときは，正値解U心(x)と負値解U以x)のMorse指数は，（pが小さく
なくても）円環の内半径と外半径の比p/RE (0, 1)で完全に定まることが分かった：

定理3.N：：：：ふ（p,a)= (3,N -4)とする．次の (a)または(b)が成り立つとする：

(a)応 1<伶さ冗£十1,1, £>倍ー 1となる正の整数fが存在，

(b) 0 < %さ 'R-1+1,1, R = r 1¥ R £+1,1, £ =げ］ー 1となる非負の整数£が存在

((a)(b)による合併集合は，全区間0< p/R < 1のdisjointunionとなる）．このとき，

£ 

m(Uむ）＝区氾(N)= Me(N + 1). 
j=O 

ここで，

見＝｛exp (—4n~□□ ( 
゜

砂ー34(u;-2)2))iff>笠ー 1,

if i < § -1. 

まt:::.,Kは第1種完全楕円積分K(k):= -, （） J。ds／凶1-sり(1-k2呼）， O:::;k<l.
(m(Uむ）， nミ2,の上からと下からの評価に関する結果もあるが省略する）．

(p,a)=(3,N-4)のときは，解Uむ(x)が楕円関数を用いて具体的に表示できる：

定理4.N ~ 3, (p, a) = (3, N -4)とする． uむ， n~ 1,は次のように書き表される：

Uむ(r)＝士N-2j叩 (1-Kり
2 V 2k2 -1 

ここで， kE（苫1）は次の方程式

r• (2nK(k)~,k ~,k), 

4n 

N-2 
¢如二丁K(k)=log:.: 

R 

p 

の一意的な解であり， sn(~,k), dn(~, k), sd(~, k)は， 0:::;~:::; K(k)において次を満たす団上
で滑らかに拡張された周期関数とする (Jacobiの楕円関数） ： 

~= 1sn(~,k~, dn(~,k) ：＝汀~'sd(~,k) := ~ 
。凶1-sり(1-Kい） dn(~,k)" 

(sn(・, k)は周期4K(k),dn(・, k)は周期2K(k),sd(・, k)は周期4K(k)となる）

証明は，固有値問題

｛⑲＋Plxl"IU品1p-l<l>＝直
<I>= 0 

in Aか

on8A p 
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を極座標表示して考える：

{船<[>十干い＋蛉§N—ゆ＋ pr°'IUむ1p-l<[> =一μ① for o < r < R, O E SN-19 
釧p,O")= <l'>(R,O") = 0 for O" E §N-l_ 

3節で触れた通り， Morse指数は次の重み付き固有値問題の負の固有値の数と一致している：

｛晶W+Nr-1い＋い§N-1¥[I+ pr"IUむ1p-l¥[J=—晴
w(p, r,) = w(R, r,) = o 

（違いは，右辺の璽み 1/r2だけである）．両辺芦をかけ，

for O < r < R,び E§N-1, 

forび ESN-1. 

{r干W+r(N-1) 鼻W ＋ ~§N-11Y+ pr°'+21uふ 1p-l1IJ= —随 for 0 < r < R, 6 E S止 19
屯(p,a)＝屯(R,u) = 0 forび ESN-1. 

ー今N-1の固有値u]と重複度Mi(N)は知られているので，動径方向の固有値問題

{r2恥＋r（N-1)羞心十pr"'+21uむ1p-lゆ＝一firad心 for O < r < R, 
ゆ(p)＝心(R)= 0 

の正確な固有値が求められれば，μ = firad + V] より， Morse指数が求まる．この研究では，

固有値firadについて詳細に研究し主結果を得た．

5 まとめ

球対称解の Morse指数に関しては，（3.1)を考えれば良いことに気づいたことが突破口と

なった．今後， Morse指数の研究が発展するためには，元の固有値問題 (1.2)を簡単な問題

に帰着させられるかが鍵となる．
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