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1. はじめに 

建築の大空間を覆うシェル構造は，スパンに対し薄い断面を用いて

設計された曲面構造であり，主にシェル曲面内の圧縮力により外力に

抵抗する構造である 1)。シェル構造の中でも円筒や球形のような古典

的な形状ではない複雑な形状を有するものを自由曲面シェル構造 2)

といい，その形状は NURBS （Non-Uniform Rational B-Spline）曲

面 3)などのパラメトリック曲面を用いて設計されることが多い。 
シェル構造の曲面形状と力学的性能には強い相関がある。力学的合

理性に優れたシェルの設計手法として，形状を設計変数として自重作

用時の剛性の指標であるひずみエネルギーを最小化する手法が多く

提案されている 4,5)。藤田・大崎 6)は曲面の代数的不変量に関する制約

条件の下でシェルのひずみエネルギーを最小化することで，局所的及

び大域的特性を指定した形状生成手法を提案した。永田・本間 7)は自

由曲面シェルのひずみエネルギー最小化と重量最小化の多目的最適

化問題について，群知能による優良解探索手法を提案した。土井・山

本 8)は波型シェルの波目方向の形状を設計パラメータとし，ひずみエ

ネルギー最小化問題を解くことによる形状設計法を提案した。また，

剛性と同様にシェルに生じる応力が想定する材料に応じた許容範囲

内であることも重要である。下田ら 9)は，シェルに生じる最大応力を

最小化することで，自由曲面シェルに生じる応力を一様分布とする手

法を提案した。大山・諸岡 10)は球形シェルを対象に，シェル厚さを変

数として，シェルに生じる応力を一様化する手法を提案した。打樋・

山本 11)は，シェルの面外曲げ応力による歪エネルギーを用いて，膜応

力（面内力）が卓越する形状を探索する方法を提案した。 
一方，図式力学（graphic statics）に基づく空間構造の形状設計法

について，近年多くの研究がなされている 12−14)。連続体シェル構造

についても，Thrust Network Analysis（TNA）により，図式解法を

用いて，外力に対して膜応力（面内力）のみで抵抗する形状と膜応力

との関係を離散的な双対関係として表現する手法が提案されている

15,16)。Panozzo ら 17)は，設計者の指定した初期形状をもとに，最適化

手法とTNAを用いて膜応力で外力に抵抗する形状を生成する手法を

提案した。しかし，TNA を連続体シェルに適用する際に，応力と形

状をパラメトリックな形式で定義する必要がある。 
曲面の高さを水平座標の関数として表すグラフ曲面としてシェル

を定義したとき，シェルに生じる膜応力の釣合いはその水平投影成分

を用いて Pucher's formulation 18)により記述される。この定式化を利

用し，Miki ら 19)は，水平投影応力に Airy の応力関数を利用し，自重

作用時のシェル曲面形状を NURBS 曲面により設計する手法を提案

した。応力関数とシェル形状をともに NURBS 曲面で定義すること

で，応力関数の制御点座標を変数として非常に複雑な自由曲面シェル

構造を生成できる手法が提案されている。また，Xia ら 20)は，NURBS
曲面と isogeometric 解析を用いて，膜応力のみで自重に抵抗するシ

ェルの設計手法を提案した。これらの応力関数を用いる手法は，シェ

ル面内力を応力関数のみで制御することができ，設計者は応力関数を

変数としてそれと双対関係にあるシェル形状を設計することができ

る優れた手法である。しかし，これらの手法では NURBS 基底関数

の高階の導関数が必要であり，微分方程式を解析的に解くことが困難

である。また，シェル曲面と応力関数をパラメトリック曲面でモデル

化することは，シェル曲面の取りうる形状を限定することになる。 
これに対し，パラメトリック曲面を用いないノンパラメトリックな
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設計手法が提案されている。堺・大崎 21)は，自重に対して指定した水

平方向反力（スラスト）で釣合うシェルの設計法を提案した。この手

法は，シェルの境界部を介して支持構造に作用する水平方向反力を指

定することができ，シェルの下部構造への影響を制御できる。また，

Takeoka ら 22)は文献 21)の手法の対象を曲線の境界形状をもつシェ

ルに拡張して指定水平投影応力で釣合う形状を生成し，有限要素解析

によって変形を考慮した時の水平投影応力分布を検証している。しか

し，シェルの面外曲げ変形やポアソン比による横ひずみ等の弾性変形

により，水平投影応力はとくに境界付近で指定値と一致しない。その

ため，指定水平投影応力分布を得るために境界に強制変位を与える必

要がある。塩見・山本 23)は，シェルのスラストに相当する外力と板厚

を設計変数とし，有限要素解析を用いて釣合い条件を満たすシェルの

水平投影応力分布を導出することで，面内応力の鉛直方向成分が自重

と釣合うシェル形状を求める手法を提案した。有限要素解析を利用し

て釣合い条件を満たす応力分布を容易に得られるが，シェル内部の応

力分布を詳細に制御することは難しい。 
本論文では，文献 22)の手法を拡張し，グラフ曲面として定義した

連続体シェル曲面の水平投影応力を指定し，膜応力の鉛直方向の釣合

い式を差分法で離散化して連立 1 次方程式を繰り返し解く方法によ

り，ノンパラメトリックな自由曲面シェルの形状を設計する方法を提

案する。膜応力の水平投影成分は，水平方向の釣合い方程式を満足す

るように設定する。提案手法による結果と収束性および計算時間を既

往の論文 22)における逐次加速緩和法（SOR 法）による結果と比較す

る。また，応力関数を用いる方法では，応力の各成分が 1 つの応力関

数で表現されるため，得られるシェル形状の予測や，応力分布と境界

での反力分布の細かな制御は，手法に対する経験がないと難しい。そ

こで本研究では，まずせん断応力を指定し，垂直応力は水平方向の釣

合い方程式に基づき，せん断応力の関数と任意の関数の和として定義

する方法を検証する。この手順により，水平投影応力の各成分と反力

分布を，応力関数を用いるより直接的に制御し，それをシェル形状に

反映することが可能となる。提案手法により，せん断応力を平面座標

の関数として定義したモデルと，境界の一部を鉛直方向反力が生じな

い自由境界としたモデルを用いて，より複雑なシェル形状が生成可能

であることを示す。さらに，提案手法で生成したシェル形状を対象と

して，面外曲げ変形を考慮した有限要素解析を行い，得られた水平投

影応力と，形状設計の際に指定した水平投影応力の誤差について検証

し，指定応力との誤差を反復計算により補正することで，変形を考慮

した場合にもシェル境界部分の水平投影応力（水平方向反力）を指定

できる手法を提案する。 
 
2. シェルの釣合い方程式を用いた形状設計法 

2.1 釣合い方程式 

直交座標系である xyz 座標系において，x, y 方向を水平方向，z 方向

を鉛直方向とする。曲面の高さ h が x, y の関数 h(x, y)で表されるシェ

ルを考える。ここでは，シェルの膜理論を用い，面外方向の変形に関

する曲げモーメントとせん断力は考慮しない。 
シェルを xz 平面と yz 平面にそれぞれ平行な平面で切断した微小要

素を考える。微小要素に作用する応力を図 1 に示す。Pucher's 
formulation18)に基づき，シェルの面内応力と外力の釣合いを，それ

らの水平面への投影成分を用いて示す。このような表現は Monge's 

description とも呼ばれる 24)。以下では，シェル断面の単位長さあた

りの断面力を簡単のため応力とよぶ。 
yz 平面と xz 平面にそれぞれ平行な曲面の切断面での垂直応力を sx, 

sy とし，yz 平面と xz 平面にそれぞれ平行なせん断応力を txy, tyx とす

る。ここで，sxと syはシェルの接平面内の力である。sx, sy, txy ( = tyx)の
ベクトルを xy 平面に投影し，水平面単位長さあたりの応力に換算し

た断面力を，それぞれσx, σy, τxy ( =τyx)とし，水平投影応力とよぶ。シ

ェル曲面を xz 平面と yz 平面にそれぞれ平行な面で切断したときに得

られる曲線と，水平面（xy 平面）とのなす角をφx, φyとする。sx, sy, txy 

( = tyx)とσx, σy, τxy ( =τyx)は，次式のような関係を満たす 25)。 

 coscos ,  ,  
cos cos

yx
y y

y x
x x xy xys s t

φφσ σ τ
φ φ

= = =  (1) 

h とφx, φyの関係は次のように書ける。 

  ta  n an  t,x y
h h
x y

φ φ∂ ∂
= =

∂ ∂
 (2) 

シェルの水平方向の釣合い方程式は次のように書ける。 

 0,   0   xy xy yx

x y x y
τ τ σσ ∂ ∂ ∂∂

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (3) 

式(3)をそれぞれ x, y で積分すると， σx, σyはτxyを用いて次のように表

される。 

 ),   ( ) (xy xy
x x y ydx C y dy C x

y x
τ τ

σ σ
∂ ∂   

− + = − +   ∂ 
=

∂  
∫ ∫  (4) 

ここで， ( )xC y , ( )yC x はそれぞれ y, x の任意の関数である。せん断応

力を任意の関数として与える場合は，垂直応力σx, σy は水平方向の釣

合い方程式(3)から導かれる式(4)により，せん断応力の関数と任意の

関数 ( )xC y , ( )yC x の和として定義される。水平方向の釣合い方程式を

満足するため，関数 ( )xC y , ( )yC x は，それぞれ x,y 方向に一定である

必要があるが，他の水平投影応力とは相関なく，独立に定義すること

ができる。垂直応力σx, σyはシェルの曲率の大きさと，せん断応力τxy

はシェルの主曲率方向とそれぞれ相関があるため，これらの応力を調

整することによりシェルの形状を制御することが可能となる。また，

4.3 節で示すように，自由境界の条件も容易に満たすことができる。

また，鉛直方向の釣合い方程式は 2 階の偏微分方程式として次のよ

うに書ける。 

 
2 2 2

2 22x xy y
h h h f

x x y y
σ τ σ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (5) 

 

 
Fig.1 Definition of stresses and angles 
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と釣合うシェル形状を求める手法を提案した。有限要素解析を利用し

て釣合い条件を満たす応力分布を容易に得られるが，シェル内部の応

力分布を詳細に制御することは難しい。 
本論文では，文献 22)の手法を拡張し，グラフ曲面として定義した

連続体シェル曲面の水平投影応力を指定し，膜応力の鉛直方向の釣合

い式を差分法で離散化して連立 1 次方程式を繰り返し解く方法によ

り，ノンパラメトリックな自由曲面シェルの形状を設計する方法を提

案する。膜応力の水平投影成分は，水平方向の釣合い方程式を満足す

るように設定する。提案手法による結果と収束性および計算時間を既

往の論文 22)における逐次加速緩和法（SOR 法）による結果と比較す

る。また，応力関数を用いる方法では，応力の各成分が 1 つの応力関

数で表現されるため，得られるシェル形状の予測や，応力分布と境界

での反力分布の細かな制御は，手法に対する経験がないと難しい。そ

こで本研究では，まずせん断応力を指定し，垂直応力は水平方向の釣

合い方程式に基づき，せん断応力の関数と任意の関数の和として定義

する方法を検証する。この手順により，水平投影応力の各成分と反力

分布を，応力関数を用いるより直接的に制御し，それをシェル形状に

反映することが可能となる。提案手法により，せん断応力を平面座標

の関数として定義したモデルと，境界の一部を鉛直方向反力が生じな

い自由境界としたモデルを用いて，より複雑なシェル形状が生成可能

であることを示す。さらに，提案手法で生成したシェル形状を対象と

して，面外曲げ変形を考慮した有限要素解析を行い，得られた水平投

影応力と，形状設計の際に指定した水平投影応力の誤差について検証

し，指定応力との誤差を反復計算により補正することで，変形を考慮

した場合にもシェル境界部分の水平投影応力（水平方向反力）を指定

できる手法を提案する。 
 
2. シェルの釣合い方程式を用いた形状設計法 

2.1 釣合い方程式 

直交座標系である xyz 座標系において，x, y 方向を水平方向，z 方向

を鉛直方向とする。曲面の高さ h が x, y の関数 h(x, y)で表されるシェ

ルを考える。ここでは，シェルの膜理論を用い，面外方向の変形に関

する曲げモーメントとせん断力は考慮しない。 
シェルを xz 平面と yz 平面にそれぞれ平行な平面で切断した微小要

素を考える。微小要素に作用する応力を図 1 に示す。Pucher's 
formulation18)に基づき，シェルの面内応力と外力の釣合いを，それ

らの水平面への投影成分を用いて示す。このような表現は Monge's 

description とも呼ばれる 24)。以下では，シェル断面の単位長さあた

りの断面力を簡単のため応力とよぶ。 
yz 平面と xz 平面にそれぞれ平行な曲面の切断面での垂直応力を sx, 

sy とし，yz 平面と xz 平面にそれぞれ平行なせん断応力を txy, tyx とす

る。ここで，sxと syはシェルの接平面内の力である。sx, sy, txy ( = tyx)の
ベクトルを xy 平面に投影し，水平面単位長さあたりの応力に換算し

た断面力を，それぞれσx, σy, τxy ( =τyx)とし，水平投影応力とよぶ。シ

ェル曲面を xz 平面と yz 平面にそれぞれ平行な面で切断したときに得

られる曲線と，水平面（xy 平面）とのなす角をφx, φyとする。sx, sy, txy 

( = tyx)とσx, σy, τxy ( =τyx)は，次式のような関係を満たす 25)。 

 coscos ,  ,  
cos cos

yx
y y

y x
x x xy xys s t

φφσ σ τ
φ φ

= = =  (1) 

h とφx, φyの関係は次のように書ける。 

  ta  n an  t,x y
h h
x y

φ φ∂ ∂
= =

∂ ∂
 (2) 

シェルの水平方向の釣合い方程式は次のように書ける。 

 0,   0   xy xy yx

x y x y
τ τ σσ ∂ ∂ ∂∂

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (3) 

式(3)をそれぞれ x, y で積分すると， σx, σyはτxyを用いて次のように表

される。 

 ),   ( ) (xy xy
x x y ydx C y dy C x

y x
τ τ

σ σ
∂ ∂   

− + = − +   ∂ 
=

∂  
∫ ∫  (4) 

ここで， ( )xC y , ( )yC x はそれぞれ y, x の任意の関数である。せん断応

力を任意の関数として与える場合は，垂直応力σx, σy は水平方向の釣

合い方程式(3)から導かれる式(4)により，せん断応力の関数と任意の

関数 ( )xC y , ( )yC x の和として定義される。水平方向の釣合い方程式を

満足するため，関数 ( )xC y , ( )yC x は，それぞれ x,y 方向に一定である

必要があるが，他の水平投影応力とは相関なく，独立に定義すること

ができる。垂直応力σx, σyはシェルの曲率の大きさと，せん断応力τxy

はシェルの主曲率方向とそれぞれ相関があるため，これらの応力を調

整することによりシェルの形状を制御することが可能となる。また，

4.3 節で示すように，自由境界の条件も容易に満たすことができる。

また，鉛直方向の釣合い方程式は 2 階の偏微分方程式として次のよ

うに書ける。 

 
2 2 2

2 22x xy y
h h h f

x x y y
σ τ σ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

 (5) 

 

 
Fig.1 Definition of stresses and angles 

ここで，f はシェルの単位水平投影面あたりの自重であり，材料密度

ρ，重力加速度 g，板厚 t を用いて次式で表される。 
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x y

ρ
 ∂ ∂ = −   ∂ ∂ 

+


+


 (6) 

曲線形状の水平投影境界形状をもつシェルを対象とするため，グラ

フ曲面の x,y 座標をパラメータ 2( , ) [0,1]u v ∈ の関数として ( , )x u v ，

( , )y u v と表す。u, v の x, y に関する偏導関数を a, b, c, d とすると，式

(5)は，a, b, c, d と u, v を用いて次のように書ける。 

 

( )

( )

2
2 2

2

2

2
2 2

2

2

2 ( )

2

2

2

x xy y

x xy y

x xy y

x xy y

x xy

ha ac c
u

hab ad bc cd
u v

hb bd d
v

a a c c c c ha b a b c d
u v u v u v u

b b d d da b a b c d
u v u v u

σ τ σ

σ τ σ

σ τ σ

σ τ σ

σ τ

∂
+ +

∂
∂ + + + +  ∂ ∂

∂
+ + +

∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ∂     + + + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
y

d h f
v v
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 (7) 

式(7)の導出，および後述する差分法による釣合い方程式の離散化の

詳細は付録に示す。 
 

2.2 差分法による釣合い方程式の離散化 

グラフ曲面として定義した連続体シェル曲面における膜応力の鉛

直方向の釣合い式(7)を差分法で離散化する。パラメータ u, v の平面

を u, v 方向にそれぞれ N N× 分割した格子点 ( , )i j ( , 1, , 1)i j N= + を

考える。格子点の u, v 方向の間隔をそれぞれ uδ , vδ ，格子点 ( , )i j の

z 座標を hi,jとすると式(7)は中央差分を用いて次のように書ける 22)。 
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(8)

式(8)の右辺は次のように書ける。 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2
, 1 2i j

h h h hf gt a c ab cd b d
u u v v

ρ ∂ ∂ ∂ ∂   = − + + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
 (9) 

文献 22)では，式(8)を SOR 法を用いて解いてシェルの形状を導出

している。一方，式(8)は右辺 fi,j を定数とすると，格子点 ( , )i j
( , 1, , 1)i j N= + の z 座標 hi,jについての連立 1 次方程式とみなすこと

ができる。したがって，本論文では，各格子点における式(8)を導出し，

右辺 fi,j を現在の形状で固定してこれを連立 1 次方程式として解くこ

とで，シェルの形状を求める。その手順を以下にまとめる。 
 
1. 水平投影応力と境界形状を指定し，釣合い方程式(8)の右辺を

gtρ− として連立１次方程式を解き，格子点の z 座標 hi,jを得る。 

2. 前ステップで得られたシェル形状に基づき式(9)より fi,j を求め

る。 
3. 得られた fi,j を定数として式(8)の右辺に代入し，hi,j についての

連立 1 次方程式とみなして解き，シェル形状を更新する。 
4. 各格子点での hi,jの変化の総和 e を次式により求める。ここで上

添え字(l)は反復計算のステップ数を示す。 

 
1

( 1) ( )
,

1

1
,

1
l l

i j
i

i j

N N

j
e h h

+ +

= =

+= −∑∑  (10) 

5. e が指定された正の微小値 ξ 以上のとき Step2 に戻る。 

6. 解形状を出力して反復計算を終了する。 
 
3. 有限要素解析を用いたシェルの応力分布の確認と形状補正手法 

2 節に示した形状設計法で生成したシェル形状に材料特性を定め

て有限要素解析を行い，シェルの弾性変形が応力分布に及ぼす影響に

ついて確認する。ここでは，τxy = 0 の一様応力分布を指定したモデル

のみを対象とする。また，有限要素解析から得られた水平投影応力分

布に基づき形状設計過程での指定水平投影応力σx, σy を補正する。し

たがって，指定値と理想的な目標値は異なり，後者を以下では目標値

とよぶ。例えば，境界部での応力を一様な値とすることで，領域内の

応力を一様化することが可能となる。図 2(a), (b)に，水平投影応力σx, 

σy をそれぞれ目標値に近づける形状補正手法において本論文で採用

した，応力の誤差評価範囲の模式図を示す。図 2(a), (b)に示した境界

a での水平投影応力をそれぞれ目標値
*
xσ , *

yσ に近づけるように形状

設計での指定値σx, σy を補正しながら，形状設計と有限要素解析を繰

り返す。水平投影応力σx, σy の作用する方向に平行な境界付近（図 2
に B で示した範囲）では，境界と平行な方向の水平投影応力を指定

値に一致させることが困難である。したがって，直線または曲線で定

められる図 2 中の境界 a に接続する要素を誤差評価範囲とする。図

2 に b で示す範囲については，範囲 a の端点における水平投影応力の

指定値を用いて形状設計を行う。τxy = 0 のときσx, σyは式(3)よりそれ

ぞれ 0x xσ∂ ∂ = ， 0y yσ∂ ∂ = を満たす必要がある。よってσxは x 方向

に一定， σyは y 方向に一定として更新する。 
形状設計法で生成したシェルに対して，長さのスケールをα倍，単

位面積当たりの自重ρgt をβ倍したとき，弾性変形の影響を考慮しな

ければ，水平投影応力はシェルの全範囲でαβ倍となる。したがって，

水平投影応力の目標値は，形状設計法で指定した値のαβ倍とする。 

形状補正手法の計算手順を以下にまとめる。 
 

1. 水平投影応力の指定値σx, σy, τxyに基づき，鉛直方向の釣合い式

を解いてシェル形状を得る。 
2. 得られたシェル形状に基づき，有限要素解析を実行する。 

 

 
(a) σx                     (b) σy 

Fig.2  Stress evaluation parts for shape correction method  
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3. 有限要素解析結果から，あらかじめ領域内に指定した応力の誤

差評価範囲 a における水平投影応力 ( )l
xσ , ( )l

yσ を算出する。こ

こで，添え字 l は反復計算のステップ数を示す。 
4. 得られた水平投影応力 ( )l

xσ , ( )l
yσ と，目標値

*
xσ , *

yσ との誤差に

関して次式で定められる指標 ( )l
xη , ( )l

yη を算出する。 

 
( )( )

( ) ( )
* *

1 11, 1
x y

y
ll

l lx
x y

n nx x y yn n
σση η

σ σ
= − = −∑ ∑　　  (11) 

ここで，nx，ny は誤差評価範囲 a の格子点の数である。与えら

れた正の微小値η に対して ( )l
xη , ( )l

yη が下記の収束条件を満た

せば反復計算を終了する。 

 ( ) ( ) ,  l l
x yη η η η< <  (12) 

5. 収束条件を満足しないとき，ステップ l での誤差評価範囲 a に

おける誤差に応じて次式によりステップ l+1 での水平投影応力

の指定値を更新する。 

 ( 1) ( ) ( ) * ( 1) ( ) ( ) *( ) ,   ( )l l l l l l
x x x x y y y yσ σ σ σ σ σ σ σ+ += − − = − −  (13) 

6. 更新した水平投影応力の指定値 ( 1)l
xσ + , ( 1)l

yσ + に基づき，2 節で

示した形状設計法によりシェル形状を更新し，ステップ 2 にも

どる。 
 
4. 数値解析例 

形状設計法において，シェルの形状は自重と応力の比率により決定

されるため， 1gtρ = として無次元化し，長さと荷重の単位は省略す

る。グラフ曲面の x, y 座標は，パラメータ 2( , ) [0,1]u v ∈ を用いた 3 次

の Bernstein 多項式によりを表現する。パラメータ u, v 平面の格子

の分割数は N = 50 とし，収束判定のためのパラメータは 91 10ξ −= × , 
31 10η −= × とする。 

形状設計のプログラムは Python を用いて作成し，鉛直方向の釣合

い方程式を離散化した連立 1 次方程式は，数値計算ライブラリであ

る Numpy を用いて解く。有限要素解析には，骨組解析ライブラリ

OpenSees の Python モジュールである OpenSeesPy26)を使用する。

シェルのモデル化には，面内剛性に加えて面外曲げ・せん断剛性を有

する，四辺形アイソパラメトリックシェル要素 ShellMITC4 を用い

る。 
以下では 5 種類のモデルに対する結果を示す。まず，モデル 1，2

により，本研究で提案する連立 1 次方程式を解く方法と文献 22)の
SOR 法による手法を比較する。次に，せん断応力を平面座標の関数

として定義したモデル 3，境界の一部を鉛直反力が生じない自由境界

としたモデル 4 により，提案手法がより複雑なシェル形状を生成可

能であることを示す。さらに，モデル 1，2 を対象に有限要素解析を

行い，シェルの弾性変形が応力分布に及ぼす影響について確認すると

ともに，3 節で提案した応力一様化手法について検証する。 
  

4.1 モデル 1, モデル 2 

曲面の x, y 座標はパラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて，次のように定

義する。 
モデル 1 : 3 2 3 20.2 0.3 2.1 1,    0.2 0.3 2.1 1x u u u y v v v= − + − = − + −  
モデル 2 : 2 2(2 1)( 1),    ( 1)(2 1)x u v v y u u v= − − + + = − + + −  

モデル 1 は境界が x, y 軸に平行な矩形平面形状であり，モデル 2 の

境界は曲線である。また，水平投影応力の指定値は 1x yσ σ= = − ，

0xyτ = とする。境界が x, y 軸に平行な矩形平面形状は 2 1x u= − ,
2 1y v= − としてモデル化することも可能であるが，ここでは文献 22)

の解析との比較を行うため，文献 22)の曲面の x, y 座標の定義を採用

する。 
形状設計法により得られたモデル 1, 2 の釣合い形状を，図 3，4 に

それぞれ示す。平行投影図の z 座標のみ，x, y 座標の 2.0 倍にスケー

リングして示す。どちらのモデルも，本研究で提案する連立 1 次方程

式を解く方法によって，文献 22)での SOR 法による手法と同様の曲

面形状が得られた。 
hi,j の変化の総和 e が 1×10−9 以下となるまでの反復計算の回数は，

モデル 1，2 でそれぞれ 10 回，11 回であった。モデル 2 での e の履

歴を図 5 に示す。縦軸は対数であり，本論文での提案手法が既往の手

法より少ない反復回数で収束していることがわかる。設計に要した計

算時間は，Core i7-11800H CPU (2.30GHz, 16GB memory) の PC
を用いて 4.6 秒であった。文献 22)の SOR 法を採用したときの計算

時間は 44 秒であり，提案手法は計算時間を 10%程度に低減すること

ができた。 
 
4.2 モデル 3 

曲面の x, y 座標は，パラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて，矩形境界と

なるよう次式で定義する。 
モデル 3 : 2 1,    2 1x u y v= − = −   

モデル 3 では，τxyを x, y の関数として，次のように定義する。 

 ( )( ){ }1 1 1 1
2xy x yτ = + − +  (14) 

τxy の y, x に関する偏導関数は ( 1)xy y xτ∂ ∂ = + , ( 1)xy x yτ∂ ∂ = − とな

る。σx, σyは，水平方向の釣合い式(3)を満たすように，式(4)において

( ) ( ) 3 / 4x yC y C x= = − とし，それぞれ−1.5 から−0.5 の間を変化するよ

うに次のように定義する。 

 ( ) ( )2 21 1 1 11 1 ,   1 1
2 2 2 2x yx yσ σ   = − + + = − − +   
   

 (15) 

指定水平投影応力分布と釣合形状を図 6, 7 に示す。非対称な水平

投影応力を指定することで，水平投影応力の絶対値が小さい 0x <  , 

0y > の部分において勾配の大きい非対称なシェル曲面形状が得ら

れる。また 0x > , 0y < の部分においてガウス曲率が負となる曲面形

状が得られた。以上より，水平投影せん断応力分布を指定することに

より，さまざまな曲面形状が得られることが示された。 
 

4.3 モデル 4 

モデル 4 は，y 軸に平行な 2 辺を有する台形平面とし，1 辺を自由

境界（高さ h を変数）とする。曲面の x, y 座標はパラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて次のように定義する。 

モデル 4 : ( )( )2 1,    0.6 0. 17 2x u y u v= − + −=  
また，σx, σy, τxyを x, y の関数として，次のように定義する。 

 1,   1,   x y xyx yσ σ τ= − − = − =  (16) 

これらはシェルの水平方向の釣合い方程式 (3)を満たす。 
図 8 に水平投影応力分布を示す。モデル 4 では，x =−1 における自
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3. 有限要素解析結果から，あらかじめ領域内に指定した応力の誤

差評価範囲 a における水平投影応力 ( )l
xσ , ( )l

yσ を算出する。こ

こで，添え字 l は反復計算のステップ数を示す。 
4. 得られた水平投影応力 ( )l

xσ , ( )l
yσ と，目標値

*
xσ , *

yσ との誤差に

関して次式で定められる指標 ( )l
xη , ( )l

yη を算出する。 

 
( )( )

( ) ( )
* *

1 11, 1
x y

y
ll

l lx
x y

n nx x y yn n
σση η

σ σ
= − = −∑ ∑　　  (11) 

ここで，nx，ny は誤差評価範囲 a の格子点の数である。与えら

れた正の微小値η に対して ( )l
xη , ( )l

yη が下記の収束条件を満た

せば反復計算を終了する。 

 ( ) ( ) ,  l l
x yη η η η< <  (12) 

5. 収束条件を満足しないとき，ステップ l での誤差評価範囲 a に

おける誤差に応じて次式によりステップ l+1 での水平投影応力

の指定値を更新する。 

 ( 1) ( ) ( ) * ( 1) ( ) ( ) *( ) ,   ( )l l l l l l
x x x x y y y yσ σ σ σ σ σ σ σ+ += − − = − −  (13) 

6. 更新した水平投影応力の指定値 ( 1)l
xσ + , ( 1)l

yσ + に基づき，2 節で

示した形状設計法によりシェル形状を更新し，ステップ 2 にも

どる。 
 
4. 数値解析例 

形状設計法において，シェルの形状は自重と応力の比率により決定

されるため， 1gtρ = として無次元化し，長さと荷重の単位は省略す

る。グラフ曲面の x, y 座標は，パラメータ 2( , ) [0,1]u v ∈ を用いた 3 次

の Bernstein 多項式によりを表現する。パラメータ u, v 平面の格子

の分割数は N = 50 とし，収束判定のためのパラメータは 91 10ξ −= × , 
31 10η −= × とする。 

形状設計のプログラムは Python を用いて作成し，鉛直方向の釣合

い方程式を離散化した連立 1 次方程式は，数値計算ライブラリであ

る Numpy を用いて解く。有限要素解析には，骨組解析ライブラリ

OpenSees の Python モジュールである OpenSeesPy26)を使用する。

シェルのモデル化には，面内剛性に加えて面外曲げ・せん断剛性を有

する，四辺形アイソパラメトリックシェル要素 ShellMITC4 を用い

る。 
以下では 5 種類のモデルに対する結果を示す。まず，モデル 1，2

により，本研究で提案する連立 1 次方程式を解く方法と文献 22)の
SOR 法による手法を比較する。次に，せん断応力を平面座標の関数

として定義したモデル 3，境界の一部を鉛直反力が生じない自由境界

としたモデル 4 により，提案手法がより複雑なシェル形状を生成可

能であることを示す。さらに，モデル 1，2 を対象に有限要素解析を

行い，シェルの弾性変形が応力分布に及ぼす影響について確認すると

ともに，3 節で提案した応力一様化手法について検証する。 
  

4.1 モデル 1, モデル 2 

曲面の x, y 座標はパラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて，次のように定

義する。 
モデル 1 : 3 2 3 20.2 0.3 2.1 1,    0.2 0.3 2.1 1x u u u y v v v= − + − = − + −  
モデル 2 : 2 2(2 1)( 1),    ( 1)(2 1)x u v v y u u v= − − + + = − + + −  

モデル 1 は境界が x, y 軸に平行な矩形平面形状であり，モデル 2 の

境界は曲線である。また，水平投影応力の指定値は 1x yσ σ= = − ，

0xyτ = とする。境界が x, y 軸に平行な矩形平面形状は 2 1x u= − ,
2 1y v= − としてモデル化することも可能であるが，ここでは文献 22)

の解析との比較を行うため，文献 22)の曲面の x, y 座標の定義を採用

する。 
形状設計法により得られたモデル 1, 2 の釣合い形状を，図 3，4 に

それぞれ示す。平行投影図の z 座標のみ，x, y 座標の 2.0 倍にスケー

リングして示す。どちらのモデルも，本研究で提案する連立 1 次方程

式を解く方法によって，文献 22)での SOR 法による手法と同様の曲

面形状が得られた。 
hi,j の変化の総和 e が 1×10−9 以下となるまでの反復計算の回数は，

モデル 1，2 でそれぞれ 10 回，11 回であった。モデル 2 での e の履

歴を図 5 に示す。縦軸は対数であり，本論文での提案手法が既往の手

法より少ない反復回数で収束していることがわかる。設計に要した計

算時間は，Core i7-11800H CPU (2.30GHz, 16GB memory) の PC
を用いて 4.6 秒であった。文献 22)の SOR 法を採用したときの計算

時間は 44 秒であり，提案手法は計算時間を 10%程度に低減すること

ができた。 
 
4.2 モデル 3 

曲面の x, y 座標は，パラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて，矩形境界と

なるよう次式で定義する。 
モデル 3 : 2 1,    2 1x u y v= − = −   

モデル 3 では，τxyを x, y の関数として，次のように定義する。 

 ( )( ){ }1 1 1 1
2xy x yτ = + − +  (14) 

τxy の y, x に関する偏導関数は ( 1)xy y xτ∂ ∂ = + , ( 1)xy x yτ∂ ∂ = − とな

る。σx, σyは，水平方向の釣合い式(3)を満たすように，式(4)において

( ) ( ) 3 / 4x yC y C x= = − とし，それぞれ−1.5 から−0.5 の間を変化するよ

うに次のように定義する。 

 ( ) ( )2 21 1 1 11 1 ,   1 1
2 2 2 2x yx yσ σ   = − + + = − − +   
   

 (15) 

指定水平投影応力分布と釣合形状を図 6, 7 に示す。非対称な水平

投影応力を指定することで，水平投影応力の絶対値が小さい 0x <  , 

0y > の部分において勾配の大きい非対称なシェル曲面形状が得ら

れる。また 0x > , 0y < の部分においてガウス曲率が負となる曲面形

状が得られた。以上より，水平投影せん断応力分布を指定することに

より，さまざまな曲面形状が得られることが示された。 
 

4.3 モデル 4 

モデル 4 は，y 軸に平行な 2 辺を有する台形平面とし，1 辺を自由

境界（高さ h を変数）とする。曲面の x, y 座標はパラメータ
2( , ) [0,1]u v ∈ を用いて次のように定義する。 

モデル 4 : ( )( )2 1,    0.6 0. 17 2x u y u v= − + −=  
また，σx, σy, τxyを x, y の関数として，次のように定義する。 

 1,   1,   x y xyx yσ σ τ= − − = − =  (16) 

これらはシェルの水平方向の釣合い方程式 (3)を満たす。 
図 8 に水平投影応力分布を示す。モデル 4 では，x =−1 における自

由境界では形状設計の際の z 座標のみならず変形に対しても自由で

あると想定する。したがって，σxは x =−1 において 0 となるように指

定している。 
2 階の偏微分方程式である式 (5)の係数  σx, σy, τxy について，

2 0x y xyσ σ τ− > のとき偏微分方程式は楕円型となり， 2 0x y xyσ σ τ− = の

ときは放物型， 2 0x y xyσ σ τ− < のときは双曲型となる 27)。モデル 1, 2, 
3 はすべて楕円型に分類されるが，モデル 4 は，図 8(d)に示すよう

に，自由境界付近の一部の 2 0x y xyσ σ τ− < となる領域において双曲型

であり，x = −1, y = 0 の点で放物型となる。提案手法により，このよ

うな場合でも釣合い形状を求めることができることが示された。なお，

本研究では釣合い微分方程式が双曲型となる領域を含むモデルにつ

いて解が得られたケースとしてモデル 4 を示したが，一般的に双曲

型の問題を解くことができるわけではない。特に，双曲型となる領域

が大きい場合や四辺の境界が拘束されている場合には，繰り返し計算

が収束せず，解が得られなかった。 
釣合い形状を図 9 に示す。鉛直方向の釣合い方程式が一部の領域

で双曲型となるモデルにおいても反復計算は収束し，シェル形状を得

ることができた。シェル頂部は  0.4,  0x y= − = 付近にあり，  1x = −

の自由境界はアーチ形状となる。境界形状が台形であるモデル 4 は，

x が大きいほど y 方向のスパンが大きくなり，またσyを一定値で指定

していることから，自由開口部分より原点に近い部分が頂部となる。

シェル頂部付近から自由境界に向かって伝達される直応力σx の x 方

向の変化率は，τxyの y 方向の変化率と釣合うため，τyx( = τxy) が y 方

向に変化するとき，σx は x 方向に変化して自由境界で 0 となること

ができる。自由境界には y 方向の直応力σyとせん断応力τxyが生じる。

なお，同様の水平投影応力をモデル 3 で用いた矩形境界モデルに適

用した場合には，自由境界部分がシェルの頂部となることを別途確認

している。自由境界に生じるせん断応力は，縁梁を設ければ，梁の軸

力により端部の支持境界に伝達することが可能である。 
 

 

 
(a)Plan               (b) Orthographic view 

Fig.3 Equilibrium shape of Model 1 

 

(a)Plan               (b) Orthographic view 

Fig.4 Equilibrium shape of Model 2 

 

 
Fig.5 History of sum of shell height change e : Model 2 

 

 

(a) σx               (b) σy              (c) τxy 
Fig.6 Stress distribution of Model 3 

 
(a)Plan               (b) Orthographic view 

Fig.7 Equilibrium shape of Model 3 
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(d) 2

x y xyσ σ τ−  
Fig.8 Stress distribution of Model 4 

 

(a)Plan               (b) Orthographic view 

Fig.9 Equilibrium shape of Model 4 
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4.4 有限要素解析を用いたシェルの応力分布の確認（モデル 1,2） 

4.1 節のモデル 1, 2 を用いて，面外曲げ変形やポアソン比による横

ひずみ等の弾性変形を考慮した有限要素解析を行い，得られた応力分

布と形状設計法で指定した応力分布を比較する。形状設計法における

グラフ曲面の座標(x,y,h)に対して，有限要素解析ではそれぞれの座標

値を，係数 αを用いて(αx,αy,αh) (単位：m)としてスケーリングする。

ここでは α=10 とする。スケーリングの結果，シェルのスパンはモデ

ル 1 で 20.0 m，モデル 2 で 25.0 m となる。シェルのライズ H は，

モデル 1 で H =3.06 (m)，モデル 2 で H =4.42 (m)である。有限要素

解析における荷重や材料の諸元は，シェル厚さ t = 0.1 (m)，ヤング係

数 E= 20.0 (GPa)，ポアソン比 ν=0.2 とする。シェルの自重について，

コンクリートの材料密度ρ = 2.4 310× (kg/m3)，g =10(m/s2)とし， ρgt = 

2.4 (kN/m2)として検討する。指定水平投影応力 1xσ = − は，有限要素

解析での水平投影応力 24xσ = − (kN/m)に相当する。 
モデル 1 および 2 について，有限要素解析により得られた水平投

影応力の分布をそれぞれ図 10,11 に示す。シェル中央での鉛直変位

は，モデル 1 で 0.33 mm，モデル 2 で 0.31 mm となった。モデル

1，2 における u = 0 の左側境界のσx分布を図 12 に示す。有限要素解

析の結果得られる水平投影応力は，どちらのモデルも，図 2 に a で

示した境界中央では指定値より大きく，図 2 に b で示した境界端部

では指定値より小さい。形状補正手法において誤差を評価した境界 a
において指定水平投影応力との誤差は 10～15%程度であった。 
図 13 に，有限要素解析における x 方向の面内応力 sxの水平投影応

力σxに対する比率の分布を示す。シェル曲面の大部分において比率は

概ね 1.0 であり，水平投影応力を指定値に近づけることにより，シェ

ルの面内応力を近似的に指定値に近づけることができることが確認

できた。 

 
4.5 有限要素解析を用いた形状補正手法（モデル 1,2） 

4.4 節で示した有限要素解析モデルについて，3 節に示したアルゴ

リズムを用いてシェル曲面形状を補正する。図 2(a), (b)に示したσx, σy

それぞれの誤差評価範囲 a は，境界に沿った直線または曲線で定め

られる以下の範囲とする。 
Model1: 0.50 0.50x− ≤ ≤ ， 0.50 0.50y− ≤ ≤  

  Model2: 0.65 0.65x− ≤ ≤ ， 0.65 0.65y− ≤ ≤  
水平投影応力σx, σy の作用する方向にそれぞれ平行な境界付近（図

 

 
(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.10 Distribution of projected stress : Model 1 

 
(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.11 Distribution of projected stress : Model 2 

 
(a) Model 1             (b) Model 2  

Fig.12 Distribution of projected stress σx (kN/m)  

: Boundary (u=0) 

 
Fig.13  Distribution of ratio of in-plane stress sx to horizontal 

projected stress σx 

 

 

(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.14 Distribution of projected stress : Model 1 (Converged) 

 
(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.15 Distribution of projected stress : Model 2 (Converged) 

 
(a) Model 1(Modified)      (b) Model 2(Modified) 

Fig.16 Distribution of projected stress σx (kN/m) :Boundary (u=0) 
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4.4 有限要素解析を用いたシェルの応力分布の確認（モデル 1,2） 

4.1 節のモデル 1, 2 を用いて，面外曲げ変形やポアソン比による横

ひずみ等の弾性変形を考慮した有限要素解析を行い，得られた応力分

布と形状設計法で指定した応力分布を比較する。形状設計法における

グラフ曲面の座標(x,y,h)に対して，有限要素解析ではそれぞれの座標

値を，係数 αを用いて(αx,αy,αh) (単位：m)としてスケーリングする。

ここでは α=10 とする。スケーリングの結果，シェルのスパンはモデ

ル 1 で 20.0 m，モデル 2 で 25.0 m となる。シェルのライズ H は，

モデル 1 で H =3.06 (m)，モデル 2 で H =4.42 (m)である。有限要素

解析における荷重や材料の諸元は，シェル厚さ t = 0.1 (m)，ヤング係

数 E= 20.0 (GPa)，ポアソン比 ν=0.2 とする。シェルの自重について，

コンクリートの材料密度ρ = 2.4 310× (kg/m3)，g =10(m/s2)とし， ρgt = 

2.4 (kN/m2)として検討する。指定水平投影応力 1xσ = − は，有限要素

解析での水平投影応力 24xσ = − (kN/m)に相当する。 
モデル 1 および 2 について，有限要素解析により得られた水平投

影応力の分布をそれぞれ図 10,11 に示す。シェル中央での鉛直変位

は，モデル 1 で 0.33 mm，モデル 2 で 0.31 mm となった。モデル

1，2 における u = 0 の左側境界のσx分布を図 12 に示す。有限要素解

析の結果得られる水平投影応力は，どちらのモデルも，図 2 に a で

示した境界中央では指定値より大きく，図 2 に b で示した境界端部

では指定値より小さい。形状補正手法において誤差を評価した境界 a
において指定水平投影応力との誤差は 10～15%程度であった。 
図 13 に，有限要素解析における x 方向の面内応力 sxの水平投影応

力σxに対する比率の分布を示す。シェル曲面の大部分において比率は

概ね 1.0 であり，水平投影応力を指定値に近づけることにより，シェ

ルの面内応力を近似的に指定値に近づけることができることが確認

できた。 

 
4.5 有限要素解析を用いた形状補正手法（モデル 1,2） 

4.4 節で示した有限要素解析モデルについて，3 節に示したアルゴ

リズムを用いてシェル曲面形状を補正する。図 2(a), (b)に示したσx, σy

それぞれの誤差評価範囲 a は，境界に沿った直線または曲線で定め

られる以下の範囲とする。 
Model1: 0.50 0.50x− ≤ ≤ ， 0.50 0.50y− ≤ ≤  

  Model2: 0.65 0.65x− ≤ ≤ ， 0.65 0.65y− ≤ ≤  
水平投影応力σx, σy の作用する方向にそれぞれ平行な境界付近（図
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Fig.10 Distribution of projected stress : Model 1 
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Fig.11 Distribution of projected stress : Model 2 

 
(a) Model 1             (b) Model 2  

Fig.12 Distribution of projected stress σx (kN/m)  

: Boundary (u=0) 

 
Fig.13  Distribution of ratio of in-plane stress sx to horizontal 

projected stress σx 

 

 

(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.14 Distribution of projected stress : Model 1 (Converged) 

 
(a) σx (kN/m)                (b) σy (kN/m) 

Fig.15 Distribution of projected stress : Model 2 (Converged) 

 
(a) Model 1(Modified)      (b) Model 2(Modified) 

Fig.16 Distribution of projected stress σx (kN/m) :Boundary (u=0) 

2 に B で示した範囲）では，境界と平行な方向の水平投影応力を指定

値に一致させることが困難であるため，境界付近の領域 B を除いた

図 2 に A で示した内部領域での水平投影応力を目標値に近づける。

モデル 2 はモデル 1 に比べて境界部の影響が小さいため，モデル 1
より大きな指定範囲とした。4.4 節に示したスケーリングに基づき，

3 節の計算手順で示した ( )l
xσ , ( )l

yσ は，有限要素解析での水平投影応

力（単位：kN/m）を1 24 倍した値を用いる。 
指定水平投影応力を修正する繰り返し計算の最終ステップにおい

て得られた解（以下，収束解と呼ぶ）の水平投影応力分布を図 14, 15
に，u = 0 の左側境界におけるσx分布を図 16 に示す。モデル 1，2 と

も収束条件を満たす解を得られた。シェル形状を補正する領域におい

て，水平投影応力は目標値に一致していることがわかる。 

図 17 に，モデル 2 の各反復ステップでの誤差η の推移を示す。反

復計算により，誤差η が収束していることがわかる。図 18 に，モデ

ル 2 のシェル左側の境界中央にあたる y = 0 の位置（図 15(a)に赤丸

印で示す位置）における ( )l
xσ と，更新されたσxの履歴を，形状設計法

における無次元化した値として示す。反復計算により，形状設計過程

での応力指定値の絶対値σxは減少し，それにともない有限要素解析に

おける境界の応力の絶対値も減少し，有限要素解析で得られる水平投

影応力は目標値である−1 に収束している。 
有限要素解析ではシェルを面外曲げ剛性を有する要素でモデル化

しており，曲げ応力が生じている。モデル 2 の収束解について，図 19
に y 軸回りの曲げモーメント My (kNm/m)の分布を示す。曲げモーメ

ントと直応力から得られるシェル要素の縁応力σbx は次式により得ら

れる。 

 2

6 yx
bx

Ms
t t

σ = ±  (17) 

図 20 に，モデル 2 の収束解のシェル断面の上端と下端の縁応力σbx

分布を示す。シェルのほとんどの領域において縁応力は負の値となり

引張応力が生じていない。シェル上面の 4 隅の境界付近において，縁

応力が 0 以上となる部分があり，引張応力が生じている。またシェル

下端はすべて圧縮状態である。 
 
5. 結論 

本研究では，指定水平投影応力分布を有する自由曲面シェルの形状

設計手法を提案した。本論で得られた知見は以下のとおりである。 
1. グラフ曲面として定義した連続体シェルについて，膜応力の鉛直

方向の釣合い式を離散化し，連立 1 次方程式を繰り返し解く方法

により，膜応力のみで自重と釣合う形状を設計する方法を提案し

た。提案手法は既往文献の手法と同様のシェルの釣合い形状を，

より小さい計算コストで生成できる。 
2. せん断応力を平面座標の関数として定義し，水平方向の釣合い方

程式を満たすよう水平投影応力を指定することで，提案手法が非

対称なシェル形状に適用可能であることを示した。シェルの一部

の領域で鉛直方向の釣合い方程式が双曲型となるモデル 4 にお

いても提案手法を用いて釣合い形状を得ることができた。また，

シェルの 1 辺を鉛直反力が生じない自由境界として水平投影応
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式が双曲型となる領域を含むモデルについて一般的に収束解を

得ることができるわけではない。双曲型となる領域をもつシェル

の形状生成において，解が得られるときの条件を明確に定義する

に至っておらず，これについては今後の課題としたい。 
3. 提案手法で設計したシェルに材料特性を定めて有限要素解析を

行い，弾性変形を考慮した場合の水平投影応力分布を境界付近の

領域を除いて一様化する手法を提案した。提案手法により，境界

付近の領域を除いて水平投影応力分布を一様化することができ

た。 

水平投影応力を指定することにより，境界での反力を指定できる。

また，ライズが十分に小さいシェルでは，水平投影応力と曲面の膜応

力の差は小さい。したがって，弾性変形を考慮した水平投影応力を一

様化することで，シェルを等厚断面により構成することが可能となる。

構造種別として鉄筋コンクリートによるシェルを想定すると，シェル

 

 
Fig.17 History of value for convergence ( )l

xη : Model 2 

 

Fig.18 History of projected stress ( ) ( ), l l
x xσ σ  Boundary (u=0, v=0.5) 

 : Model 2 

 

Fig.19 Distribution of bending moment My (kNm/m) : Model2 

 
(a) Top edge             (b) Bottom edge 

Fig.20 Distribution of edge stress σbx (MPa) : Model2 
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の設計においてひび割れを生じさせる引張応力の発生は望ましくな

いが，引張応力が生じる範囲は限定的であり，隅部にプレストレスを

導入するなどの対応を行うことで，ひび割れを防止することが可能と

考えられる。 
また，4 節で示したとおり，境界に平行な方向の直応力は，横ひず

み等の弾性変形の影響により，境界付近では指定値に一致しない。今

後の課題として，本研究で得られた知見に基づき，モデル 3, 4 で示

したように水平投影応力を平面座標の関数として定義し，有限要素解

析で得られる応力分布をより詳細に制御する手法への展開が考えら

れる。 
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付録 パラメータ u,v を用いたシェルの鉛直方向の釣合い方程式と差分法によ

る釣合い方程式の離散化 
グラフ曲面の x,y 座標をパラメータ 2( , ) [0,1]u v ∈ の関数として ( , )x u v ，

( , )y u v と表す。u, v の x,y に関する偏導関数を a, b, c, d とすると，これらは次

のように表される。 

 ,  , , u v u va b c d
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

  (a.1) 

これらは，以下に示すヤコビ行列 J の逆行列 J−1の成分である。 

 ,     

x x
dx du u v
dy dv y y

u v

∂ ∂ 
     ∂ ∂ = =    ∂ ∂      
∂ ∂ 

J J  (a.2) 

 1

u u
a c x y
b d v v

x y

−

∂ ∂ 
 ∂ ∂   = =   ∂ ∂   ∂ ∂ 

J  (a.3) 

合成関数の連鎖則により，x, y に関する偏微分方程式は，u, v および a, b, c, d
を用いて以下のように表すことができる。 

 ,    h h h h h ha b c d
x u v y u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (a.4) 

 

2 2 2 2 2

2 2 2
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2 22

h a h b h h h h ha a b b a b
x x u x v u u v u v v

a a h b b h h h ha b a b a ab b
u v u u v v u u v v

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + + + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 (a.5) 
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2 22

h c h d h h h h hc c d d c d
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u v u u v v u u v v
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 (a.7) 

a, b, c, d の u, v に関する偏導関数はそれぞれ次のように書ける。 

 

2 2
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a c x y
a c a cu u u u

b d b d b dx y
u u u v u v
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 (a.9) 

よって，式(5)は，a, b, c, d と u, v を用いて次のように書ける。 
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σ∂ ∂   =  ∂ ∂  

 (a.10) 

次に，パラメータ u, v の平面を u, v 方向にそれぞれ N N× 分割した格子点

( , )i j ( , 1, , 1)i j N= … + を考える。格子点の u, v 方向の間隔をそれぞれ uδ , vδ

とすると， 1 /u v Nδ δ= = である。格子点 ( , )i j 　の z 座標を hi,jとする。変数 h の

u, v に関する偏導関数は，中心差分を用いると，次のように計算できる。 

 1, 1, , 1 , 1: , :
2 2

i j i j i j i jh h h hh h
u u v vδ δ
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∂ ∂
　　  (a.11) 
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∂ ∂
 (a.13) 

式(3)を満たす水平投影応力σx, σy, τxyをパラメータとして，式(a.10)は，差分

を用いて次のように表される。 
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  (a.14) 

式(a.14)の右辺は次のように書ける。 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2
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 (a.15) 

また，シェルの境界における h の u, v に関する偏導関数は次のように書ける。 

 1, , 2, ,: 2 for 1
2

i j i j i j i jh h h hh i
u u uδ δ
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∂
 (a.16) 
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