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１.　はじめに
　非線形超音波法による非破壊評価では，検査対象となる構
造部材や欠陥が有する非線形超音波特性により発生する特徴
的な周波数成分（高調波，和・差周波数成分，分調波など）
に着目する。非線形超音波特性を発現するメカニズムは，非
線形応力−ひずみ関係や転位運動など材料固有の非線形性（材
料非線形性）と，閉口欠陥や界面の開閉口に起因する非線形
性（界面非線形性）に大別できる。
　平板やシェルなどの薄肉構造に対してガイド波を用いて材
料非線形性を測定し劣化・損傷の非破壊評価を行おうとする
とき，ガイド波が有する分散性，多モード性が非線形超音波
特性に大きな影響を及ぼし得ることに注意する必要がある。
例えば高調波発生に着目すると，材料非線形性を有する媒質
中をある周波数の縦波が伝搬する場合，発生する高調波はも
との波（基本波）と等しい速度を持つため，高調波振幅は伝
搬距離とともに累積的に増大する。一方，分散性を有するガ
イド波の場合，材料非線形性により発生する高調波は基本波
と異なる速度を持つため，高調波振幅は累積的に増大しない。
しかしながら，特別な伝搬モード，周波数を選択すると，基
本波と高調波の位相速度が一致し，高調波振幅が伝搬距離に
比例して増大することがある。ガイド波を用いた高調波計測
ではこのような特徴をあらかじめ十分に理解しておく必要が
ある。
　筆者らによる解説１）では，ガイド波の代表例であるラム波

（平板を伝わるガイド波）に対して，分散性が高調波発生挙動
に与える影響を説明するとともに，基本波と高調波の位相速
度が一致する条件（位相整合条件）の理論的導出に関する研
究成果を紹介した。位相整合条件を満たすように基本波のラ
ム波モードと周波数を選択することにより，伝搬距離ととも
に高調波振幅が累積的に増大する測定条件で材料非線形性の
評価を行うことができる。しかしながら実際の測定では検査
対象となる構造材料に対して位相整合条件を厳密に満たす周
波数を設定することは難しい場合が多い。位相整合条件を満
たす周波数あるいはそこから外れた周波数においてラム波の
高調波振幅が伝搬距離とともにどのように変化するかを知る
には，材料非線形性を考慮したラム波伝搬の支配方程式を解
析する必要がある。
　材料非線形性を有する弾性平板を伝搬するラム波の高調波
発生挙動に関してはこれまでに多くの理論解析が行われてお
り２）−６），その多くは発生する高調波をラム波固有モードの重
ね合わせで表現し，ラム波モードの直交性や相反関係式７）に

基づいて各モードの振幅を求める方法を用いている。本稿で
はこの解析法を概説するとともに，これに基づいてラム波高
調波発生挙動を解析した結果について紹介する。

２.　ラム波高調波発生の理論
　弾性平板を構成する物質粒子の基準配置（静止した無応力
状態）における位置を表す直角座標を X1，X2，X3 とする。平
板は−h ＜ X3 ＜ h の領域を占め（平板の厚さは 2h），中央面
を X1 −X2 面とする（図 1）。物体力が作用しないとき，非線
形弾性体（超弾性体）と仮定した平板の運動方程式および応
力−ひずみ関係式は次式で与えられる８）。

　　　　　　　　　　 ……………………………………（１）

　　　　　　　　　　　　 ………………………………（２）

ここで，ρ 0 は基準配置における密度，U は変位，H は変位勾配，
E はグリーン・ラグランジュひずみ，P は第一ピオラ・キル
ヒホフ応力，Div は発散演算子，W はひずみエネルギー関数，
I は恒等テンソルをそれぞれ表している。
　ここで，平板をある伝搬モード（角周波数ω 0，波数κ 0）の
ラム波（基本波）が X1 方向に伝搬し，材料非線形性により高
調波（角周波数 2ω 0）が発生する状況を考える。非線形性の
効果は十分に弱く，基本波についてはラム波の線形理論９）で記
述できると仮定し，摂動法により高調波の発生を解析する２）−６）。
このため，平板の変位 U を以下のように基本波に対応する部
分 UL と非線形性による摂動部分 UNL に分解する。

図 1　弾性平板を伝搬するラム波
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　　　　　　　　　　 ……………………………………（３）

ここで，非線形性により生じる変位 UNL は基本波の変位 UL

に比べて十分に小さいと仮定する。
　基本波の変位 UL は式（１）で非線形性を無視した運動方
程式

　　　　　　　　　　　　　　 …………………………（４）

および上下表面（X3 ＝ h，−h）を自由表面とする境界条件

　　　　　　　　　　 ……………………………………（５）

に従う。ここで，PL（HL）は基本波の変位 UL の勾配 HL に対
応する応力 P（HL）の HL に線形な部分を表しており，N は上
下表面における外向き単位法線ベクトルである。基本波の各
物理量が X2 に依存しない場合，以降の解析は X1 −X3 面にお
ける二次元問題として扱うことができる。基本波（角周波数
ω 0，波数κ 0 のラム波モード）の変位は複素数表示を用いて次
式で表すことができる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……（６）

ここで，u−（κ0，ω0）（X3）はラム波の線形理論９）で与えられる板
厚方向変位分布であり，A0 は基本波の振幅を表す定数である。
なお，以下では複素数表示において実数部を取る表記（Re[・]）
を省略する。
　摂動解析（逐次近似）の考えに従うと，非線形効果により
生じる変位 UNL は，運動方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …………（７）

および上下表面（X3 ＝ h，−h）での境界条件

　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………………（８）

に従う。ここで，PNL（HL）は応力 P（HL）の非線形部分，す
なわち PNL（HL）＝ P（HL）− PL（HL）であり，また GNL（HL）
はその発散を表す。式（７），（８）左辺の PL（HNL）は変位
UNL の勾配 HNL に対応する応力 P（HNL）の HNL に線形な部分
を表す。
　式（７），（８）でわかるように，基本波にともなう応力の
非線形部分 PNL（HL）が変位 UNL を生じる駆動力となっている。
応力−ひずみ関係が変位勾配の二次の項を含む場合，この駆
動力は二次高調波成分（角周波数ω ＝ 2ω 0）および直流成分

（ω ＝ 0）からなるが，以下では二次高調波成分について考察
する。このため，変位 UNL の二次高調波成分 U2ω0 の複素数表
示を U−2ω0exp（−2iω 0t），同様に応力 PL（HNL）の二次高調波成
分の複素数表示を P−2ω0exp（−2iω 0t）とすると，二次高調波成
分を支配する方程式を以下の形に書くことができる。

　　 …………………………………………………………（９）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（10）

ここで上式の右辺は式（７），（８）右辺の駆動力の二次高調
波成分を表している。

３.　固有モード展開による二次高調波振幅の導出
　式（９）と（10）で示されているように，ラム波伝搬にと
もなう二次高調波を求める問題は，X1 方向に沿って分布した
振動外力による平板の応答を求める問題に帰着される。この問
題については Auld ７）により相反関係式を利用した解法が示さ
れており，ラム波高調波発生の解析にも多く用いられてきた。
　本解析で用いる相反関係式は線形弾性体に対して以下のよ
うに表される。すなわち，複素数表示により物体力 F−（1）によ
る速度場 V−（1），応力場 P−（1）と，物体力 F−（2）による速度場 V−（2），
応力場 P−（2）を考え，これらがすべて exp（−iω t）の時間依存
性を持つとすると以下の関係が成り立つ（変数の右上に付け
たアスタリスクは複素共役を表す）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（11）

この関係式を用いると，外力のない場合のラム波伝搬モード
に関する直交性の性質を導くことができる。すなわち，二つ
の波動場を角周波数ω に対応する波数κm，κn のラム波モード
として

　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………………（12）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………………（13）

とおき（ただしα ＝ 1 のとき p ＝ m，α ＝ 2 のとき p ＝ n），
式（11）を X3 方向に積分して平板の上下表面が自由表面であ
ることを用いると

　　　　　　　　　　　 …………………………………（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（15）

を得る。式（14）は，同じ角周波数に対応する二つのラム波モー
ドについて，κm !κn

＊であれば Pmn ＝ 0 が成り立つこと（ラム
波モードの直交性）を示している。
　相反関係式を用いたラム波高調波振幅の導出では，式（９），

（10）の解が角周波数 2ω 0 に対応するすべてのラム波モードの
板厚方向分布 u−（κn，2ω0）（X3）を用いて以下の重ね合わせで表さ
れると仮定する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 …………………（16）

ここで，相反関係式（11）に含まれる波動場 V−（1），P−（1）として
式（16）と同様にラム波モードの重ね合わせで表現した速度，
応力を用い，波動場 V−（2），P−（2）として角周波数 2ω 0 のあるラム
波モード（波数κm とする）の速度，応力を用いると，式（14）
を導くのと同様の計算により，次式を得ることができる。

　　 …………………………………………………………（17）

上式の右辺に含まれる fm
surf，fm

vol は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………（19）
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で与えられ，それぞれ非線形性により二次高調波を励起する
駆動力として与えられる表面力，物体力に対応する。
　波数κm が実数の場合（波数κm のラム波モードが伝搬モー
ドの場合），式（14）に示したラム波モードの直交性を用い
ると，式（17）左辺でκn ＝κm

＊＝κm となる項以外は 0 となり，
n ＝ m の場合のみが残る。すなわち

　　 …………………………………………………………（20）

を得る。この常微分方程式を解くことにより式（16）で重ね
合わせた各ラム波モードの振幅が得られる。特に，X1 ＝ 0 に
おいて Am（X1）＝ 0 の条件を付して式（20）の解を求めると

　　 …………………………………………………………（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ………（22）

となる。したがって，非線形効果により生じる角周波数 2ω 0

の各ラム波モードのうち，波数κm が基本波の波数 2κ 0 に対し
てκm ＝ 2κ 0 の関係（位相整合条件）を満たすモードについて
は式（21）右辺の第一項にある Aum（X1）が X1 に対して比例的
に増大し，高調波振幅が伝搬距離とともに増大する。
　ラム波は分散性を有するため，基本波のラム波モードと高
調波のラム波モードは一般に位相速度が異なり，位相整合条
件は満たされない。微弱な高調波を測定する必要がある非線
形超音波計測では，位相整合条件を満たすような基本波のラ
ム波モードと周波数を選択することが重要となる。筆者らは
等方弾性平板に対するラム波の分散関係式（レイリー・ラム
周波数方程式）の解析に基づいて，位相整合条件を満たす基
本波と高調波のラム波モードと周波数の組み合わせが四つの
場合（ラメモード，縦波型対称モード，対称モードと反対称
モードの交点，派生型レイリーモード）に整理できることを
示した１），10）。これによれば，ラム波を用いた高調波計測に適
した基本波のモード・周波数をあらかじめ知ることができる。
さらに，式（21），（22）によれば位相整合条件を満たす周波
数の近傍で高調波の振幅が伝搬距離とともにどのように変化
するかを詳しく調べることができる。次章ではこれについて
具体例を挙げて解析結果を紹介する。
　なお，ここに示した解析法では，外力により加振される平
板の速度場と応力場をともに式（16）の形の重ね合わせで表
現するが，このとき応力−ひずみ関係は厳密には満たされて
いない。この点については最近，Zhang と Qu 11），12）により詳
しい検討と修正された解析法の提案が行われている。

４.　ラム波高調波発生の周波数依存性
　前章までの議論は実際には X1，X2 方向に均質な一般の異方
性弾性平板を伝わるガイド波に対して成立するが，以下では
均質・等方弾性平板を伝わるラム波について考える。等方弾
性体に対するひずみエネルギー関数の具体形として，グリー
ン・ラグランジュひずみ E の三次の項までを含む形を考え，

式（２）で与えられる応力で変位勾配の二次の項までを採用
すると

　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………………（23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 …………………（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（25）

となる。ここでλ とμ は二次弾性定数（ラメの定数），A，B，
C は三次弾性定数８），δ ij はクロネッカーのデルタ記号を表す。
式（25）からわかる通り，応力の非線形部分 Pij

NL（H）には材
料非線形性に起因する項（A，B，C を含む項）に加え，変位−
ひずみ関係に含まれる非線形性（幾何非線形性）に起因する
項（λ，μ を含む項）も含まれている。
　この応力−ひずみ関係を仮定し，厚さ 2mm のアルミニウ
ム平板に対して，基本波としてラム波の S1 モードを仮定した
場合の高調波発生挙動を前章の解析法によって調べた結果を
以下に示す（S1 および以下で用いる S2，S0，A0 の記号はラ
ム波モードの習慣的表記に従っている）。解析に用いた材料定
数 13）は表 1 に示すとおりである。また，図 2 に示すように，
周波数 1.8MHz の S1 モードと周波数 3.6MHz の S2 モードの
組み合わせは位相整合条件を満たす（筆者らの解析 10）で「縦
波型対称モード」として分類した場合に相当する）。そこで，
二次高調波として特に S2 モードに着目し，このモードの振幅
が基本波周波数 1.8MHz の付近で伝搬距離とともにどのよう
に変化するかを解析する。
　二次高調波振幅の尺度として，二次高調波のラム波モード
の平板表面での X1 方向変位振幅の，基本波のラム波モード（波
数κ 0）の X1 方向変位振幅の二乗に対する比（以下では高調波

表 1　解析に用いた材料定数

ρ 0

（kg/m3）
λ

（GPa）
μ

（GPa）
A

（GPa）
B

（GPa）
C

（GPa）

2700 56.0 26.5 −408 −197 −114

図 2　ラム波の分散曲線（厚さ 2mm のアルミニウム平板の場合）と

位相整合条件を満たす基本波・高調波の例
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振幅比と呼ぶ）を次式で定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……………（26）

ここで e1 は X1 方向の単位ベクトルである。このとき，Rm（X1）
は以下の因子の積として表すことができる。

　　　　　　　　　　　　　　 …………………………（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …………（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（29）

式（28）の Sm は伝搬距離 X1 に依存しない因子で，基本波か
ら二次高調波へのエネルギー伝達の大きさを表す。一方，式

（29）の Tm（X1）は二次高調波振幅の伝搬距離による増大を抑
制する効果を表す。これはラム波の持つ分散性（波数と周波
数が比例関係にないこと）に起因している。ただし例外的に
κm ＝ 2κ 0 の場合（位相整合条件を満たす場合）は Tm（X1）＝
1 であり，二次高調波振幅は伝搬距離 X1 に対して比例的に増
大する。
　式（27）は，κm ! 2κ 0 のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ………………（30）

　　　　　　　　　　　 …………………………………（31）

とも書ける。したがって，位相整合条件が満たされない場合，
二次高調波振幅は伝搬距離とともに増大，減少を繰り返すが，
そのときの上限値は式（31）の Rm

max で与えられる。
　ラム波高調波発生挙動の解析結果に見られる分散性に特有
の性質を明らかにするため，非分散性の波として縦波の二次
高調波発生挙動について考えておく。式（23）〜（25）の非線
形弾性体中を縦波が X1 方向に伝搬する場合，摂動解析により
以下の解が得られる８）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ……（33）

この場合の高調波振幅比を同様の因子に分解すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …（34）

となる。すなわち，非分散性の縦波では周波数によらず T（X1）
＝ 1 であり，また基本波から二次高調波へのエネルギー伝達

を表す S は周波数の二乗に比例する。したがって，ラム波で
は Tm（X1）の因子により位相整合条件を満たさない周波数に
対して高調波振幅の増大が抑制されることが分散性特有の性
質と言える。
　S1 モードのラム波を基本波とし，基本波周波数を 1.6MHz
から 2MHz の範囲で変化させたときの，S2 モードの二次高調
波の Rm，Sm，Tm の計算結果を図 3 に示す。なお，Rm と Tm に
ついては既報６）よりも広い伝搬距離の範囲（X1 ＝ 100mm，
300mm，1000mm）に対して計算結果を示している。また，
図 3（a）の Rm

max は式（30）からわかるように各基本波周波数
に対する高調波振幅比 Rm の最大値を与えるため，異なる伝搬
距離の結果に対して Rm

max が包絡線となっている。
　図 3（a）からわかる通り，高調波振幅比 Rm がピークを取る
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図 3　ラム波高調波振幅比の基本波周波数依存性
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基本波周波数は伝搬距離によって異なり，また位相整合条件
を満たす周波数（1.8MHz）とも一致しない。このことは Sm，
Tm の因子を検討することにより理解できる。図 3（b）に示
す Sm は周波数に対して単調に増加する傾向を示しており，定
性的には上に述べた縦波の場合にも対応する。図 3（c）に示
す Tm は位相整合条件を示す 1.8MHz 付近でほぼ 1 となってい
るが，そこから周波数が離れるにつれて減少しており，バン
ドパスフィルタ的な役割を果たしていることがわかる。この
フィルタ効果には一定の周波数幅があるため，有限な伝搬距
離においては Sm の持つ単調増加な周波数依存性が効く結果，
1.8MHz よりもやや高い周波数で高調波振幅比がピークを取っ
ている。
　このように，有限な伝搬距離においては位相整合条件を満
たす周波数付近のある範囲において二次高調波振幅は伝搬距
離とともに増大する。この特徴はラム波高調波計測を行う上
で基本波周波数の設定に一定の許容範囲があることを意味し
ており，実用上も有用な知見である。なお，筆者らの解析６）

では鋼についても解析を行っており，ここに示したアルミニ
ウムと同様な傾向が示されている。また，筆者らは材料非線
形性を考慮した弾性波伝搬解析のための時間領域有限差分法
を定式化してラム波高調波発生挙動の数値解析を行い 14），こ
れによる数値計算結果がここに示した理論解析の結果とよく
対応することを確かめている。ただし，位相整合条件が満た
される場合であっても，実際には基本波から高調波にエネル
ギーが移ることにより基本波が次第に減衰するため，高調波
の振幅増大には限界がある。この点については最近，Kanda
と Sugiura 15）により多重尺度法を用いた解析が行われており，
材料の減衰特性の影響も調べられている。

５.　おわりに
　本稿では材料非線形性を有する弾性平板を伝わるラム波に
対して固有モード展開と相反関係式による高調波発生挙動の
解析法を解析例とともに紹介した。特に，直接的な数値計算
を行うだけでは得られない知見として，ラム波の高調波発生
挙動の周波数依存性を支配する因子について説明した。本稿
では材料非線形性によるラム波の高調波発生挙動について考
察したが，他のガイド波モードも含めた非線形伝搬特性やそ
の非破壊検査への応用についての総説 16），17）も発表されてい
るので併せて参考にされたい。以下に，ラム波（ガイド波）
の非線形特性に関して興味深いと思われるテーマを幾つか挙
げて本稿の結びとする。
　解説１）で示したように，位相整合条件を厳密に満たす基本
波，高調波の周波数は特別な値に限定され，また高次モード
のカットオフ周波数を超える場合が多い。これに対して，低
周波数で分散性が弱い S0 モードラム波を用いて高調波計測を
行うことも検討されている 18），19）。この場合，位相整合条件は
近似的に満たされ，一定の伝搬距離までは高調波振幅が累積
的に増大する。また，低周波数では伝搬モードが S0 モードと
A0 モードに限定されることは測定面でも有利である。
　位相整合条件が満たされる場合，基本波と高調波が同じ速
度で伝搬するが，このことは入射波に含まれる測定系由来の
高調波と材料非線形性により発生した高調波を分離するのが
困難になることを意味している。この困難を解消できる測定
原理として，異なる方向から異なる周波数のラム波（ガイド波）

を伝搬させ，評価対象部で交差させた場合の和・差周波数成
分の発生 20），21）（周波数ミキシング）に着目する研究も行われ
ている。
　さらに，空間的に局在化した閉口欠陥では界面非線形性に
より高調波がより顕著に発生し得るが，この場合の高調波振
幅は位相整合条件には必ずしも影響されない。一方，欠陥近
傍での薄肉構造部材の共振によって高調波発生が増幅される
ことがあり 22），23），高感度な欠陥検出・評価への応用も期待さ
れる。
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