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本稿は非可換確率論における自己分解可能分布の研究について、前島信氏との共同研究 [9]および

野場啓，植田優基，長谷部高広らとの共同研究 [8]で得た結果を手短に解説することを目的とする．

1 非可換確率論における自己分解可能分布の定義とこれまでの結果

本稿では確率論，非可換確率論双方で 1次元分布のみを扱う．（非可換）確率変数Xに対して £(X)

でXの（解析的）確率分布とする．通常の独立性（単に独立、あるいはテンソル独立という）と比較し

ながら，自由独立，ブール独立，単調独立の 3つの独立性を考える．

通常の確率論における自己分解可能分布についてはSato[15]が，非可換確率論の基本的なことに

ついてはNicaand Spiecher [13], Mingo and Speicher [10], Muraki [12]や長谷部 [3]などが参考

になる．

自由独立，ブール独立，単調独立それぞれの独立性のもとで与えられた 2つの分布からそれぞれに

従う独立な確率変数の和の分布を生成する演算である畳み込みが定義できる．畳み込み，自由畳み込

み，ブール畳み込み，単調畳み込みをそれぞれ＊，田，訊C>で記す．

分布の計算，特に独立な確率変数の和の分布を考える際，確率論ではフーリエ変換を用いて考える．

すなわち位(t)＝ Jeitzμ(dx）とすると，log(fl*v(t))= log(μ(t)) +log(v(t)）をみたすこととフー
リエ逆変換から具体的な分布を計算する．これの非可換類似が確立されているまずその道具立てを

導入する． Gr:=JJR且研(dx)を確率分布μのコーシー変換，Fr(z)= 1/Gr(z)を逆数コーシー変
換という．これらはc＋で定義され，良い性質を持つ．スティルチェス逆変換公式と呼ばれる解析的変
換から分布への逆変換公式も存在する．確率分布μの逆数コーシー変換F,;1(z)が上半平面の無限遠

近傍で定義でき，それから確率分布μの自由キュムラント変換ら(z)= zF,;1(1/z) -1が定義でき

る．また，Kr(z)= zール(z),1Jr1(z) = l -z和(1/z)を確率分布μのエネルギー関数，エータ変換と
それぞれ呼ぶこれらに対して，

Crrnv(z) = Cr(z) +Cv(z), Kr1tt1v(z) = Kr(z) +Kv(z), Fr[>v(z) = Fr(Fnu(z)) 

が成り立つ．ここで zの定義域は逆数コーシー変換やエネルギー関数はc＋で良いが，自由キュムラ
ント変換に対してのみ逆数コーシー変換F,;1(z)が定義されるような適当な下半平面の領域を取る必

要があることを注意する．
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確率変数Xが自己分解可能分布に従うとは任意の cE(O,l)に対して Xと独立なある確率変数Ye

が存在して

X ~ cX + Ye, (,C(X) =,C(cX) * £(Ye)) 

と書けることをいう．独立性を非可換確率論の枠組みで「自由独立J, 「ブール独立」，「単調独立」

に置き換えても自己分解可能分布は定義できる．それらをそれぞれ自由自己分解可能分布，ブール

自己分解可能分布，単調自己分解可能分布と呼ぶ．自己分解可能分布，自由自己分解可能分布，ブー

ル自己分解可能分布，単調自己分解可能分布をそれぞれの独立性のもとでの畳み込み記号を用いて，

L(*), L（田），L（叫，L（I>）で記す．

確率論において自己分解可能分布は (1)極限定理による特徴付け，（2)レヴィ測度による特徴付け，

(3)自己相似過程による特徴付け，（4）確率積分による特徴付けなどが知られている．

自由自己分解可能分布については [6,14, 1]で確率論における自己分解可能分布の特徴付け

(1),(2),(4)に対するものは示された (3)についてはFan[S]が部分的な解決をしていたが，不十分なも

のであった

[7]で次の解析的な特徴づけを与えた．（5)μEL（田）であることとμの自由キュムラント変換Cμ

はzE c- で lm(C~(z) ） ~o をみたす解析関数 cµ:c―→ C へ解析接続可能であることが同値であ

る．この定理はBercoviciとVoiculescuが与えた自由無限分解可能分布に対する解析的な特徴付け

をより狭いクラスである自由自己分解可能分布に対応するもに改良したものである．すでに知られて

いる結果だがこれにより自由自己分解可能分布が自山無限分解可能分布のサブクラスであることも従

う．重要な帰結として、これにより正規分布が自由自己分解可能であることが示せた．

最近，単調自己分解可能分布については [4]において極限定理や自由自己分解可能分布のクラスと

の関係性の観点から深く調べられ，確率論，自由確率論の自己分解可能分布とは大きく様相が異なるこ

とが判明した特に (1)極限定理における対応が成立しない．

2 ブール自己分解可能分布について

まずブール畳み込みを考えると全ての確率分布がブール無限分解可能となる．そしてn変換を通し
てレヴィヒンチン型表現を持つ：すなわち，確率分布μに対して aμ>0,'Yμ ERレヴィ測度Vμ によ

る(aμ,V印％）の三つ組が一意に定まり，

と書ける．

応）＝ aμ丑＋叩＋！ （1 ー 1-zxl[-l,l] (t)) Vμ (dt), z E C― 
lR¥{O} ¥ 1 -zt 

ブール自己分解可能分布については (1),(2),(4)が成り立つはずである．厳密にいうと（1)について

は[2]では独立同分布のケースしか扱っておらず，同分布でない一般の自己分解可能分布に対する極

限定理の場合を確認する必要がある．しかしこれは [14]と同じやり方でできるであろう．（2),(3)につ

いてはBercovici-Pata全単射を用いて [1,9]の通りすべて同じ類似の結果が成り立つはずである．

ブール自己分解可能分布の（2)についてもう少し考えてみる．確率分布μがブール自己分解可能分

布であればそのレヴィ測度がvμ(dx)= ~↑;fdx と書けることとなることが既存の結果から簡単にわ
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かる．ここでkμ(x)は0でモードを持つ非負値関数．このレヴィ測度vμ(dx)の絶対連続部分v閉に
dvμc 

因を乗じたもの，すなわち，kμ(x)= Ix|―ーに対応する部分を計算する方法を見つけた [8]:dx 

1 
kμ(X) ＝ lim |m［ル（X+ ie)], a.e. XE JR¥ {O}. 
go叫xi

これにより多くの例が計算できるようになった特に面白いと思われるのは次である：

定理1.(1)平均が0であるような正規分布は全てブール自己分解可能分布である．

(2) I平均／標準偏差 Iが一定値を超えると正規分布がブール自己分解可能分布でなくなる．

これは自己相似性に関連する類似性を否定する結果となっている．証明のキーポイントはμが正規

分布の場合

G仙(z)= 1-zGμ(z), z E c+. 

という形でそのコーシー変換が満たす微分方程式が得られ，そのコーシー変換を微分方程式の解とし

て表現することができる．それから上の公式を適用することになる．

3 自由自己分解可能分布と自己相似性について

[9]で以下のことを示した．自由自己分解可能分布については確率論同様，H-自己相似性自由加法過

程の周辺分布は自由自己分解可能分布に従うことは示されていた．今回，この命題の逆を示した：

定理2.自由自己分解可能分布に対してそれを時刻 1の分布として持つ Hー自己相似性自由加法過程

が一意に存在する

あるモーメント条件を持つレヴィ過程 {Zt}珍0による非ランダムな関数の確率槙分で作られる確

率変数x= I。OOC―tdZtは自由自己分解可能分布に従うことが知られている．この {Zt}疹oをバック
グラウンド自由レヴィ過程と呼ぶ今回得られた μEL（田）を時刻1の分布としてもつ Hー自己相似自

由加法過程 {Xt}疹oによる確率積分zt= I:tがdXuで作られる確率過程Ztから Xl=J。~e―tdZt
をみたすバックグラウンド自由レヴィ過程を求めることができることを示したこれらは確率論とパ

ラレルな結果である．この表現から Cc(x1)(z)= zC~凶）（z) が X1 の分布の自由キュムラントになる

ことがわかった．これにより [7]の自由自己分解可能分布のキュムラントになるために条件が，£（Xり
が自由無限分解可能になるための条件となっていることが判明した．詳細と例は [9]を参考．
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