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Stability of the phase transition and critical behavior of the 
Ising model against quantum perturbation 

上島芳倫 (YoshinoriKAMIJIMA) * 坂井哲 (AkiraSAKAI) t 

1 導入

1920年に Lenz[10]は今日 Ising模型と呼ばれる強磁性体のモデルを提出した．これは 1925

年に Ising[8]が，アップおよびダウンの二方向のみを取る磁気モーメント鎖のモデルとして

取り扱って以来，強磁性・常磁性相転移を記述するモデルとして長きに亘って研究されて来

た．具体的には， d次元グラフ (A,e)上のスピン配置aE{-1,+lいを考えたとき，物理系
のエネルギーに依存するような或る確率測度に従ってその配置すがランダムに実現される，

というモデルである．二個から成るスピンの組{crx, cry}に対して，エネルギーは方向が揃

うときに下がるようにーJ ワぴ (Jx,y x y x,y >0)と与えられる．これを本稿では古典Ising模型と

称する． Isingモデルに対して，例えば，帯磁率（磁気感受率） x(/3)は臨界逆温度均の近傍

でx(/3)：：：：：凡-/31→と振る舞う 1)ことが予想されている．ここに現れた指数ァを臨界指数と

呼ぶ特に，相互作用係数 Jx,yが鏡映正値性 [4]を満たす場合，次元 d>4かつ高温相に於

いて平均場の値,= 1に退化することが厳密に証明されている．鏡映正値性が成り立っため

には相互作用係数に強い対称性を課す必要がある為，より広いクラスの相互作用係数に対し

て平均場臨界現象を示すには別の手法が求められる．その一つがレース展開 [11,12]であり，

十分高次元で鏡映正値性を仮定せず平均場臨界現象が示されている．

以上の説明ではスピンを単なる士1を取る変数として扱った一方で，量子力学的な観点

からはスピンを作用素として扱う方が適切である．二方向のみを取るスピンは Pauli行列に

よって記述される．しかしながら，単にスピン変数叩を Pauli行列に置き換えるのみでは，

次節で見るように古典Ising模型に一致してしまうので，強度q>Oの横磁場を印加する．そ

れによって，古典 Ising模型とは異なり，量子効果が現れる．このモデルを量子 Ising模型

（或いは横磁場Ising模型）と称する．量子Ising模型では温度のみならず横磁場の変化によっ

てもスピンが取り得る状態がゆらぐ．その結果，古典とは異なる種類の相転移が起こる．

我々はこの横磁場の強さ qを古典 Ising模型からの摂動と見倣したときに，高次元に於け
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る量子 Ising模型の臨界現象が果たして古典のそれから変わるのか否かについて興味がある．

この問題について，相互作用係数 Jx,y が一様な最近接強磁性モデルJ = J:n. x,y { ||u-X|日=1}:::. 0 

の場合に対しては， Bjornberg[2]が関連する結果を得ている．即ち，逆温度 0を固定したと

き，組 (q。,JJqo)）が存在して象限{(q, J) I q > q。&J< Jc(q)}の中では

d>4 

d>3 

かつ

かつ
: : ：｝ ⇒ x(f3, q) :::::: ll(q, J) -(q。 ,Jc(q。)） |~1 (1) 

と為ることが示されている（図 1の青色の領域）． しかし，我々の扱いたい問題は古典系から

のずれなので，むしろ (q,J)を固定し (3を変化させたときに或ぃは仇力を固定し qを変

化させたときに，帯磁率が如何なる挙動をするのかについて知りたい（図1の緑線）． これら

は上の象限の範囲から外れている．それに加えて，［2]では鏡映正値性によって赤外評価（下

記の (12))を得た上で（1)を証明している．量子 Ising模型に対するレース展開を導出するこ

とによって，我々はより広い相互作用係数のクラスで赤外評価を証明したい．

(3q 

/3q。

• ,．ー・..9 .. , ..， 
' ,／‘  
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図1：量子Ising模型の相図．且lc(q)の形は数値計算に依る予想である．゜
BJ 

本稿では，レース展開に甚づく解決方策によって，上記の問題について得られた結果を解

説する．現在までにレース展開の導出は出来ており，今後は先行研究での赤外評価に於ける

研と llkll~ の係数を修正すること（古典極限 q ↓ 0 との整合性の為）に取り組む予定である．

また，レース展開は臨界点の漸近評価をも与える（例えば [6]を参照）ので，本研究で確立し

た手法は臨界逆温度丸(q)の形を決定するのにも活用できることが期待される．

2
 
モデルの定義

量子 Ising模型の定義を述べる前に，テンソル積に関する記法を導入する．原点

0 = (0,...,0)を含む zd内の有限部分グラフを (A,e)とする． Pauli行列

s1= G 
，
 

＼

ー

ノ

1

0

 

S3= G ＼ー
ノー゚＿
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に対して，それらと単位行列 Iによるテンソル積を

X 

況：＝IR…RIR§ RI R…RI (i = 1,3, x EA) (2) 

IAI個

と書く． このとき，量子 Ising模型の Hamiltonianと分配関数を次のように定義する．

定義 1 量子Ising模型の Hamiltonian作用素とはテンソル空間 (CりRA=R C2上の作用素
xEA 

H:＝一 L Jx,y巽si-qLS~ -h Ls~ (3) 
{x,y}Ee 江 A 尤EA

である． ここで，（Jx,y){x,y}EeC IRを相互作用係数， h>Oを外部磁場の強さ， '5>0を横磁

場の強さと呼ぶ．また，逆温度 (3E(0, oo]と作用素 A:(Cり⑭A→(CりRAに対して，行列の
トレースによって分配関数 ZAとAの期待値〈A〉{3,8,h;Aを

ZA(fJ,q,h) := Tr[e―fJH], 

と定義する．

Tr[e―fJHA] 
〈A〉{3,q,h;A:= 

Z(/3, q, h) 

注意 2 以下では有限格子 Aに周期境界条件を課してトーラスと見倣す．相互作用係数には

次の性質を仮定する．即ち，

並進対称性 V { x, y} E c, J y-x := J = J o,yー出 x,y・ 

が対称性 Vx E 7L叫Jxが鏡映変換および gooの回転変換に関して対称．

可総和性区xEZdJx < OO. 

既約性 (Jx，山，yEAをグラフの隣接行列と見倣したとき，既約行列の条件を満たす．

強磁性 V{x,y} Et:, J x,y > 0. 

また， J>Oに対して，相互作用係数が J = J1 x,y -".JL{llx-yll, =1} で与えられる2)とき，これを最近

接モデルと呼ぶ．

注意 3 Pauli行列炉の固有ベクトルを

l+l〉=G), 1-1〉=（［）竺竺〈＋11=(1 o), 〈-11=(0 1) 

と表したとき，ベクトルの組｛ぼ〉：＝ RxEA加〉 1四 E { -1, 1 }, x E A}はテンソル空間

(CりRAの基底に為る．行列のトレースが基底との内積の和で表されることと，固有値方程式

2) X = (x1,…，叩） €がに対して， llxll1=~に」叫である． 1（・）は指示関数であって，・が真ならば 1 を取り，
偽ならば 0を取る関数として定義される．
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本稿では帯磁率の臨界現象を取り扱う．量子 Ising模型の（熱力学的極限での）帯磁率を

x(fJ, q) = j1.~ <si(o);S1(t)〉(3,q,Odt高巴相 1区〈si(o)母(t)〉(3,q,Odt
尤゚EZd ！ O xEZd 

によって定義する立ここで， S加） ＝ e―{JtH母ef3tHおよび〈A;B〉=〈AB〉-〈A〉〈B〉と置い

た． 2番目の等号では，高温相で〈S加，q，。＝0が成り立つことを用いた [1,5]．帯磁率に関し
て，臨界点凡と臨界指数 1を

/3c = inf{ /3 E (0, oo] I x(/3, q) = oo }, 

によって定義する．

x(/3, q) -::::（氏ー8)→
/3↑f3c 

(4) 

注意 4 古典 Ising模型では臨界点が上限で定義される一方で，（4)では下限で定義した． こ

れは量子 Isingに於いて一般に坂(fJ,q)／叩＞ 0を示すのが難しい為である (gを増加させた

ときに一旦無限大に発散してから減少して再度無限大に発散する可能性を排除できない）．

逆温度 0ではなく，相互作用係数 Jbと横磁場の強さ qに関してはそれぞれ単調増加と単調

減少であることが知られている [2,Lemma 3.1]．これらの微分係数の間には関係式

坂(fJ,q) 

邸
＝どJb
恢(fJ'q) 恢（fJ,q) 翠 ~-q(-~)

が成り立つので，右辺の第一項と第二項とを比較する必要がある．同様の問題を下記の命

題5が牢んでいる．微分不等式 (6)から不等式（7)を得る為には， vg>凡(q),x(fJ, q) = ooで
あることを使う．命題の仮定 q≪ 1は微分不等式の下界が正になる為に課している．

3) 統計力学の枠組みに則れば，本来は自由エネルギーの 2階微分で帯磁率を定義するべきである．しかしなが

ら，作用素 A(a)に対して成り立つ公式 £-eA(a)=』1etA(a)竺止埒1-t)A(a)dtを用い，かつ熱力学的極限を適
如 e da 

切に取れば， 3の因子を除いてこれらの定義は一致する．詳しく書くと，古典 Ising模型に対して成り立つ相関

不等式が量子Ising模型でも成り立つこと［1]によって，古典Ising模型に対する極限交換の操作（例えば［7]を参

照）をそのまま量子 Ising模型に移植できる．本稿では紙面の都合上，等号成立の議論について割愛し，便宜的

に上の表式を定義として採用する．
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3 準備

レース展開について説明する前に，臨界指数が平均場の値を取る為の十分条件， Lie-Trotter 

の積公式による離散時空間表現，およびランダムカレント表現について説明する．以下で

は，長さ 1,格子幅 1/lのトーラスを T1= {0,｝，…，午｝と記す．

3.1 微分不等式

任意の (w,k) E 21r7L x [-1r，州に対して，関数fE L1([0, l] x 7L叫IR)のFourier変換を

](w, k) = J1 I;J(t,x)eiwt古 dt区分的連続． 1 = hm -〉f(T, x)eiwTeik・お
”゚eび

l↑oo l 
TETi 

と定義する．二番目の等号ではRiemann和を使って離散化したまた，時空間のバブルを

J 
凡，J:＝［こ〈SJ(O)巽(t)〉{3,q,O二〈SJ(O)SZ(t)〉{3,q,Odt
° {x,y}Ec J。

(5) 

と定義する．このとき，帯磁率に対して，次の不等式評価が成り立つ．この命題によって，

或る条件下では 1= 1であることがわかる．多少改良があるものの，証明は [5]で示されて

いる他，著者らの以前の RIMS講究録 [9]で示した為，本稿では詳しく解説せずにレース展開

の説明に紙面を割く．

命題 5（上島，坂井） 注意 2の仮定を満たす量子 Ising模型に於いて， q≪ lとする．

(3E (0喜 (q)）に対して，

ぷx(:り2(1 -2q 1 + 50訊，J＿砥，J く0x((3，q)＜ J。x((3，q戸 (6)

1 +(3J。凡，Ji x(0,q)) 8(3 

が成り立つ．瓦，J< 00 のときにこの不等式の両辺を積分すると，逆温度とバブルにのみ依

存する定数C1((3），C2((3，凡，J)E (0, oo）が存在して，

C1((3） C2((3，凡，J)

瓜ー(3
::;; x((3，q) ::;; 

乳ー(3

が成り立つ．従って， ,=1が帰結される．

3.2 離散時空間表現

d次元量子Ising模型は次の意味で d+l次元古典Ising模型に翻訳できる．

(7) 
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命題 6([13]） 有限格子 ACz_d上の量子Ising模型の分配関数 zAに対して，

Z虚，q，h)＝lim(sinh 
底 2
L 王)l|A|／2 ど e―王（グ） ＝： lim (Lsinh竺gl|A|／2ZST 

uE{土1｝乃xA
底 2 l) mA (8) 

が成り立つ．但し， K1= (2/3)-1 log coth(f3q/Z)と置いたとき， T1xA上の古典的な Hamiltonian

関数を次のように定義する：

J 
炉（グ）＝ーとデ叫!JT,Y- Kl, ~叫，r叫＋戸―りど叫•

(T,{x,y})ET1xe " (T,x)ET1xA ・ " (T，叫ET1xA

格子の空間 Aに新たに座標軸を加えた Tzx Aを時空間と称する．時空間のスピン配置を

O'= (CYT,x)TET1,xEA E { -1, +1 }T,xAとすると，量子 Ising模型の期待値は

-fJHST(u) 

〈S以0)巽(t)〉{3,q,O;A=}罠侶，0旱，x》 ：＝ lim e 
l,~ II {J,q,O;T1 xA l↑00 

区％，〇旱
9E｛士1}TぃA

l'”zST 
'(9) 

T1xA 

x(/3, q) 
1 

＝謳｝嬰立xA(/3, q) == l¥詞町と《％，o嘔 l,x》 (10) 
(t，叫ET1xA

l,~11 fJ,q,O;T1xA 

などと，古典 Ising 模型の期待値《•》で表せる．

3.3 ランダムカレント表現

時間と空間の組 (x。,x)E T1xAを太字で X = (x。,x)と記す．先ず，時空間の点 X = (x。，x),

y=(y0,y)ET1xAに対して，改めて翻訳した先の古典Ising模型の相互作用係数を

Ju-わ・=J。,y-”=Jz,u :＝ ｛: ［[；□゚0□'：口］，
0 [otherwise] 

と置く．次に，時空間のボンド全体を 18= {｛x, y} c (T1 x A)2 I J"',Y=I=〇}と書く．このと

き，例えば，二点相関関数《心叫〉(3,q,O;T,xAは璽みを w(n)= rrbEB信Jb四／叫として，

E w(n) 
《心叫〉(3,q,O;T1xA = ~=:｝△；悶い ＝： 〉： W（n) （11) 

n; an=｛→｝△｛y}盆応
n: 8n=0 

と表せる．これをランダムカレント表現という．但し， n= (nb)bEIB Eだをカレント配置と

呼び， 8n={vET1xA|こbEB.b和％が奇数｝を源泉と呼ぶ4).
ランダムカレント表現によって，古典 Ising模型の相関関数を視覚的に捉えることが可能

になる．例えば，スピンぴェと％の相関を「尤と yが連結である」というパーコレーション

の言葉に翻訳できる．詳しくは［7,付録A]などを参照されたい．

4) 非負整数全体の集合を乙＝｛ O}UINと記す．また， A△B は集合 A とB の対称差を表す．
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4 主結果

最近接強磁性量子Ising模型の場合， Schwinger関数 GB,q(t,x)：=〈S沢O)S沢t)〉fJ,q,。に対し

て，次の赤外評価 [2,3]が成り立ち見故に尻，J< 00が導かれる：

48//3 
d>2 かつ f3く 00⇒ O s d{3，q (w, k) s ~. (12) 

w町(2q)+ 2dJ立J=1(1 -cos kj). 

これは一般に鏡映正値性が成り立つ相互作用係数のクラスにまで拡張できる．しかし，鏡映

正値性の条件は制限が強い為，並進対称性が成り立つクラスまでは赤外評価をそのままの手

法を以て証明できない．次のレース展開はこの問題に対する一つの解決策を与える．

定理 7（上島，坂井） 強磁性量子Ising模型に於いて， TlX A上の非負値関数 (7f(N)）OOT1xAIN=O 

と(C悶八）岱。が存在して，任意の xETlxAとME乙に対して第 M項までの交代和を

M M 

II芯（切＝区(-1）汽閂バ(x), 辛凸）＝区（一l)Nt芦 (x) (13) 
N=O N=O 

と置けば

Gf3,q;TzxA(x) = II芦（エ） ＋ （尋瓜＊Gf3,q;T1xA)は） ＋ （一l)M+lR芦心）（北） （14) 

が成り立つ．但し， TlxA に於ける畳み込みを＊で記した．さらに，剰余項 R~:パ1)(X) は

R累十A1)因（切::::;(t芦＊Gf3,q;T1xA)は）

と評価される．

極限 M → ooで交代級数 (13)が絶対収束すると仮定し，その極限値を IIT,xA= 

limM→oo IIげ八および三巧xA= limM→00三塁人と記す．このとき，剰余項は R累十A1)（切→ 0 
と収束する．レース展開 (14)の両辺の離散 Fourier変換を取り，有限体積での帯磁率が

XT,xA(/3, q) = Gf3,q;T,xA(O, 0)と表されることに注意して Gf3,q;T,xA(w,k)について解くと，

知，T1xA(w,k) = frT,xA(w, k) + l ・合T1xA(w,k)GfJ,q;T,xA(w,k)= 
frT,xA(w, k) 

l -l ・色T1xA(w,k) 

恥xA(w,k)
(15) 

恥 A(O,0) 合
+l（合T1xA(O,o)ー合T,xA(w,o))+l（合T,xA(w,0) -sT,xA(w, k)) 

X乃xA((3，q)
し T-_  

:c:w2 :c:llkll~ 

5) Bambergは d>lかつ (3=ooの場合も証明しているものの，本稿の記法と相性が悪いので割愛する．
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を得る．今の場合，離散Fourier変換に 1/lの因子が含まれる為，余分な因子 lが現れること

に注意されたい．あとはレース展開係数（吟:八）塁。と（点覧パ）塁。を評価することによって，

この式から赤外評価(12)が得られる．

5 レース展開の導出

紙面の都合上，展開の第一段階のみを示す．この節では，曖昧さが生じない限り，期待値

《•》，分配関数 z豆二点相関関数 G の添字を省略する．また，｛尤｝△｛ y} を”△ y と略記

する．総和の範囲も集合全体の場合は省略する．導出を述べる前に必要な記号を定義する．

定義 8 カレント配置を n= (nb)bEIB E z『とし，時空間の点を x,yE Tz x Aとする．

1.或る部分集合を AcT1xAとする． x=yEAのとき，または VE似と自己回避経路

(w。,…，Wl/)C Aが存在して， ViE { 1,…，v}，叫叫1,W,｝> 0かつw。=xかつ Wv=Yを

満たすとき， X←→ yin Aと書く． A=T1xAの場合は単に x←→yと書く．
n n 

2.カレント配置 nに依存する事象 Eとボンド bE 1Bを与えたとき， Eoffbとは， nの内

％を 0にして得られるカレント配置に対して Eが起こることをいう．これを用いて，

C~(x) = { v Ix←→ v off b}と定義する．
n 

3.有向ボンド b= (!!_,b)が連結 x←→ yに関してピボタルであるとは， X←→!!_ off bか
n n 

っ5←→yinc~（叶が成り立つことをいう．もしカレント配憧 n の下，連結 x ←→ y
n n 

がピボタル・ボンドを使わずに起こるならば，特に x←⇒yと曹<.
n 

4.或る部分集合を AcT1xAとする． Aに両端点が含まれるボンド全体から成る集合を

因とする． Aうo,xのとき， A内に制限された二点相関関数を

e―B炉 (u)
Gfl,q,o;A(x) = L a。四 = w(n) 

咋｛土l}A
zST こ戸
A n, 8n=o△エ A

(n|虹 A三0)

と定義する．簡単のため， GA=G(3,q;Aおよび G=GTlxAと略記する．

主結果の証明の要旨 二点相関関数の表現 (11)から， 0 ＃ゎのときには必ずこれら二点を結

ぶ m%-1,W3}が全て奇数であるような経路 (w山 以降このような経路を便宜的に奇経路と

称する が存在することに注意する．その経路をピボタル・ボンド (oから北に至る何れ

の経路も必ず通過するボンド）が含まれる場合と然らざる場合，さらに後者は最初のピボタ

ル・ボンドを境に二つのクラスターに分離する：

G(x)＝こ w(n) -ts¢11.{o~a,} 
on=o△m zST 
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こ
w(n) 
-JL  十ここ w(n) 炉 {o⇔叫 戸 JL{0⇔ QOffb}JL□が奇数｝JL⑮←tmin吐（O）e}

8n=o△ェ ” b on=o△m ””  
=,7r(Ol(x) 

= 7r(Ol(x)＋Etanh((3み）
b 

こ
w(n) 
戸 :n_{o⇔ Qoff b}:n.｛nbが偶数｝誓←t:1lin⑮o匹｝・

” ” 8n=o△{Q,b}△ェ

（＊） 

この最右辺の Jj_{nbが偶数｝しま常に 1なので省略できる．実際， 0"7 !!.およびb←}”それぞ
n n 

れに奇経路が存在するので，｛!!.,b}が源泉である為には nbが偶数でなければならない．ク

ラスター魯(o)で条件付けることによって，上式の第二項のカレント配置を二つに分ける：

（＊）＝どと (II ば）”~)三
ACT,xA an'＝o△£ \eE~\-tc n~!) zST {o←迎offb}JL{A＝心（o)}

(n'la A0aa0) 

X L I II 
(9み）ne 1 

an”=b△工し1Bぷ心＇）言心 xinA吋

(n"le＼豆C三〇）

= L w(n) 戸 JL{0⇔ QOffb}G魂(O)e(x-b).
8n=o△b 

(16) 

最初の等号では n=n'+n''と為ることに注意されたい．同様に，二番目の等号ではZ:［か
ら出て来るカレント配置と n'とを重ね合わせた．これを元の式に代入すると，

w(n) 
G(x) = 1r(0l(x) ＋区tanh(fJみ）と一— — :n. 炉 {o完油offb} Gは b)

b 8n=o△b 

畷 (o),G)（:i,)

—区tanh(fJみ）区
w(n) 
--:n. { o•~ off b} (G(x -b) -G心o)e(X-b) b an=o△£ ~:n.{ 0~£ off b} (G(x -b) -Gct(o)C(x -b)) 

=,R(l) 

を得る． 口

注意 9 本稿で述べた量子 Ising模型に対するレース展開は古典 Ising模型に対するそれ [11]

とはレース展開係数 (((N)）訊。の定義が異なる．具体的には，古典の場合の展開をそのまま

適用すると，（14)に於いて三を II*tanh:J.で置き換えた展開式を得る．証明の (16)に於い

て “offb’'を消してもそれらは等号で結ばれる（もし bを使って o{=? bが実現されたとする
n 

とbE C~(o) が成立し，制限された二点相関関数は 0 に為る）ので， 71"(0) に一致する．しか

し，この表式では離散Fourier変換を施した後 l→ ooの極限を取るときに不都合が生じる．
(15)で書いたとおり lが余分に生じるので，これを打ち消す為には交代級数三から因子 1/l

を引き出す必要がある．実際， “offb"を残したことによって，（む(N)）岱。を定義するカレン

ト配置には空間方向のボンドが必ず含まれる（図 2)．従って， tanh(fJみ／l):s;かlb/lから因子
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(a)端点で時間方向のボンドを使うカレント配置． （b)端点で空間方向のボンドを使うカレント配置

図2:~(O) の定義に於けるカレント配置に関する総和への寄与． “off (y，尤）’'の為に，（a)のときには o

からのへ至る経路を構成するボンドの内，少なくとも一歩，空間方向のボンドを使わなければな

らない．（b)のときには二つの経路が両方とも最後に時間方向のボンドを使って yへ至る場合が

l ≫ 1で優位に為る（連続時間Markov連鎖でPoisson時計が同時に嗚らないことと同じ）．

1/lを引き出せる．この点を，量子Ising模型に対するレース展開を導出する上で，古典Ising

模型のそれ[11]から改良する必要があった．
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