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本稿では [4]の結果について説明する．均質化 (homogenizaton)とは微小な分子レベルで周期的な
構造を持つ媒体内にある物質の大きなスケールでの様相を調べる間題である．均質化は数学的には
まず偏微分方程式論の分野で考えられてきた [6]．例えば， a：股→ R＋をび級で周期 1の関数、

Uc股を有界な領域とする． c>Oに対して以下の楕円型微分方程式

{—羞（a ピ）羞乃）） ＝ 0 

u" =f 

(in U) 

(on au) 

の解炉は c→ +0として，定数aを用いた以下の方程式

{—羞い羞u(x)) ＝ 0 (in U) 

u = f (on au) 

の解 uに収束することが知られている．係数の周期 eを小さくすることで空間全体で見たときに

係数が平均化，均一化され，それによって解も定数係数の微分方程式の解に収束することを均質
化と呼ぶ．係数 aがランダムであるときの均質化の挙動を考える分野が確率的均質化 (stochastic
homogenizaton)である．均質化における係数の周期性に対応するように，確率的均質化ではランダ

ム係数 aに同分布性とエルゴード性を仮定する．確率的均質化の中でも，エルゴード性について定
量的な評価を仮定したときに解炉の uへの収束の速さについて定量的な評価を得ることを目標に

する定量的確率的均質化 (quantitativestochastic homogenization)の研究が近年盛んに行われてい
る．例えば [11,10, 8, 9, 3, 1, 2]．これらの研究においてはランダム係数a：野d→陀dxdが一様楕円

性を満たす榎本空間が対象であった．すなわち，ある入＞ 0,A< ooについて

fl'= {a:入|ll2:S l ・ a(x)l :S Alll2 (Vl E艮dand a.e. x E艮d)} (1.1) 

を満たす標本空間が対象であった．本稿では [4]に基づいて係数の一様楕円性を弱めたときの確率的
均質化について定量的評価が得られるかを調べる．

2 設定

対称行列 AE股dxdに対して凶を Aの作用素ノルムとする．すなわち

IAI := sup IAel = sup 1e ・ Ael. 
EE配，1,1=1,EIR色1,1=1

標本空間 9を配からサイズ dxdの正定値行列への写像のうち，可測であり以下の条件を満たす
ものの集合とする．

*E-mail: aya.tomohiro.42z@st.kyoto-u.ac.jp 
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• （局所有界性） 任意の有界領域 Uc恥打こついて以下の条件を満たす．

ess sup la(x)I + ess sup la(x)―11 < 00. 
xEU xEU 

(2.1) 

Borel集合 Uc配に対して， a-加法族石uを以下の写像の族で生成される (J"-加法族とする．

{a→Ld e; ・ a(x)ejr.p(x)dx: i,j E {1, 2,..., d}, r.p EC戸(U)}.

瓦は係数 aのUでの情報を表す． F:=F111.dとする． y€股d について shift operator Ty : n→ 9 
を(Tya)(x):= a(x + y)で定める． Ty:F→ rについても乃(A):=｛九a:a EA}で定める．集
合 U,Vc配の距離d=(U,V)を以下で定める．

心 (U,V) := inf { llu -vii= = 1i:g邸此ー叫： uEU,vEV}.
l<i<d ｝ 

lP'を可測空間 (gF)上の確率測度とし、期待値を lEで書く・ (J"-加法族 AcFについて， A-可測な
二乗可積分関数からなる空間を £2(A)とする．確率空間 (D,F,lP')に定常性とエルゴード性に対応
する以下の 2つの仮定を課す．

• (Z虹ranslationでの定常性）任意の zE zdとA€F について以下が成立する．

lP'[A] = lP'[T;議]. (2.2) 

• (maximal correlationの一様な減少） rE (0, 1)を固定する． d00(U,V) 2". 1を満たす任意の
Borel集合 U,Vc配について以下が成立する．

p（石u,Fv):= sup 
JE已(Fu)
gE£2ばv)

Cov[f,g] 

Var[J]112Var[g] 1/2 ~ 
<r. (2.3) 

p(A,B) は 2 つのぴ—加法族 A と B の従属の度合いを表した量であり， p(A,B) = 0であればAとB
は独立である。 pはstrongmixing conditionを表す量の 1つとして [7]で触れられており，確率的均
質化の文脈では定量的評価として初の結果である [11]においてエルゴード性の仮定に用いられた。

有界Lipschitz領域 Uc配について入(U),A(U)を以下に定義する．

A(U) := ess sup sup e ・ a(x)も
咋 U €E即， 1€1=1

入(U):= ess !l)f inf e. a(xK 
xEU €E配， 1€1=1

入(U),A(U)は領域 Uでの係数 aの大きさの最小値および最大値を表す確率変数である．局所有界
性から以下が成立する．

0<入（U)さA(U)< oo. (2.4) 

局所有界性 (2.1)，定常性 (2.2)，エルゴード性 (2.3)の仮定を満たすランダム場の例としてラン

ダムチェッカーボードが挙げられる．このランダム場は股d空間を一辺 1の立方体ごとに区切り，そ
の立方体各々に対して独立同分布な確率変数を係数に割り当てる方法で得られる．具体的には，独
立同分布な確率変数 {b(z)}zEZdと，実数から正定値行列への写像Rぅr>--+arE陀txdを用意する。
このとき，ランダム場 a(•) ：股d →民dxdを，任意の zEか と XE[-1/2, 1/2)dについて

a(x) := ab(z) 

で定めれば上記の仮定をすべて満たす．ランダムチェッカーボードにおいて, |ab(O)|や |a仄いが確率

変数として非有界である，すなわち任意の Cく ooについて

1P'[ lab(O) I + la刷＞c]>o

を満たす場合において，従来の（1.1)の設定に収まらない拡張になる．
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3 主結果

[4]における主結果は一様楕円性を満たさず，かつ非有界な係数を持つ楕円型偏微分方程式における

確率的均質化の定量的評価について述べたものである．単位立方体口。：＝ （ー1/2,1/2)d上における

係数およびその逆行列の作用素ノルムの最大値が非有界な確率変数である設定を考える．このとき，

この確率変数が指数的な可積分性を持つならば確率的均質化の収束のレートが得られることを述べ

たものが以下の主定理である．以下の主張では Dirichlet境界条件での楕円型偏微分方程式における

確率的均質化について述べる．

定理 3.1.(A. [4]）節 2の仮定を満たすとする．実数 (3,1E (3, oo) は 0<}+~<½ を満たすとす
る． 以下を満たす実数 M の存在を仮定する．

厄 [exp(A（口。げ）］ ＋旧 [exp（入（口。）→）］ :::;M.

このとき，有界 Lipschitz領域 Uこ口。， 6>0,aE(½+~,½),pE(0,4) について，以下を満た
す対称行列 aと定数 c= c(d,r,(3，1,M,U,6,a,p) > 0, C = C(d,r,(3，1,M,U,6,a,p) < ooが存在
する。

任意の cE (0, 1], f E w1,2H(u)と以下の偏微分方程式

―▽.a(.:.）▽u" = 0 (in U), u"= f (on 8U), 

-V.a▽u = 0 (in U), u = f (on 8U), 

の弱解 u',uE f + HJ(U)について，以下の不等式が成立する．

lE [llu -u0 llt2cui] ½ :S C IIV !II匹 (U)exp (-c (-logc:)1-3"'). 

この結果は囮の uへの収束の速さがexp(-c(-logc:)1-3"')といった具体的なレートで評価さ

れているため，定量的な結果であると言える．

非有界な係数を持つ楕円型偏微分方程式の定景的確率的均質化についての先行研究としては [5]
が存在する．この論文では [9]の手法を非有界係数へと拡張しており，エルゴード性の仮定として

spectral gap不等式を仮定している．

• (spectral gap不等式） 配の分割 {D}と(3E[O, 1), C = C(d) < ooは以下を満たすとする．

diamD :S (dist D + 1)/3:S CdiamD 

このとき，ランダム場 aが spectralgap不等式を満たすとは，定数 Cが存在して，任意の

u(a)可測な確率変数X(a)について以下の不等式が成立することをいう．

lE [(X(a) -lE [X(a)J/] :S ClE［苫（／D8>ia) a)2] 

先行研究はこのような Poincare型のテクニカルな不等式をエルゴード性として仮定した理論である

が，本研究では maximalcorrelation pの一様な減少のみから定量的評価を得ている．また，［5]で

は任意の XE 配について a(•) と a(•+x) の同分布性を仮定しているが，本研究ではそれよりも弱
ぃzd-translationでの定常性から定量的評価を得ている．

4 Subadditive argument 

この節では定理 3.1の証明に用いた手法について説明する．［2］の手法を非有界へと拡張する。単位

行列を Idと表記する。サイズ dxdの正定値行列からなる集合上の半順序集合さを以下で定める．

A≪;B ⇔ 任意の pE配について p・ (B -A)p :;:> 0. 
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有界Lipschitz領域 UとpE配に対して μ(U,p)を以下で定義する．

1 
μ(U,p) ：＝ inff —• v. a▽v. 

vEp心＋現（U)}u2 
(4.1) 

u 上で (2.4) が成立するため， µ(U,p) の定義式の右辺は最小値を持ち，最小になるときの vEp•x+
叫(U)は一意に定まる．この vをv(・,U,p) E p ・ x + HJ(U)と表す． v(-,U,p)は以下の方程式の弱
解になる。

-V•a• v(•, U,p) = 0 (in U), v(•, U,p) = lp (on 8U). 

特殊な境界条件と領域（以下で導入するように U＝口n:= (-½3nふ舒）d で考える）における偏微
分方程式の解 v(• ，口n,P) について収束を調べ， v(· ，口n,P) で近似することで一般の領域および境界条
件での収束を得ることが大まかな方針となる． μ(U,p)は以下の性質を満たす．

補題 4.1.μ(U,p)は以下を満たす。

• （二次形式での表現）入(U)ld::; a(U) ::; A(U)ldおよび以下を満たす正定値行列 a(U)が存在

する．

2μ(U,p) = p ・ a(U)p 

• （劣加法性） U1,U2,...,UNC:::配を Uの分割とする．このとき以下が成立する．

N 

μ(U,p)さと |Ui| ―μ(U;,p) 
i=l 

IUI 

劣加法性は、各々の領域での minimizerV (,, Ui, p)を貼り合わせた関数を μ(U,p)の定義と比べ

ることで示される．

2'2)  
□n :=（—]炉贔n dとする．劣加法性と定常性 (2.2)によりら {lE[μ（口n,P)]}nENの単調減少

性が従う。

lE[μ（口n+l,P)］さ 3-d L lE[μ(z十□n,P)]= lE[μ（口n,P)]
zE{ _3n,0,3n }d 

よって以下により homogenizedcoefficient a E民dxdを定義できる．

p • a.p := lim 21E[μ（口n,P)]= lim p • lE[a（口n)]p
n→oo - ・ - n→OO 

この aはかの収束先 uの満たす偏微分方程式の係数に一致することが知られている．定量的な結

果を得るためには a（口n)のaへの収束の速さを評価する必要がある．一様楕円性の仮定のもとで

a（口n)のaへの収束の速さを評価したものが [2]になる．係数を非有界にするにあたり改めて a（口n)
のaへの収束の速さ，および a（口n）の収束の速さと偏微分方程式の解の収束の速さとの関係を調べ

る必要がある．また，上記のように aを単調減少数列の極限で定義したため， aの下からの評価も

調べる必要がある．

[2]で導入された別の劣加法量を拡張する． A(U):= {u E H1(U):―▽. (a▽u) = 0 (in U)｝と
する．有界 Lipschitz領域 Uとp,qE股dに対して μ(U,p)を以下で定義する．

μ.(U,q) := u:〗『U) (fu 」▽U•a▽u+q· ▽u) (4.2) 

J(U,p, q) := μ(U,p) + μ.(U, q) -p ・ q 

v(-,U,p) E lp+HJ(U)より p=fu▽v(-,U,p)であるため，（4.2)にv(・,U,p) E A(U)をtestするこ

とで Jの非負性を得る．すなわち任意の p,qE配について以下が成立する．

J(U,p, q) 2 0. 

補題 4.2.μ.(U,p)および J(U,p,q)は以下を満たす．
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• （二次形式での表現）入(U)ld：：：：： a.(U)：：：：： a(U)：：：：： A(U)ldおよび以下を満たす正定値行列 a.(U)
が存在する．

加 (U,q)=q・a.(U)―lq

• （劣加法性） U1,U2,...,UNこ配を Uの分割とする．このとき以下が成立する．

N 
IU叶

J(U,p, q)：：：：：こーJ(U;,p,q)
i=l IUI 

む (U)：：：：： a(U)はJの非負性から得られる． Jの非負性と定常性から， aの下からの評価を得る．

命題 4.3.JE[A（口o)l,lE［入（口0)-1]< ooならば， homogenizedcoe缶cientaは正定値行列であり以下

を満たす．

lE［入（口o)―1］ー11d：：：：： a ：：：：：四A（口o)]ld

Proof.上からの評価については {lE[μ（口n,P)]}nENの単調減少性と a(U)：：：：： A(U)ldから以下より従う．

p・ 抑：：：：： lE[p．a（口o)P]：：：：： P.JE [A（口a)]p. 

下からの評価を示す． μ.(U,q) = J(U, 0, q)の劣加法性と定常性から {JE[μ*（口n,q)]}nENの単調減少

性が従う．

JE[μ*（口n+1,q)]：：：：： 3-d 区 JE[μ(z十□n,q)] = JE[μ*（口n,q)] 
zE{-3叫0,3吋d

よって J(U,p,q)の正値性より以下が成立する．

2lE[μ（口n,P)]2 2p ・ q -2lE[μ.(□n, q)] 
2 2p ・ q -2lE[μ.(□。,q)]
2 2p ・ q-JE［入（口□)-1]lql2 

q = lE［入（口o)-1]―1pとした後に，両辺を nについて下限を取ることで示される． ロ

む (U)：：：：： a(U)：：：：： A(U)ldであることから，定数 C(d)< ooが存在し，任意の対称行列 aE股はi
と有界 Lipschitz領域 Uに対して以下の評価が成立する．

la(U) -iii+ la.(U）一 a ：：：：： CA(U)i sup (J(U,p,iip)）百
pEB1 

この不等式から， J（口n,p,a.p)の0への収束の速さを評価することが la（口n）-a|や |a.（口n)一到の

収束の速さを得ることに繋がると言える．

係数の非有界部分を制御するために以下の概念を導入する．

定義 4.4.Lく ooを固定する．正値実数列の組（｛似｝，｛Mn}）が， 6。＝ M。=1かつ｛似｝が単調減

少かつ {Mn}が単調増大かつ任意の n€ Nについて以下を満たすとき，（｛On},{Mn})はsuppressive
（抑圧的）であると呼ぶ。

E ［入（口n)―3+A（口n)3:｛入（口n)さon}U {A（口n)2: Mn}] :S Le―n. 

suppressiveな数列の例を挙げる・ (3,,>Oを固定したときに，以下を満たす M<ooが存在す

るとする。

E [exp (A（口o)(3)］＋E [exp（入（口o)―'Y)]::;M. 

このとき， (3'>1/(3，,'> 1乃について，以下の数列の組（｛似｝，｛Mn}）が suppressiveとなる

L((3，,,M,(3げ） ＜ ooが存在する．

似：＝ （n+l)→'and Mn:= (n+ 1)(3＇． (4.3) 
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J（口n,P,a.)の定量的な評価を得るための目標は

E[J（口n+I,p,a.p) ］ :<::Cn （厄［J（口n,p,a.p)] —屈［J（口n+I,P, a.p)]) (4.4) 

の形式の不等式を得ることである．この不等式を繰り返し用いて以下のような定量的な評価を得る

ことが出来る．
n-1 

叫J（口n,p,a.p)]:<:: g (1-~) 厄［J(口。， p,a.p)].

実際は (4.4)の評価を得ることは難しいため，西：＝囮 [a;;-1（口n）］―1と

を用いて評価する．

冗：＝ sup （厄［J （口n,p,q)] —胆［J(口n+l,p,q)])
p,qEB1 

補題 4.5.（｛似｝，｛Mn}）を suppressiveな数列とする．このとき，ある!,,=氏(d)> 0, C = C(d,L) < 
(X)が存在して，任意の pE Bi, n ENについて以下の不等式が成立する．

M3 
lE[J（口n,P,8.nP)] ：：：： c~(e―氏n 十 j;3―氏（nーニ） （4.5) 

補題4.5の証明にはmaximalcorrelationの一様な減少 (2.3)から multiscalePoincare不等式 ([2,
Proposition 1.12. and Lemma 1.13.］)と Caccioppoli不等式を適用することで得られる．（4.5)のa

の大きさに依存する係数 (Mn+1/6n+1ドは Caccioppoli不等式に起因する．

補題 4.6(Caccioppoli不等式）． u E H1(U)は以下の方程式

—• •(a• u) = 0 (in□n+1) 

を満たすとする．このとき，以下を満たす定数 C= C(d) <(X)が存在する．

f已汀：：：： c~こn：霊土f口n+l lu -(u)□n+1|2 

また， Caccioppoli不等式は L2＿ノルムの評価のため，μ（口n,P)とf□nIVv(• ，口n,P)l2 とを変換す
る必要があり，その過程で (4.1)により A（口n）／入（口n)が係数として現れる． Caccioppoli不等式の

係数 (A（口n+l)／入（口n+l)げと合わせて (Mn+1/8n+1)3で評価される．
(4.3)より， A（口o)や入（口o)-1に指数的な可積分性があるならば suppressiveな数列として多項

式をとることが出来る．その多項式の指数が十分に小さく取れるならば， I1にt(1 -1/Ck3"')：：：： 

C exp (-cn1-3"')より，補題 4.5から a（口n)のaへの収束の速さの評価を得る．

1 1 1 
定理 4.7./3，ryE (3,(X)］は 0< —＋ーくーを満たすとする．以下を渦たす定数 M<(X) が存在する

/3 1 3 
と仮定する．

lE [exp (A（口o)f!)]+ lE [exp（入（口o)→）］ ：：：： M. 

a E(¼ + ~, ½)とする．このとき，任意の n ENについて以下の不等式が成立する定数 C = fJ'"Y'3 

c(d, /3,ry, a, M) > 0, C = C(d, /3, ry, a, M) <(X)が存在する．

lE [ほーa（口n)12]：：：： C exp (-cn1-3"'). 

最後に a（口n)のaへの収束の速さを炉の uへの収束の速さに帰着させる．確率変数 Q(n)を以

下で定義する．

叫）＝（名3―(n-m)（3―(n-m)dZEぷn□n|a(z十□m)-a|) ；)2 
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定常性と Holderの不等式より，任意の n€ Nについて lE[la -a（口n)l2]::;Cexp(-cnl-3a)ならば

lE ［叩）り :SCexp (-cn1-3a) が従う．従って，炉— u を n(n) で評価することが目標になる．且―1_
ノルムを以下で定義する．

llu||且―'(u):= sup {t UV: VEが（U),llv||炉（U)さ1}.

初めに，領域口n, 境界条件p心における解 v(• ，口n,P) の p·X への収束について考える．▽v(• ，口n,P)

の弱収束を且―1—ノルムを用いて表したものが以下の命題になる．

命題 4.8.任意の n€ N と p€ 凡について以下の 2 つの不等式が成立する定数 C = C(d)が存在

する．

IIVv(• ，口n,P) -PII 
A（口n) 1 

且―1（口n)
：：：：： C ~ + C32n~n(n), 

入（口n) 入（口n)

Ila▽v(• ロ
_ 2 A（口n)3,'='2\,,,~2,,,(A（口n)2

,□n,P) -a.p||互― 1 （口n) ：：：：： c( 入（口~ + 1a12) + c32n (入（口~+la.I) n(n). 

一般の領域 UE□。と境界条件 fについては， Ur:={x EU: dist(x,8U) > r}について cutoff
関数を

Ck 
O<::'.T/r<::'.1, T/r=l(inU2r), T/r=O(inU¥Ur), I▽kT/rl <::'.戸

で定め，祈を v(• ，口n,P) を用いて

研 (x):= u(x)＋暉(x)tい)（x) (v(竺，口n,e;) -p ・竺
c 

i=l 
し））

で近似することで以下の定理を得る．

定理 4.9.以下を満たす a>0, Aく 00の存在を仮定する．

aidさaさAid. (4.6) 

Uこ□。を有界Lipschitz領域， o>Oとする．このとき，以下を満たす定数 b= b(d, a, A, U, o) > 0, 
C = C(d, a, A, U, o) < ooが存在する．

c E (0, 1], f E W1•2H に対して nEN を □。<;;; cDnを満たす最小の整数とし， u0,uE f +HJ(U) 
を以下の偏微分方程式の弱解とする．

-V•a(-)• u0 = 0 (in U), u0= f (on 8U) 
c 

―▽ .a▽u = 0 (in U), u = f (on 8U) 

このとき、任意の rE (0, 1)について以下が成立する．

A（口n)+ 1 
llu -u0IIL2(u)さC |1▽f||だ +8(U)

x （砂＋ r2+d/2 { （A入：ロロn：こ三）i e+ （（A(：二こ;1)1+1)n(n)l}) (4.7) 

aの非有界性から A（口n）や入（口叫―1はnが大きくなると ooに発散する．しかし，例えばA（口n):= 

supzE□n A(z十□o)のため， A（口n)や入（口n)-1は3nd個の同分布な確率変数の最大値である．よって，

A（口o）や入（口o)-1に指数的な可積分性があればA（口n）や入（口n)-1の発散の orderは高々nの多項式

程度である．よって定理 (3.1)の仮定のもとでは，（4.7)式における係数A（口n）や入（口孔―1の発散より
速い速さ Cexp (-=1-3a) で !1(n) が収束するため，炉—u の収束の速さも Cexp (-c(-log t::)1-3a) 

で評価できる．また，（4.6)の仮定は，（4.3)より成立する．このような手順により定理 (3.1)を得る
ことが出来る．
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