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ABSTRACT.本稿では， 2022年12月19日から 22日に行われた研究集会
「確率論シンポジウム」における講演内容をもとに， BarbaraDembin氏
(ETH)との共同研究 [4]について，概要を述べる．

1. INTRODUCTION 

1.1. Percolation. Percolationモデルは BroadbentとHammersleyにより
1957年に導入された多孔物質を流れる流体を記述するモデルである．モデル
は次のように定義される．隣接している zdの二点をつなぐ辺の全体を E(Zり
で表す．各辺 eEE（か）に，確率pで open,確率 1-pで closedという状

態を独立に与える．さらに， openな辺だけを集めたグラフ gP= (Z叫{eE 
E（砂： eはopen})をPercolationgraphと呼ぶ物理的には，辺がopenで
ある時流体が流れると考える．二つの頂点x,yが約の同じ連結成分に含ま

れるとき， xとyはつながっているといい， X+-t yと書く．さらにC(x)をxを

含む約の連結成分とし， xを含むクラスターと呼ぶ． Percolationモデルの研

究では， pが変わるとき C(x)の性質がどのように変わるかという問題が重要

な研究対象となる．実際次の事が知られている．

定理 1(Aizenmann-Kesten-Newman'85 [1]). Supposed~ 2. There exists 
Pc(d) E (0, 1) such that 

• for P < Pc(d), 

IP'(IC(x)I < oo, Vx E砂＝ 1;

• for p > Pc(d), 

『（ヨx;IC(x)I = oo; Vy(/: C(x), IC(y)I < oo) = 1. 

このPc(d)をd次元Percolationモデルの臨界確率と呼ぶ．さらにp< Pc(d) 
となる時，劣臨界領域； p> Pc(d)となる時，優臨界領域と呼ぶ．定理 1によれ
ば，劣臨界領域では無限クラスターは存在せず，一方優臨界領域では唯一つの

無限クラスターが存在することがわかる．このようにある値を境に、現象が
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急激に変わることを相転移と呼ぶ． Percolationモデルは相転移が起こる最も
単純（に定義できる）かつ面白いモデルの一つである．
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FIGURE 1. 2D Percolation graphs (red) asp moves 

1.2. Chemical Distance. Percolation graphのグラフ距離を Chemicaldis-
tanceと呼び， 'D(x,y)で表す．これは化学反応がopenな辺のみを通過し，そ
の通過時間を 1と解釈すると， 'D(x,y)は時刻0でxから始まった化学反応がy
に到達する時刻と考えられることから来ている． 1980年あたりから Chemical
distanceの漸近的な挙動が研究されるようになった特に次の結果が知られて
いる．

定理 2(Garet-Marchand'04). For any x E記 thereexists μ (x) 2 0 such 
that for any 8 > 0, 

lP'(l'D(O, l n叫）ーnμ(x)I> 8n; 0 ++ ln叫）→0. 
この μ(x)をtimeconstantと呼ぶ上記の定理は Chemicaldistance'Dに
関する大数の法則に対応するものである．従って，次の問題として中心極限定

理及び大偏差原理を調べるのが自然である．この講究録では大偏差原理につ
いて扱う．

2.大偏差原理と先行研究

一般に，大偏差原理は起こりにくい出来事の確率やその背景を調べる学問
である．それらの研究は，起こりにくい出来事をどう実現するかという戦略を



43

決定することにつながる．さらに，統計力学において大偏差原理は、多くの重

要な結果を導く道具としても知られており、重要な研究テーマの一つである．

次の結果は， Chemicaldistanceに関する大偏差原理の研究において古典的な
ものとして有名である．以降 1J(x)三 1J(O,l X」)と書く．

定理 3(Antal-Pisztora'96 [2]). Suppose d 2 2 and p > Pc(d). For any 
XE記 thereexist K, c > 0 such that 

IP (Kn :S 1J(nx) < oo):Se―en. 

CaretとMarchandは上記の結果をtimeconstantまで拡張した．

定理 4(Caret-Marchand'07 [6]). Suppose d 2 2 and p > Pc(d). For any 
XE配 andE > 0, there exists c > 0 such that 

IP ((1 + E)μ(x)n :S 1J(nx) < oo)）:S e―en. 

さらに彼らは同じ論文で下尾の大偏差について次を得た．

定理 5(Caret-Marchand'07 [6]). Suppose d 2 2 and p > Pc(d). For any 
XE記 thefollowing limit exists and is negative: 

lim -=-1ogIP'(1J(nx) < (1-E)μ(x)n). 
n→oon 

最後の定理に現れる極限は大偏差原理のレート関数と呼ばれている．本研

究の目的は，上尾大偏差原理のレート関数の存在の証明およびその具体的な記
述である．

3. SPACE-TIME CUTPOINT 

この章では，上尾大偏差原理のレート関数の記述及び存在の証明において重
要な役割を果たす， space-timecutpoint を導入する．以降では常に d~3 及び
p > Pc(d)を仮定する．定義に必要な二つの記法を導入する．任意のx€股叫
N > 0について， AN(x)= x + [-N, N]dと置く．さらに与えられた XE訊
s>Oについて Chemicaldistanceに関する球を B8(x)= {y E Z叫1J(x,y)'.S 
s}で定義する．簡略化のため， Bs= Bs(O)と書くことにする．

定義 1(Space-time cutpoint). Fix a E [20/21, 1). Givens> 0 and x E配，

As,x(n)三｛ヨt~ sn,ヨwE Ana(nx); {w} = Bt ¥ Bt-d-

位相の分野では，ある点を取り除くと連結性が失われる時，その点をcutpoint
と呼ぶ今回の定義では，点の周りの辺をclosedにすると，そこまでのChemical
distanceの球と無限クラスターの連結性が崩れるという意味でcutpoint,また
到達時刻と位置に関する制限をしているので，まとめて space-timecutpoint 
と呼んでいる．

次の定理は， space-timecutpointに関するレート関数の存在を示している．

定理 6.For any E > 0 and x E記

ヨI(E,X) = lirn =-log ]pi (Ac,x(n)). 
n→oon 
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FIGURE 2. Examples of space-time cutpoints: Basic v.s. Pathological 

Moreover, I is convex and homogeneous, i.e., 

I（入s+ (I -入）s’，入X+ (I -入）x'):S入I(s,x)十（1-入）I(s',x'), 
I（入s,入x)＝入I(s,x). 

4.主結果

前章で得られたspace-timecutpointに関するレート関数Iを用いて， Chem-
ical distance の上尾の大偏差原理のレート関数を定義する．与えられた ~>0
と x€ 配について，関数 J を次で定義する：

J(~,u) 三 inf{J(s,u)I s > 0, u E股叫 s+ μ(x -u) > (1 + Oμ(x)}. 
次が主結果となる．

定理 7.Supposed 2 3 and p > Pc(d). For any x E配， thereexists ~o > 0 
such that for any~ E (O,fo), 

1 
J(~, u) = lim -=-log『((1十砂）μ(x)n:S V(nx) < oo). 

n→oon 

Moreover, J is continuous in（ふu).

Remark 1.主結果の証明は，［3］で用いられたチューブの議論を発展させた
ものを用いる．一方で， ChemicaldistanceはFPPとは違い closedな辺を通
ることができないため，チューブと測地線を接触させられないといった問題が
起こる．それを解消するために，［6］で得られた結果を取り入れた繰り込みを
チューブの議論に応用した

Remark 2.上尾の大偏差と二つの cutpointが対応していることを示すこと
が，主結果の証明の鍵となる．さらにいが十分小さければ，この二つのcutpoint
は独立である事が示され，上尾大偏差原理のレート関数がcutpointのレート
関数で表される事がわかる．一方くが大きい時，同様の結果が成り立つかどう
かは不明である．

Remark 3.三次元以上の Chemicaldistanceの上尾の大偏差では， cutpoint
が関係していることが上記の主結果からわかるより正確には，上尾の大偏差
が起こる時，測地線がcutpointを通るために， closedな曲面に囲まれるといっ
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FIGURE 3.二次元で大偏差が起こる例

た状況が起こる．つまり局所的な領域に測地線が閉じ込められ，そこで長い時

間を費やす必要があるため Chemicaldistanceが大きくなると説明できる．そ
の意味で，この大偏差は局所的であると言える．

二次元では，上尾の大偏差原理は異なる描像を持つと期待している．例え
ば，中央に長いclosedな曲線でできた壁が存在する場合，全ての測地線はそれ

を避けるために長い時間を費やす必要がある．この状況では，測地線はどこか
狭い場所に閉じ込められているわけではないので，大域的な大偏差であると言

える．一方二次元の大偏差でも cutpointが現れる可能性があり，その場合は局
所的な大偏差が現れる．以上より二次元の場合は，局所及び大域，両方の描像

を考えどちらの寄与が大きいか比較する必要があるため，間題は複雑である．

5.今後の展望

今回の結果は，三次元以上かつ十分小さいくという条件がついているので、

二次元の場合やいが小さい場合に対応する結果を考えるのは自然である．二次
元の場合は，上で述べたように大域的な状況を処理する必要がある．二次元の

大偏差原理の問題は，引き続き Dembin氏と共同で取り組んでいる．大きなく

については，上で述べたように二つの cutpointを同時に処理する必要がある．
この問題はより一般的な multiplecutpointsに関する研究につながっていく．

互いに相互作用のある cutpoint達がどのような幾何学的な構造を持って影響
しあっていくかというのは興味深い問題である．将来的には，この問題にも取

り組んでいきたい．
また，一つの cutpointに関してもいくつかの問題が残っている．例えば

cutpointに到達する時間の Chemicaldistanceの球がどのような形をしてい
るか， Deviationがどのくらいの大きさかなどは幾何学的な観点からも面白い

問題である．さらにそこでの球はところどころバブルを持つ可能性があり，特
異な性質も期待できるまた，そこでの幾何学的な量の詳細な評価は，大偏差

のイベント上での cutpointの存在など，レート関数以上の情報を得る事にも
つながる重要な問題であると期待している．
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