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Abstract 

本稿では，まず最適消費・投資問題に関する結果のサーベイを与える．その後，
ファクタモデルに対する最遮消費•投資間題の数値計算法として policyimprovement 
/ iteration algorithmおよびその収束に関する [12]の結果を紹介する．

1 イントロダクション

連続時間モデルを用いた消費および投資に対する期待効用最大化間題は， 1970年

前後にMerton[22], [23]によって提案され，簡単な場合に動的計画法を用いて解かれ

ている． Karatzaset al. [ 16]がより一般の状況で，同じく動的計画法を用いて解いて

いる．一方，マルチンゲール法を用いた最適消費•投資問題へのアプローチが， Cox
and Huang [5], Karatzas et al. [18], Pliska [25]などで確立された．動的計画法では，

Hamilton-Jacobi-Bellman (IDB)方程式と呼ばれる 2階の非線形偏微分方程式(PDE)の

解を用いて各戦略を与えることとなるため，複雑なPDEを解くことが求められる．一

方，マルチンゲール法はその点を回避できるメリットがある．また，市場が完備である

ときより有効である．非完備市場においては， Heand Pearson [13], [14]やKaratzaset 

al. [19] などがマルチンゲール法を用いて取り組んでいる．最遮消費•投資問題の満期
に対する分類としては有限満期と無限満期がある．動的計画法を用いたアプローチで

は，例えば， Liu[21], Berdjane and Pergamenshchikov [4], Hata et. al [9]で有限満期を，

Fleming and Hem細dez-Hem細dez[6], [7], Fleming and Pang [8], Hata and Sheu [10], 

[11], Nagai [24]で無限満期の場合を，それぞれファクタモデルの設定で考察している．

Policy improvement/ iteration algorithm (PIA)は，確率制御問題に対する数値計算法

の一つである． Bellman[2], [3]でvalueiteration algorithmと呼ばれる数値計算アルゴリ

ズムが有限状態空間の問題に対して提案され， Howard[15]でPIAがマルコフ動的計画

問題の数値計算法として提案された．これらは機械学習における強化学習で度々用いら

れており，離散時間の有限状態空間のマルコフ制御問題に対して多く研究されてきた．

制御過程が拡散過程の確率制御問題に対する PIAの研究は， 1980年頃にPuterman[26] 

などがあり，近年では， Bauerleand Rieder [1], Jacka and Mijatovic [17], Kerimkulov et 

al. [20]などがある．
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本稿では， PIAの収束を拡散過程を用いた確率制御問題の一つである，非線形確率

ファクタモデルを用いた最適消費•投資問題に対して考察する．本稿の構成は以下の
通りである． 2節で株価モデルにBlack-Scholesモデルを想定し，ベキ型効用をもつ投

資家の消費•投資に対する期待効用最大化問題の値関数および最適戦略の導出のサー
ベイを与える． 3節では，株価モデルにファクタモデルを採用し， 2節と同様の問題を
考える．この問題に対してPIAを適用したとき，［9］で得られている真の解に収束する

結果を与えている [12]のサーベイをする．

2 Black-Scholes モデル下での最適消費•投資問題

本節では最適消費•投資問題の例として，［22] で扱われている，株価がBlack-Scholes
モデルに従い，有限満期で消費と満期における富の効用がベキ型効用のときの，期待
効用最大化問題のサーベイを与える．効用関数がu(x)= ~炉 (y < 1, y -::f:-0)と表され
るベキ型効用の場合で紹介する．

(O,'F,P；｛冗｝）をフィルター付き完備確率空間とする． 1つの安全資産と 1つの株を
考え，それぞれの価格過程 {S~}, {S」が次の方程式に従うとする．

dS? = rS?dt， ⑬＝μふdt十びふdBt・

ただし， r （~o) は金利， µE 股は期待リターン，び(> 0)はボラティリティを表し，｛Bi}
は与えられた確率空間上の標準ブラウン運動とする．

T(> 0)を満期とする．また， C= {c1}0傘 Tを消費比率，冗＝ ｛叫。St三Tを株への投資比
率とする．ただし，任意の tE [0, T] に対して Ct~ 0とする．このとき，投資家の富過
程{Xi}は次のようになる．

dXC,” dS° dSt 

X戸
―=  （l -m —＋冗t― -c1dt = {r十冗t(μ-r) -c1} dt 十冗¢dBt•

s° st 

ただし， Xげ＝ x(>0)とする．
u虞→戦は単調増加で，上に凸などの適当な条件を満たす効用関数とする．この

とき，マートン問題とは次のような最適消費•投資問題のことである．

Vo(x) := ~~『 IEx|』 e―psu(cぷ'”)ds+e―pTu(X『)|• 

ただし， p(> 0)は割引ファクタとする．また， C= {c1JO<;t<;T, II =｛叫。<;t<;Tは適当な条
件を満たす発展的可測な確率過程 (admissible制御）のクラス上で考える．以下では，

効用関数としてベキ型の効用関数を用いる．

最適戦略を得るために動的計画法を用いることを考える． tE [0, T]に対して，

V(t,x) ：=CtsT!『tTIEt,x|lT e―p(s-tlu (csX~·rr) ds + e―p(T-t)U (x戸）|
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と定義する．ただし， C1,T= {cs}区s~T, II1,T =｛叫区s~T とする．このとき， HJB 方程式
は次のようになる．

如＋xrDxv+ぶ？贔|u(cx)-pv + ~<T2rr2-DxxV + x{rr(μ -r) -c}D叶＝0, v(T, x) = u(x). 
(2.1) 

この方程式をベキ型効用の場合に解く．まず，（2.1)の左辺のsupを達成する戦略c;，元
を求めると，

c; = (Dxv);;=T.(μ-r)Dxv 冗＝ x 
X,  ・・t 炉DxxV

と求まる．これらを(2.1)に代入することで， supを無くした形でHJB方程式を表すこ

とができる．その解を求めていく．

1 
v(t, x)＝ー炉ew(t)
y 

と表せる解を考えると，（2.1)は次のように書き換えられる．

紐＋ Uy-p + (l -y)e―缶＝ 0, w(T) = 0. 

この常微分方程式を解くことで， HJB方程式の解v*(t,X)は次のように与えられる．

~xY {e-~(T-t) + ~(1-e―苔(T-t)
1-y 

v*(t, x) = t炉 e―亡― +~(1-e-~(T-l))}i-y.

ただし， Uy＝寸マ告¢.+yrとする．また，時刻tでの最適戦略の候補(c;，元）も明示
的に次のように与えられる．

c; = {e―考(T-t)+ ~(1-e-~ 
p-Uy 
(1 -e―古（T-t))r''が＝上こ

t l-y び2 ・

最後に， verificationtheoremを示すことで値関数V(t,x) = v*(O, x)であることと，｛c;},
｛元｝が最適戦略であることが示される．
ここでは株価過程がBlack-Scholesモデルに従う場合に，動的計画法を用いてHJB

方程式を導出し，その解を求める概略を与えた．モデルが複雑になっても， HJB方程

式の可解性の証明は難しくなるものの， HJB方程式の導出までは概ね同じである．

3 ファクタモデル下での最適消費•投資問題に対する PIA

ここでは前節の設定から，株価過程をファクタモデルと呼ばれるモデルに拡張した場

合の最適消費•投資問題を考える．このような設定では， HJB 方程式の解を明示的に表
すことはできないが， Hataet al. [9]でy<Oのときに解決されている．ここでは， Hata
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et al. [9]と同様， y<Oの場合を考える． policyimprovement algorithm (PIA)と呼ばれ

る強化学習などで用いられる数値計算アルゴリズムを考え，その逐次的なアルゴリズ
ムで得られるある種のPDEの解が，真の解に収束することおよびそのオーダーに関す

るHataand Yasuda [12]の結果のサーベイを与える．

株価モデルとして外生的な確率的ファクタに依存したモデル（ファクタモデル）を

用いる．多資産でも成り立つがここでは簡単のため 1つの危険資産， 1つのファクタの

場合を述べていく．安全資産， 1個の株， 1個の外生的ファクタとして，それぞれは次

のような各方程式に従うとする．

dS? = r(Y1)S?dt, dS 1＝ふ{μ(Y1)dt+ L(Y1)dBn, dY1 = g(Y1)dt + A(Y1)dB1, 

sg = sg, s。=So, fi。=y.
ただし，｛B」はフィルタ付き完備確率空間(Q,'F,IP';｛冗｝）上で定義されたN (EN)次元
標準ブラウン運動とし， μ,g：尺→股， L,A：股→股lxNはリプシッツ関数とし， L,A 

は次を満たすとする．任意の XE股に対して，次を満たす正の定数C1,C2が存在する

とする；

C1 ~ L(X)L(x)* ~ C2, C1 ~ A(x)A(x)* ~ C2. 

ただし，行列Aに対してA*はその転置とする．また， rは非負有界ななめらか関数で，

その導関数も有界とする． これらから得られる富過程{X1}は， X。＝ xで，

邸 dS~. dS1 
ー＝（l-冗t)一＋冗t7-Cidt = [r(Y1)＋冗1{μ(Y1)-r(Yi)} -c1] dt十冗ぶ(Y1)dB1
xt s° S1 

となる．ただし， C＝｛叫，冗＝｛叫は適当な可積分条件を満たす 1次元の発展的可測な

過程であり，それぞれ消費率と危険資産への投資比率を表すとする．

満期を T>Oとし，リスク回避度をyE (-oo,0)とすると，問題は

[IT l V(O, x,y) := (c翌＆戸。 e―pst(c1X汀 dt+e―pTt位）'Y]

となる．ただし，只バま，発展的可測である（C，冗）の許容可能な戦略の集合とし， p>O

とする． ここで，一般にベキ型効用ではO<y<lも考えるが，本研究では扱わない．

[9]で用いられている適当な測度変換から確率測度戸を得る．この戸を用いて問題

を書き換え，制御の集合を広げた問題を考える．そこから得られる次の問題を考える．

v(t,y) := (c,：塁 lE冗 [fle―p(s-t)可eア［仙—叫duds+ e―p(T-t)er『仏—叫ds]. (3.1) 

ただし， lE”は戸による期待値を表し，汎1 しま，発展的可測である（C，冗）である測度変t,T 
換が可能な許容可能戦略の集合とする．また，

l-y 
e(y, 冗)：＝-—立(y)立(y)*,r2 +(μ(y）-r(y））冗十r(y）， et:= e(Y1,冗t)

2 
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とする．（3.1)の関数がv(t,y)= ew<r,y)と表せるとすると， v(t,y)のHJB方程式から，
W(t,y)が従う方程式は，

8W l 1  
—+ -A(y）A(y）・v2w + ~A(y)A(y)*(DW)2 
Ot2  2 

+g(y）DW-p+!叩-yc+cye-W)＋infly{t(y，冗） ＋冗L(y)A(y）＊DW}]= 0, 
冗ElR

W(T,y) = 0である．この解を和とすると，値関数V(O,x,y)，最適消費戦略貪t,y)およ
び最適投資戦略n(t,y)が適当な条件の下，次のように与えられることが[9]のTheorem

4.1で知られている．

xr 和，y) 一麟V(O,x,y) =―e ，で（t,Y1)= e-~, 
y 

印，Yi)=
l l -

μ(Yi) -r(Yi) + L(Yi)A(Yi)* DW(t, Yi)}. 1 —江（謳(Yt) ＊ { 
上述の問題に対する PIAを具体的に与える．

アルゴリズム

1. l = 0とし，最初の戦略を (cり，紗）=(1,0)とする．

2. v<IJ(t, x,y) =号e砂 (t,y)とし， W（l)は次の解とする．

8w(l)ll  
―+  -A(y）A(y）＊がW(l)+-A(y）A(y）＊（DW呼
8t2  2 

+g(y）Dwl)-P-yc(l) +（C(l)Ve―wUJ + y{t(y，砂）＋冗([)I;(y）A(y）＊DW(l)}＝ 0, 

砂 (T,y)= 0. 

3. c;l+lJ = cU+ll(t, Y1)，冗；l+l)=冗(l+1)(t,Yt)とする．ただし，

c(l+l¥t,y) = arg隠且ーye+ere―砂(t,y)}'

冗(l+l¥t,y)= arg四 [r{e(y，冗）＋冗L(y）A(y）•DW(°}］．

4. lをl+ 1として2.に戻る．これを繰り返す．

このアルゴリズムを用いたとき，次の収束に関する結果が示される．

定理3.1 ([12]のTheorem4) N = 1とすると，任意の(t,y)E [0, T] X良に対して，

0< w(l)（t,y)ー伽，y）<（国(w<O)(t,y)直 (t,y)) 
が成り立つ．
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このことから，任意の (t,x,y) E [0, T] X艮x罠に対して， V(ll(t,x,y)が， l→00のと
きV(t,x,y)に収束することが示される．この結果において，株価過程およびファクタ

過程のドリフト係数μ,gに有界性を仮定していないのが一つのポイントである．

ここでは， N=Iの市場が完備な場合のみ述べたが，［12]では多資産の設定で，市
場が非完備の場合に対しても適当な条件の下，同様の結果が得られることが示されて

いる．

また，［12]では， N=2で，ファクタ過程にオルンシュタイン・ウーレンベック過程

を仮定し， μ(y）＝Y,L(y）＝定数， r(y）＝定数とした場合の数値実験結果を与えている．

この設定は [12]のTheorem4の仮定の範疇に入り，市場が非完備な場合になる．その

数値結果として，繰り返しのステップ数がかなり少ない段階で，相応の精度で収束す

ることが示されている．
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