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Abstract 

非初等的なグロモフ双曲群上のランダムウォークが小さいノイズパラメータに対
して強い意味で非鋭敏的であるという結果について紹介します [Tan22]．離散群上の
ランダムウォークのノイズ鋭敏性については [BB21]，関連する問題や背景は [Ka118]
によります

1 離散群上のランダムウォークのノイズ鋭敏性

ここでの離散群とは正確には可算群で離散位相を備えた位相群のことです． そのよう

な群rとその上の確率測度μにたいして（単位元を出発点とする） μ-ランダムウォーク

(RW){ wn}::=。とは，以下で定義される「上のマルコフ連鎖です：

rに値を取るμを共通な分布とする独立同分布な列X1心2,・ ・ ・, Xn,.,．にたいし

て叫：＝ X1・ ・ ・ Xnまた Wo:= id（単位元）とする．

例えば， rが有限生成であり Sをその 1つの有限生成系で対称なもの（つまり s-1= sを

滴たす）とし，μを S上の一様分布とすると μ-RWはペア (r,s)に対するケーリーグラフ

上の単位元を出発点とする単純ランダムウォークです．特にr= z2, s =｛土e1，土e2}（こ

こで e1,e2は標準基底とします），またμが S上の一様分布であるときは μ-RWは原点を

出発点とする正方格子上の単純ランダムウォークを与えます

このときr上の μ-RWにたいして以下のように‘‘ノイズによる摂動’'を定義します．実

数pE (0, 1)を固定し（ノイズパラメータとよびます），ランダムウォークの各増分Xnごと

独立に以下の操作を施します：

確率pでXnを分布μを持つ独立な y叶こ憤き換える，

確率 1-pでYn= Xnとする．

このとき Y1,Y2, ・ ・ ・, Yか．．．によって Zn:=Yl ・ ・ ・Ynまた zo:= idとし｛％｝：：＝。を与えます．
各Ynの分布はμであり，また独立であることから｛％｝：：=。は μ-RWであることに注意しま
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すさて任意のpE (0, 1)にたいして，結合分布 {(wn五）｝ご＝。は‘‘漸近的に独立’'になるで
しょうか？

より形式的に以下のように定義を与えます：実数pE [O, 1]にたいして rxr上の確率
測度

ザ：＝ pμ X μ + (1 -p)μdiag 

を定義しますここでμxμ は積測度また

μdiag((x,y)) := { ~'(x), : ~ ~のとき，
0, Xヂyのとき，

です．このとき上で与えた {(wn,%）｝デ＝。は rxr上の 7rP-RWですここで碍を (wn,Z砂
の分布， μnをWn（あるいは％）の分布とします

Definition 1.1. r 上の µ-RW がが—ノイズ鋭敏的 (noise sensitive,以下NS)であるとは，

任意の O<p<lにたいして，

||# -μn X μn||Tv →0, n→oo, 

が成り立つときをいうここで ll・IITVしま rxr上の確率測度V1,V2の間の全変動距離です：

恥—峰v = A閂肛 v1(A)―叫A)I= ~区 lv1(x)一砂(x)I.
xErxr 

Example 1.2.有限群r上の任意の μ-RWは/!1-NSです [BB21]．これは μ-RWがr上既約
かつ非周期的 (aperiodic)ならばrxr上7rP-RWは任意の pE (0, 1]にたいして一様分布

を定常分布に持ち，碍がn→00のとき一様分布に収束することからわかります（既約で
ない，あるいは非周期的でない場合は少し注意が必要です．）

Example 1.3. r = Z（無限巡回群），またその上の確率測度μが有限の 2次モーメントを
持ちその分散が Var(μ)＝庄＞ 0を満たすとき（特にμが {1,-1}上の一様分布のとき），
μ-RWは八NSではありません．これは中心極限定理の帰結です： （Wか％）を平均 (0,0)に
シフトし [iで正規化した確率変数の分布が平均 (0,0)，共分散行列

び2 (1 >p1 ~ p) 
を持つガウス分布に弱収束しますもし μ-RWが孔NSならば全変動距離による収束は弱
収束を導くことから任意のpE (0, 1)にたいして 1-p=Oでなければならず，矛盾します

そこで有限生成無限群 rとその上の μ-RWで且NSであるようなものが存在するか，
という問題を考えてみます． BenjaminiとBrieusselは以下を示しました：

Theorem 1.4 ([BB21]）．無限二面体群Doo=〈a,bI a汽bりにたいして次が成り立つ：

. μを μ(a)=μ(b) = ½とすると， µ-RW は /!1-NS でない
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. μを μ(id)=μ(a)= μ(b) = ½とすると， µ-RW は孔NS である．

有限生成無限群で有限生成系をサポートにもつ任意の分布μにたいして対応する μ-RW

が八NSであるようなものは見つかっていません．第 1種Grigorchuk群がそのような群
であると予想されていますが未解決です [BB21,Kal18]. 

2 強い意味での非ノイズ鋭敏性

離散群r上の μ-RWが八NSであることの障害を考えてみます． Example1.3を一般化し
てrがZへの全射準同型を持つ場合， r上に £1-NSでない μ-RWを構成することができま
すもう 1つの障害として以下が知られています：

Theorem 2.1 ([BB21]）．ペア (r,μ)が非リューヴィルである，つまり有界なJ:r→股で
μ調和であるもの

L f(xs)μ(s) = f(x), x Er, 
sEr 

は定数関数に限るとき，任意の pE (0, 1)にたいして

lim inf 117r~ -μn X μ叶廿v>O
n→CX) 

である特にr上の μ-RWは£1-NSではない

離散群r上の μ-RWが且NSであることの障害は， rがzへの全射準同型を持つこと，
またはペア (r,μ)が非リューヴィルであることのみであるかどうかは興味深い問題です
[BB21, Question 1.5]．以下の結果は，非リューヴィルであるペア (r,μ)の広いクラスで，
（次の意味で） £1-NSの強い否定が成り立つことを示しています：

Theorem 2.2 ([Tan22]). rを非初等的なグロモフ双曲群とし，μをその上の分布で有限
生成系をサポートに持つものとしますこのときある O<po::;1で任意の O<p<p。に
たいして

ll1r~ -μn X μ』|TV→1, n→oo, 

が成り立つ．

非初等的なグロモフ双曲群の具体例には階数2の自由群F2，三角形群

〈a,b,cI a汽b尺c7,abc〉

種数2の向き付け可能閉曲面の基本群があります．定理2.2のペア (r,μ)は常に非リュー
ヴィルです (rの非従順性の帰結です）．一方そのようなrでzへの全射準同型を持たない
ものもありますまた注意として定理2.2のμについての条件は，μのサポートが（半群と
してではなく，群として）生成する部分群が的と同型な群を含む，かつμは（語距離につい
て）有限な 1次モーメントを持つ，というものに弱められます．定理の主張でPo=1と取
れるような μ-RWが存在することは分かっていますが，一般にPo=1とできるかはわかっ
ていません．
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3 定理2.2の証明の方針

証明には次の 2つを示すことがポイントとなります：

(1)ランダムウォークが群の境界に定める調和測度が真に次元的であること．

(2)ランダムウォーク・エントロピーのパラメータについての連続性．

以下この 2点を説明します rの（グロモフ）境界を冽とし「のコンパクト化ruar

を考えます（これは距離化可能です）． μ-RW{wn}ご＝。は境界のある点Wooに（コンパクト
化の位相で）概収束しますこの Wooの分布を作とかき，μ-調和測度とよびます．一方
己 RW{(wn五）は。は (ru or戸において (or戸のある点 (woo,玉）に概収束します．こ
の(woo,玉）の分布を四とかき， 7rPー調和測度とよびますここでn→ooのとき，μ叶む Vμ
にruar上弱収束し， 7r[は玲Pに(ru ar戸上弱収束します．（ここで (ru ar戸のランダ
ムウォークの“行き先’'は (or戸であることに注意します．）境界狐には自然な（擬）距離
が定まります禎 (or戸上の（擬）距離についての閉球を B(t,r)（中心tE (or)汽半径が
r>Oであるもの）とかくことにします．

上記のステップ(1)は7rP-調和測度玲Pが真に次元的 (exactdimensional)であることを
示すことです：

四 P についてほとんどすべての点tE (or戸で

lim 
log四 (B(t,r)) h（ザ）

＝ 
r→6 log r l' 

(D) 

が成り立つ．

ここでh（冠）は 7rP-RWのランダムウォーク・エントロピー lはドリフトでそれぞれ正で
有限の値ですこの設定では lはrxr上のある距離についての平均移動距離で，この距離
として自然なものをとると［は pによりません．ここでランダムウォーク・エントロピー

h（呼）の定義のみ述べると

h（ザ） ＝ lim 
H（碍）

n 
， ここでH(#）：＝ーと叶(x)log叶(x),

n→00 
xErxr 

です（極限の存在は Feketeの補題によります）．同様にして h(μ)を定義します．
上記のステップ(2)はp→h（ザ）が単位区間 [O,1]において連続であることを示すこと

です．これは ErschlerとKaimanovichの結果から従います [EK13]．一方μ-RWと7rP-RW
のランダムウォーク・エントロピーについて

h(μ)さh（冠）さ 2h(μ),

が成り立ちますいま h(μ)> 0です（これはいまの場合はrが非従順であることの帰結で
す； h(μ)> 0とペア (r,μ)が非リューヴィルであることとは同値です [KV83]）．これより
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十分小さいすべての p>Oでh（ザ） ＜ 2h(μ)であり， h（砂） ＝h(μ)また h（州） ＝2h(μ)で
あることに注意すると，（D）から (ar)2上の2つの確率測度佐P とVμ XVμ しま互いに特異に

なりますこれより (ru or戸上の確率測度の列｛吋｝~=0> {μn X 伽｝ご＝。がそれぞれ V,rP,

Vμ XVμ に弱収束することから，

限隠f||碍― μnX μ叶ITv~ llv1rPーツμX叫ITV=l,

が得られます一般に 2つの rxr上の確率測度乃， ll2に対して llv1-v2IITV ~ 1である
ことから，

』閃1|＃-μnX μ』|TV=1, 

となり，定理2.2の主張が帰結されます．

Remark 3.1.ここで{a,b}上の自由半群F；とその上の確率測度μとしてμ(a)=μ(b) = 1/2 

であるものをとると，対応する 7rP-RWのランダムウォーク・エントロピーは

h（ザ） ＝log 2 -~ log ~ -(1 -~) log (1―り
です．この場合は任意のpE (0, 1)にたいして h(1rり<h（が） ＝2log2を満たします．

References 

[BB21] Itai Benjamini and Jeremie Brieussel. Noise sensitivity of random walks on 
groups. arXiv:1901.03617v2, 2021. 

[EK13] A. Erschler and V. A. Kaimanovich. Continuity of asymptotic characteristics for 

random walks on hyperbolic groups. Funktsional. Anal. i P叫ozhen.,47(2):84-89, 

2013. 

[Kal18] Gil Kalai. Three puzzles on mathematics, computation, and games. In Prnceed-

ings of the International Congress of Mathematicians-Rio de Janeim 2018. Vol. 
I. Plenary lectures, pages 551-606. World Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2018. 

[KV83] V. A. Kaimanovich and A. M. Vershik. Random walks on discrete groups: bound-
ary and entropy. Ann. Prnbab., 11(3):457-490, 1983. 

[T皿 22]Ryokichi Tanaka. Non-noise sensitivity for word hyperbolic groups. 

arXiv:2211.03951, 2022. 


