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Abstract 

Kohn-Sham模型の局所密度近似において、分子が近づくときの反発力について考察する。

1 分子モデルのハミルトニアン

N 個の電子が K 個の原子核の周囲を運動している分子系の最低エネルギーは以下の最小化問題で記述

される（密度汎関数理論 [6,8]）。

虚 (N):= inf { F:(p) -l即 Vli(x)p(x)dx:y'PEが（酎），L3p=N}, 

V瓜x) ：＝ L~, B.=(R1,••·,RK)Effi.3K. 
|x-Rj| 

j=l 

ここで z1,...，紐＞〇は原子核の電荷で、その位置R1,...,RKは静止しているとする。 FLL(p)はLevy-Lieb

の汎関数で

FLL(P) ＝ `［喜？3）｛ぶN閃疇）1宣＋1五J即 N|I!竺〗］2| dぷ｝，
叫）：＝NJ即 (N-1)Iゆ(x,x公．．．，邸）12dx2・・・dXN, ぷ＝ （X1,...,XN)E民3N.

八Nび圏）はび（配）の N個の反対称テンソルをとった空間を表す。

以下の分子間力 (Born-Oppenheimerpotential energy surfaces)を考えたい：

DGS（乙，且）：＝虞(Z)一文屁りlx-R凸） ＋LZiZjlR; -Rj1-1. (1) 
J=l 9<J 

=:U且

ここで DGS(Z,_, E) < 0であれば分子をつくり、そうでなければ分子をつくらない。よく知られているよう

に、分子間には遠距離で DGS~ -R-6なる van-derWaals力がはたらく [2,9]。ここで遅延効果を入れる

とDGS~ -R-7になると信じられている [4]が、この証明は存在しない。
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一方で、近距離では分子間距離 Rによる反発力がはたらくはずである。 J.P. Solovejは以下の予想をし

ている。

〔□゚voejののと予：；lsl~R-7となる。
ヽ
ー
ノ

この予想は Thomas-Fermiモデルの性質からきている。

ところでつぎを (extended)Kohn-Sham modelという。

平(,):=tr[(炉-v),]+~Jl3xlll.3 ~dxdy-Exc(Pサ，
即 x恥3 Ix -yl 

、 V-
=cD(p) 

E炉(n):= inf｛邸（,):1 EDM,tr, = n}, DM  := {,: 0 S, S 1,1 ＝孔 tr(—ふ） ＜00}. 

ここで広は交換相関エネルギーといわれ

-Exc(P) -〗二；こ入凸(P]）-:t喜tr(—主）― D(P)

これは正確な基底状態エネルギーを与える： E悶(n)=E閤(n)。つぎのように交換相関エネルギーを近

似することが多い（局所密度近似） ： 

Exc(P) ""EtfA(p) := 13 g(p(x))dx, 
艮3

ここで g：艮＋→恥を二階微分可能で以下を満たすものとする。

g(O) = 0, 

g':::, 0, 

ヨ0< f3-S {3十三
2 _ lg'(t)I 

5 
- sup 

t-ElJL+. t/3＿ + t/3十

く oo,

3 
ヨ1Sa< 

g(t) 

2 
- limsup --＞ 0. 

t→o+ 炉

この条件のもとで E悶(Z)は基底状態 (minimizer)をもつ [1]。たとえば LDAexchangeとよばれる典型

的な gLDA(p)= (3/4)(3/1r)l/3p4/3はこの条件を満たす。

(1)のエネルギーを Kohn-Shamモデルのものに変えた分子間力を DKS(Z,_, E_)とかき、同様に Thomas-

Fermiモデルの分子間力を DTF(Z,_, B_)とする。このとき、局所密度近似を入れた Kohn-Shamモデルにつ

いて Solovejの予想が証明できる。

G. 2022 [5] 

Zmax = max区 i<::KZ; and Zmin = min区 i<::KZiとする。もし Zmin:::, 1である妬＞ 0について

Zmin:::,知 maxなら、ある E>Oが存在し任意の RminE (0,4]で以下が成立：

DKS(Z,_,E_) -D叫Z,_,B.)Is CR;;;了n+c.

ここで K= 2, R := IR1 -R叶→ 0のとき DTF(Z._, E_)→ cRゴが知られている [3]。つまり DKS(Z._, E_) ~ 

cR-7 (R→ 0)となる。
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さらにもし in紐(E閤(Z)+U叫＝ E悶(Z)+ U巫をみたす配位昼＝ （R帆．．．，R炉）が存在すれ

ば脳：＝ mini-1-ilR屈— Rij)| 2 C。が証明できる。これは N~Z~K → ooで約 EzKの予想

(crystallization)の極一部。ただし、こうした近似モデルにおいてはこのような minimize他の存在は自

明でなく、実際証明もされていない。

また、上の結果は [10] (K = 2、g= 0の場合）の拡張である。
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