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概要

強非拡大性をもつ写像列の共通不動点の近似に関して文献 [19]で得られた結果を

報告する。

1 はじめに

Eを実 Banach空間， CをEの閉凸部分集合，｛％｝を [O,1]の数列，｛Sn}をCから C

への非拡大写像の列とし， Cの点列｛％｝を， UEC, X1 ECおよび

Xn+l = CXnU + (1 -an)S立 n (n EN) (1.1) 

で定義する。本稿では，点列 {xn}が {Sn}の共通不動点に強収束するための十分条件に

関する結果を取り扱う。

点列 {xn}を扱った研究には様々なものがある [1-4,6-8, 8, 9, 11, 12, 15, 17, 22, 26, 27, 

32-34,36,38-40]。このうち，文献 [12]では次の定理が得られた。

定理 1.1([12, Theorem 3.4]). Eが一様凸， Eのノルムが一様 Gateaux微分可能，各 Sn

が非拡大であり，｛Sn} の共通不動点が存在し， ~na = oo, limn叫＝ 0,X1 = Uであり，

｛ふ｝が AKTT条件を猫たし，さらに

• ~n lan+l —叫< (X)または

•任意の nEN 対して CYn,j- 0,かつ， limnCYn/CYn+l = 1 

のどちらかが成り立つと仮定する。このとき，（1.1)で定義される点列｛％｝は，｛Sn}の

ある共通不動点に強収束する。

また，文献 [26]には，定理 1.1と似た次の定理が述べられている．

定理 1.2([26, Theorem 10]). Eが一様凸， Eのノルムが一様 Gateaux微分可能，｛Sn}
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が強非拡大列であり，｛Sn}の共通不動点が存在し，｛Sn}がAKTT条件を満たし，さらに

｛知｝が (0,1)の数列で， Lna= oo, limn Ctn= 0であるとする。このとき，（1.1)で定義

される点列{%}は，｛ふ｝のある共通不動点に強収束する。

定理 1.1と定理 1.2はよく似ているが，大雑把にいうと，｛Sn}に対する仮定は定理 1.1

の方が弱く，｛％｝に対する仮定は定理 1.2の方が弱いので，互いに独立した結果である。

本稿では，定理 1.2の仮定「{Sn}がAKTT条件を満たす」が弱められることを示し

（定理 3.1)，そして，定理3.1から導かれる結果およびその応用を紹介する。

2 準備

本稿では， Eを実 Banach空間， II・ IIをEのノルム， Nを正の整数の集合とする。また，

Eの点列｛％｝が xEEに収束することを咋→ Xで表す。

品 を Eの単位球面，つまり，嘉＝ ｛x EE: llxll = 1}とする。 Banach空閻 Eが一

様凸 (uniformlyconvex)であるとは，任意の E>Oに対して， 6>0が存在し， x,yESE, 

llx-yll ;=:: Eならば llx+ YII /2 ::; 1 -8が成り立つときをいう。 Eが一様凸ならば， Eが

回帰的であることが知られている [28]。

再び，品を Eの単位球面とする。 Banach空間 Eのノルム I・ IIが一様 Gateaux微分

可能であるとは，各 yESEに対して，極限

lim 
llx + tyll -llxll 

t→0 t 
(2.1) 

がxに関して一様に収束するときをいう。 Eのノルムが一様に Frechet微分可能である

とは，（2.1)がx,yESに関して一様に収束するときをいう。このとき， Eは一様に滑ら

か (uniformlysmooth)であるという。一様に滑らかな Banach空間は，同帰的であるこ

とが知られている [28]。

CをEの空でない部分集合， TをCから Eへの写像とする。このとき， Tの不動点

の集合を F(T)で表す。つまり， F(T)= {z E C: z = Tz}である。写像 Tが非拡大

(nonexpansive)であるとは，すべての x,yECに対して IITx-Tyl I :S llx -YIIが成り

立つときをいう。写像 T:C→ Eが強非拡大 (stronglynonexpansive)であるとは，次の

2条件が成り立つときをいう [20]。

• Tは非拡大である。

• {xn -Yn}が有界で llxn-Yn II -IITxn -Tyn II→ 0となる Cの任意の点列｛％｝

と{Yn}に対して， Xn-Yn -(Txn -Tyn)→ 0となる。
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Banach空間 Eが非拡大写像に関して不動点性 (fixedpoint property)をもつとは，以

下が成り立つときをいう。

D が Eの有界閉凸部分集合で， T:D→D が非拡大写像ならば， Tは不動点を

もつ。

Eが一様凸な Banach空間ならば，または， Eが一様に滑らかならば， Eは非拡大写像に

関して不動点性をもつことが知られている [21,28,30]。

CをEの部分集合 kをCの空でない部分集合とし， Qを Cから Kの上への写像と

する。 Qがretractionであるとは，すべての xEKに対して Qx=xが成り立つときを

いう。 Qがsunnyであるとは

XE C,入20,Qx十入(x-Qx) EC⇒Q(Qx十入(x-Qx)) = Qx 

が成り立つときをいう。 K が Cの sunnynonexpansive retractであるとは， Cから K

の上への sunnyで非拡大な retractionが存在するときをいう [25]。非拡大写像の不動点

の集合は，ある仮定のもとで sunnynonexpansive retractであることが知られている。

例 2.1([19, Lemma 2.3]). Eを回帰的な Banach空間， CをEの空でない閉凸部分集合，

T:C→Cを非拡大写像とし， F(T)i= 0であり， Eのノルムは一様に Gateaux微分可能

であり， Eは非拡大写像に関して不動点性をもつとする。このとき， F(T)はCのsunny

nonexpansive retractである。

Cを Eの部分集合，｛Sn}を Cから Cへの写像の列とする。 {Sn}が強非拡大性をも

っ，または，強非拡大列 (stronglynonexpansive sequence)であるとは，次の 2条件が成

り立つときをいう [13,14]。

•各名は非拡大である。

• {xn -Yn}が有界で llxn-Ynll -11s砂 n-BnYnll→ 0となる Cの任意の点列

｛％｝と {yn}に対して， Xn-yn -(S立 n-BnYn)→ 0となる。

強非拡大性をもつ写像列について詳しくは，文献 [8,13, 14, 18, 19, 31]を参照されたい。写

像列 {Sn}が写像 T:C→Cについて NST条件 (I)を満たすとは，次の条件が成り立つ

ときをいう [24,29]。

F(T) C nげ (Sn)であり，さらに，｛Yn}がCの有界点列で， Yn-BnYn→ 0なら

ば， Yn-Tyn→ 0である。
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写像列 {Sn}がAKTT条件を満たすとは，次の 2条件が成り立つときをいう [12]。

• Cの空でない有界な部分集合 Bに対して

Lsup{IISn+1Y-BnYII: YE B} < 00 (2.2) 

が以下が成り立つ。

•写像 T:C → C を
Ty= limSny (y EC) (2.3) 

n 

で定義するとき， nnF(Sn) = F(T)となる。

AKTT条件について次のことが知られている [12,Lemma 3.2]。

補助定理 2.2.CをBanach空間 Eの部分集合，｛Sn}をCから Cへの写像の列， Bを

Cの空でない有界な部分集合とし，（2.2)を仮定する。このとき，以下が成り宜つ。

•任意の y ECに対して，｛Sny}は収束する。

•写像 T:C → Cを (2.3)で定義するとき， limnsup{IITy -SnYII : y E B} = 0で

ある。

補助定理 2.2で， yEC, B = {y}のとき， B は Cの空でない有界な部分集合であ

るから， AKTT条件の前半の仮定 (2.2)のもとで，（2.3)により定義される写像 Tは

well-definedであることがわかる。

NST条件 (I)とAKTT条件の関係は次の通りである。

補助定理 2.3.CをBanach空間 Eの空でない部分集合，｛Sn}をCから Cへの写像の

列とし，｛Sn}はAKTT条件を満たすと仮定する。このとき，｛Sn}は，（2.3)で定義され

る写像T:C→Cについて NST条件（I)を満たす。

証明仮定より， F(T)c nn F(Sn)であることがすぐにわかる。 {Yn}をCの有界点列で，

Yn -Sn珈→ 0とする。このとき， Cの有界な部分集合 Bが存在し，任意の nEN対し

てYnEBとなる。補助定理 2.2より， limnsup{IISnz -Tzll : z EB}= 0であるから

IIYn -Tynll ~ IIYn -BnYnll + IIBnYn -Tynll 

~ IIYn -BnYnll + sup{IIBnz -Tzll : z EB}→ 0 

となる。したがって，｛Sn}はTに関して NST条件（I)を満たす。 口
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3 主結果と系

この節では，文献 [19]の主結果を述べ，次に，それから導かれる系を述べる。

定理 3.1([19, Theorem 3.1]). Eを回帰的な Banach空間， CをEの空でない閉凸部分

集合，｛Sn}をCから Cへの強非拡大性をもつ写像の列， Fを{Sn}の共通不動点の集合，

｛知｝を (0,1]の数列とし， Cの点列 {xn}をUEC, X1 ECおよび任意の nENに対

して

Xn+l = O:nU + (1 -O:n)SnXn 

で定義する。さらに， Eのノルムは一様 Gateaux微分可能であり， Eは非拡大写像に関し

て不動点性をもち， F# 0, an→0, Ln°'n = 00であり，｛Sn}は非拡大写像T:C→C

について NST条件（I)を満たすと仮定する。このとき，｛叫｝は QuEFに強収束する。

ここで， QはCから Fの上への sunnynonexpansive retractionである。

Eが一様凸のとき， Eは同帰的で，非拡大写像に関して不動点性をもつことから，定理

3.1より次の系が直ちに得られる。

系 3.2.Eを一様凸な B皿 ach空間とし， Eのノルムは一様 Gateaux微分可能とする。

さらに， C,{Sn}, F, T, {an}, u,｛％｝および Qは定理 3.1と同じとする。このとき，

{%｝は Quに強収束する。

系3.2の二つの仮定「{Sn}は非拡大写像T:C→Cについて NST条件 (I)を満たす」

および「｛％｝は (0,1]の数列」を， 「｛Sn}はAKTT条件を満たす」および「｛％｝は

(0, 1)の数列」に憧き換えたものが [26,Theorem 10]である。よって，補助定理2.3より，

系3.2は [26,Theorem 10]の一般化である。一方，系 3.2と定理 1.1は，互いに独立の結

果である。

定理3.1を使うと次の系も得られる。

系 3.3.E, C,｛叫｝および uを定理 3.1と同じとし， T:C→Cを強非拡大写像点列

｛％｝を X1EC および任意の n€ Nに対して

Xn+l = anU + (I -an)Txn 

で定義し， F(T)ヂ0を仮定する。このとき，｛％｝は Quへ強収束する。ここで， QはC

から F(T)の上への sunnynonexpansive retractionである。
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証明 Sn=Tとして写像列 {Sn}を定義すると，｛Sn}は強非拡大列である。さらに，

{Sn}がTに関して NST条件（I)を満たすことが容易にわかる。よって，定理3.1より結

論が得られる。 口

系3.3の二つの仮定「Eは回帰的で非拡大写像に関して不動点性もつ」および「{an}

は(0,1]の数列」を， 「Eは一様に滑らか」および「｛％｝は (0,1)の数列」に置き換えた

ものが [26,Theorem 4 (1)］である。よって，系 3.3は [26,Theorem 4 (1)]の一般化で

ある。

4 主結果の応用

ここでは，定理 3.1の応用例をいくつか紹介する。

まず，定理 3.1は，（共通不動点の存在以外に）制約のない非拡大写像列の共通不動点問

題に応用可能である。実際，所与の非拡大写像の列 {Tn}から，定理3.1の仮定を満たす強

非拡大性をもつ写像列 {Sn}を構成することができる。詳しくは，［19,Theorem 4.1]を参

照されたい。

また，定理 3.1は，増大作用素 (accretiveoperator)の零点問題にも応用できる。実際，

系3.2を使うと，増大作用素の零点近似に関する収束定理 [18,Theorem 3.1]を得ること

ができる。詳しくは，［19,Theorem 4.5]を参照されたい。

さらに，定理 3.1を使うと， viscosityapproximation method [23]と呼ばれる不動点

近似法に関する収束定理が得られる [19,Theorem 4.6]。この不動点近似法に関しては，

[5, 10, 16, 35, 37]を参照されたい。
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