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1.はじめに

本稿は、 [9]に基づいている。

ヒルベルト空間上の有界線形作用素に対する作用素ノルムは、ユニタリ不変であるが、
その数域半径は、ユニタリ相似にしかならない。その意味で、本質的な相違があるはずで
あるが、ここでは、作用素の幾何平均の観点から、両者の違いについて考察するのが、本
稿の目的である。

最初に、用語について説明する。 B(1i)をヒルベルト空間H上の有界線形作用素の全

体とする。 AE B(1i)が、正とは、任意のベクトル XE1iに対して、〈Ax,x〉2:0が成り
立つときを言い、 A;::::0とかく。また、 Aが可逆な正作用素の時に、 A>Oとかく。 2つ
の自己共役作用素A,Bに対して、 A-Bが正の時に、 A;::,:Bとかき、これを Lownerの

半順序という。作用素AE B(1i)に対して、その作用素ノルム IIA||、数域半径w(A)、ス
ペクトル半径r(A)をそれぞれ

IIAII = sup{IIAxll : llxll = 1, x E 1i} 

w(A) = sup{|〈Ax,x〉|： ||xii= l,x E 1i} 

r(A) = sup{l,¥I :入 Ea(A)} 

と定義する。作用素ノルムは、ユニタリ不変：任意のユニタリ作用素 u,vに対して、

IIUAVII = IIAIIがなりたつ。数域半径はユニタリ不変にはならなくて、一般的にはユニ
タリ相似： 任意のユニタリ Uに対して、 w(U*AU) = w(A)がなりたつ。さて、この 3つ
の半径には、

r(A) :S w(A) :S IIAII 

の関係があり、 Aが自己共役作用素の時は、すべて一致する：

r(A) = w(A) = IIAII -

作用素の幾何平均を考えるために、まず、数の場合から類推してみる。 2つの正の数a,b
に対して、その幾何平均はヽ砧、もっと一般的に、加重幾何平均は、 al-aザ (o:E [0, 1]) 
である。これの非可換版、即ち、作用素版を考える。 2つの正作用素A,Bに対する加重幾
何平均は、数の場合を考えると o:E [O, 1]に対して、 A1-"'B"'を考えるのは自然であるが、

作用素の非可換性により、これは正作用素どころか、自己共役作用素にすらならない。そ

こで、正の数a,bに対して、 ((1-a)砂＋ aげ）＂→a1-"'b"'asp→ 0なので、同じように

考えて、 ((1-0:)が＋aB叫でp→0の時の極限を考えてみる。これは、きちんとノル
ム収束して e(l-a)log A+a log B になる。そこで、

A ◊a B = e(l-a)logA+alogB for 0: E [O, 1] 
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とおいて、これは、カオス的幾何平均と呼ばれている。しかし、単調性などの幾何平均と
して持つべき性質を満たさないことから、一時は作用素の幾何平均として、考察の対象か
ら外れていたが、近年では量子情報理論などの分野の考察からその重要性が再認識されて
いる。現在は、 log-Euclideanmeanとも呼ばれている。なかなか、よい非可換版の幾何平

均を定式化するのは難しい。 3つ目は、数の幾何平均［品は、方程式叶＝ abの正の解で
ある。作用素の場合、 A:::>O,X:::>Oのとき、 AXは正とは限らないが、 XAXはいつでも
正作用素である。（実際は、任意の作用素 Xに対して、 X*AX:::> 0である。）そこで、方
程式丑＝ abをxa-1x= bとしてみる。これの作用素版として、 xA-1x= Bという作用
素方程式を考え、この方程式の正の作用素解Xを求める。単純に考えると X= Al/2 Bl/2 
とすれば、 X*= Bl/2 Al/2となり、間題の方程式の解になるが、残念ながら、この X は

正作用素ではない。 A-1が消えて、 Bが残るように試行錯誤をしてみると

X = Al/2 (A-1/2 BA-112)112 Al/2 

とおけばよいことに気づく。これは、先ほどの注意で、正作用素になり、実際に代入すれ
ば、 xA-1x= Bになり、方程式の解になっている。これを AとBの作用素幾何平均と

呼んでみようというのが3つ目の提案である。かなり複雑な式ではあるが、作用素の正性
を保持しながら考えるとこのようなことになってしまう。しかし、何回か書いていくうち
に、その内、そんなに複雑でもないように感じる。もう少し一般的に加重作用素幾何平

均を、

A恥B= A½ (A―½BA→)a ぷ for all a E [O, 1] 

とおく。 a=½ のときが、方程式xA-1x = Bの解である。 AとBが可換の時は、 A廿aB=
Al-a炉となっているので、数の場合の拡張になっていることが分かる。そして、この

A恥Bは、幾何平均として持つべき様々な性質を持つことが知られ、作用素論で非可換
な幾何平均を考察する上でもっと大切な概念である。歴史的には、 [7]を、詳しい性質を

見る場合は [6]を参考にせよ。さて、この 3つの作用素の幾何平均は、 AとBが可換のと
きは、すべて一致して、

A ◊a B =A恥B= A1-a Ba for all a E [O, 1] 

となるが、一般的には、代数的な関係、即ち、作用素順序的な関係はない。実際、 Al-aBa 
は自己共役作用素でさえないので、 Lownerの半順序を考えることさえできない。しかし、
作用素ノルムでは、

(1.1) IIA恥BIi:S IIA◇a BIi :S IIAl-aBall for all a E [O, 1] 

という美しい関係式が常に成り立つ。作用素幾何平均のノルムが一番小さくて、積版
Al-a炉のノルムが一番大きい。では、これの数域半径版はどうなるのだろうか？前 2

つの幾何平均 A~a B と A◊aB は正作用素なので、数域半径と一致する。しかし、 3 つめ
の幾何平均Al-aB吋ま自己共役作用素ですらないので、もしかすると、数域半径の場合は

順序が逆転するかもしれない。しかし、幸いなことに同じ関係が成り立つことが分かる。

(1.2) w(A比B)'.Sw(A◇aB)さw(A1-aBa) for all a E [O, 1]. 

(1.1)と(1.2)は、きれいな対応関係がついている。しかし、これでは、作用素ノルムと
数域半径の違いはでていない。そこで、パラメータ aの範囲を 0と1の間以外の部分で

考察をしてみる。もっと言うと、負の幕の時にどうなるのか？そして、今同は負幕のとき
に、作用素ノルム不等式とは違う数域半径不等式についてのいくつか結果を導くことがで
きたので、ここで、報告をしたい。
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2.負幕の幾何平均に関する作用素ノルム不等式

負幕の幾何平均に関する数域半径不等式を考察するために、作用素ノルム不等式が
どうなるのか考える必要がある。まず、負幕の幾何平均をきちんと定式化しておこう。

1 ¥ /3 
A 恥 B ＝ル（A―½Bい） A½

幕が負の場合は、一般的に幾何平均としてのよい性質を満たさないので、その意味で、こ

れは、 (3-擬幾何平均と呼ばれている。その定式化は比と全く同じであることに注意す
る。 (3-擬幾何平均についての詳しい性質については、 [4]を参照のこと 0 (3の範囲は実数
全体に広げることも可能であるが、様々な幾何平均的な性質は利用できなくなる。ここで

は、 f3の範囲は [-1,0)に限定しておく。次に、カオス的幾何平均はその定義によって、パ
ラメータはすべての実数を取りえるので、

A釦 B= e(l-f3)1ogA+f31ogB for all(3 E股

としておく。最後に、積版は、定義からこれもすべての実数で定義できるので、

A1-f3 B13 

for all(3E [-1, 0). 

for all(3 €民

としておく。負の数を意識するために、ここではあえて、 aではなくて、 9と記号を変え
ている。さて、このとき、次の結果がわかる。例えば、 [5,8]をみよ。

Theorem 2.1. AとBを可逆な正作用素とする。このとき、

IIA◇(3BIi :S IIA恥BIi:S IIA1-(3B(3||for all(3E [-1, -½l-
注意 （1.1)と比較すると、 A◇(3BとAtt(3Bの関係が逆転している。禎版Al-(3B(3の

ノルムはいずれも一番大きな値を取っている。実際は、

IIA◇(3BIi :S IIA恥BIi for all(3E [-1, 0), (2.1) 

(2.2) IIA匂13BIIさ||A1-/3B1311 for all(3E [-1,―ら］．

が成立している。後半は、 [-1,-½] の範囲でしか成立しない。例えば、 (3 = -iなどで、
' 2  

簡単に反例を見つけることができる。

さて、定理 2.1に対する数域半径不等式はどうなるのか？前 2つは正作用素なので、そ

のまま数域半径に置き換わる。 aE [O, 1]の場合と同様に考えて、次のような結果が成立
するのではないかと予想できる。

予想 AとBを可逆な正作用素とする。このとき、

w(A釦 B):Sw(A恥B):S w(A1-/3炉） forall(3E [-1, -½l-
区間 [O,1]の場合に、うまくいったので、当然成立するものと考えた。ところが、

が成立しない。次のように簡単な反例を見つけることができる。

これ

A= G 、＼~0
0

 

and B=  G 、\,~45
 とおく。 (3= -iで、

1 1 1 1 1 過
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w(A~B力＝ふ（］＋亨）＜ w(A q_½ B)＝亨簡単な計算で、

従って、

w(A砂B)さw(A1-f3屈）

は一般的に成立するとは限らないことが分かる。

Bに対して、 /3= -1で、

for all(3E [-1, -½] 
勿論、成立する場合もある。同じ Aと

AいB=AB-1A=(! 

~!). 
，
 

、
＼
ー
ー
／

0

0

 
A2炉＝（i 

同様な計算により、 w(A2B-1)= ½(]＋脅） >~ =w(AいB).

従って、

w(A砂B)::;w(A1-f3炉） for/3 ＝ -1 

は、成立する。

ここで、初めて、作用素ノルム 11·11 と数域半径 w(•) の違いが、幾何平均を用いた評価を
するときに、現れたようにみえる。もう少し、注意深く 3つの数域半径の関係を見る必要

がある。

3.負幕の幾何平均に関する数域半径不等式

A,Bは可逆な正作用素とする。このとき、 (2.1)より、両方とも正作用素なので、

w(A◇(3B) ~ w(A q(3B) for all /3 E [-1,0) 

が成り立ち、 (2.2)から直接わかるわけではないが、カオス的幾何平均の性質を用いて、

w(A釦 B)さw(A1-(3B(3)forall /3 E股

がわかる。従って、カオス的幾何平均との関係はわかるが、 w(A砂B)とw(A1-(3B(3)に

ついては、どのようになっているのか？そのままでは、順序はつかないわけであるが、ど
のような関係なら成立するのか？パラメータを一つ増やすことで、次の関係が成立するこ

とがわかる。

Theorem 3.1. AとBを可逆な正作用素とする。

w(A砂B)さw(A2(1-f3)qB叩q芦
このとき、

for all f3 E [-1, -½] and q 2'. 1. 

定理 3.1において、 q=lとすれば、次の結果をもつ。

Theorem 3.2. AとBを可逆な正作用素とする。このとき、

w(A 釦 B)~w(Aデ炉Aデ）~ w(AゎB)~ w(A2(1-(3）が(3)ら

for all /3 E [-1, -½]-
作用素ノルムでは、 Cordes型の不等式、即ち、

IIAB||~ IIAPB門什 for all p 2: 1 

が成立するが、数域半径では、それが成立しない。実際は、成立する範囲が限定され、次
が成立する。

1 

w(AB)さw(APB叩 for all p 2". 2. 
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ここにも、作用素ノルムと数域半径との違いが表れている。この事実により、 w(A1-(3B(3）
に関しては、次のような系列が成立する。

Theorem 3.3. AとBを可逆な正作用素とする。このとき、

w(A釦 B):=;w(AゾB(3AY)::;w(A1-(3B(3）::; w(A2(1-(3）が(3)i

for all(3 €恥．

作用素ノルム版だと、負幕であっても、 3つの作用素の幾何平均に美しい関係式が成
立したのに対して、数域半径では、微妙な相違があり、それがユニタリ不変性とユニタ

リ相似性との違いなのかと感じた。定理 3.2と定理 3.3を比べてみると、 w(A恥B)と
w(A1-(3炉）の違いというか、直接の順序関係はないが、その存在範囲はかなり絞り込め

たのではないかと思う。

今後の課題としては、 (3E[-1,0)に対して、 (3-擬幾何平均A砂BとAl-(3B(3の数域半

径の違いをもう少し精密に評価できないか。また、 Karcher幾何平均をはじめとする n変

数版幾何平均に関する数域半径不等式がどうなるのかも興味深い間題である。

4.補足

オガナイザーの松岡先生に、丁寧にわかりやすい講究録にしてくださいという依頼

をうっかりとしていて、まだページ数があるので、少し補足をしたい。数学の考え方の一
つに「横ずらしの考え方」というのがある [3]。数学教育的にはまだ認知されていないが、
新しい結果を見つけるときの代表的な考え方の一つである。実際、最近も若い研究者が作

用素環での結果を導くときに、この「横ずらしの考え方」を用いているまさにその瞬間
を見ることができた。「1つの結果や性質が得られたとき、その見方や考え方を横に見な

がら、問題の条件を少し変えたり、条件を緩めたりして、その結果や性質がどうなるのか
を調べてみる。そのような作業を通じて、さらによりよい方法を求めたり、もっと一般的
な状況についてまとめてみる」という考え方を言う。「解決したい課題、もしくは新しい
結果を導くときに、これまでにわかっている結果を横において、それを斜めに見ながら、

新しい結果がどうなるのか？これまでの結果はどこがうまくいっていて、今回はどこが困
難な点なのか？」などを考えながら、すすめる考え方のことである。研究者であれば、当
然考える一つの手立てであるが、学校現場では、この考え方はあまり表に出てこない。教

科書では、例題の説明をし、それをもとに練習問題を解くという形で矮小化されている。
その考え方をこそ、学ばなければいけないと考える。今回の研究過程は、この「横ずらし
の考え方」がうまくいった事例にまさになっていると考えられる。それは、第 2節の定理

2.1である。課題は、負幕の時に、カオス的幾何平均と仕擬幾何平均のノルム不等式がど
うなるのか。当然 (1.1)式がどうやって導かれたのか？そこが出発点になる。 (1.1)式は実
は、 Ando-Hiai不等式の直接の結果から導かれた。従って、安直ではあるが、負塞の場合

のノルム不等式を導くためには、負幕の Ando-Hiai不等式を考えることができれば、十分
だと気が付く。ここでは、便宜上、行列に話を限定することにする。

Ando-Hiaiによる log-majorizationtheoremとは、次の結果である［1]。任意の aE 
(0, 1]に対して

Ar比Br-<(Jog) (A ~a Bt for all'r：：：：： l 

が成立する。このことは、容易に次のノルム不等式を導く。ただし、 111・111はユニタリ不変
ノルムを表わす。

(AP に Bり½Ill ~ Ill (Aq恥B州 for O < q < p. 
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ここで、 Lie-Trotterの公式により、

A ◊a B = li111(Aq恥B州 foraE(0,1]
q→O 

が成立するので、 q→0で、 p=lとすれば、 A,Bを正定値行列とするとき、

IIIA tta BIii ~ IIIA◇°'BIii for all a E [O, 1] 

が成り立つ。ここでのポイントは 2つ。一つは、 log-majorizationtheorem、もう一つは
Lie-Trotterの公式である。しかし、 Lie-Trotterの公式は、実は、幕は実数全体で成立す

ることが知られている。従って、特に、 fJE [-1, 0)であっても、 Lie-Trotterの公式は成
立することになる。つまり、問題は負幕の時に log-majorizationtheoremがどうなるのか
わかればいいことになる。そして、この定理の一番大切なところは、次の不等式である。

a E [O, 1]に対して、

A tta B ~ I ====} が比 Br~ I for all r ?> 1. 

これを特に、 Ando-Hiai不等式という [2]。問題は随分明確になり、上の Ando-Hiai不等式

でfJE [-1, 0)のときにどうなるのか？aE (0,1]のときに成立するのだから、ここで、「横
ずらしの考え方」の登場である。 Ando-Hiaiの証明を左において、それを横目で見つつ、
aをgに変えて、どうなるのか。じっくりと Ando-Hiaiの証明を眺めることになる。する

と、 r?> 1 では、うまくいかないことはすぐに気が付く。では、 O<r~l のときは、どう
なるのか？まず、 ½~r~l とし、 0 < cご1に対して、 r=l-sとおく。 C＝心B-1ぷ
とさらにおく。そのとき、 B-1= A甘CA方かつ A防B=A虹c-r,心となる。 もし、

A恥B< Iならば、 c-/3 ~ A-1となり、 A~ Cf3がわかる L" 。 owner-Heinzinequality 
によって、 05 cこ1に対して、 A0~ C厖がわかる。 ー fJE (0, 1]かつ 1-sE［ふ1]な

ので、

Ar恥Br=A~(AYが—E:AデげA~

=Aぢ"(A~(B-1)1-0A ぢ")-r,Aぢe

=Aデ(A早 (A甘CA廿)1-cA~戸A号

= A~(A-½[A ttぃ C]A甘戸A~

= A½-0[A0 廿＿r, (A ttぃ C)]A½-0

~ A½-c[C°'c は＿a （Ca iぃ C)]Aい

という評価を得る。最後の不等式は行列幾何平均の単調性による。指数の直接計算により、

cBe :_g (C8伯＿E:C) = cr,(2c-1). 

そして再び L"owner-Heinz inequalityと0< 1 -2c 1により、 c-a< A-1は、
c噂 (l-2,:)さA-(l-2,:)を導きます。 従って、

Ar qr, Br~ Aいcf3(20-1lA½-0 ~ A½-E: A-1+20 A½-E: = I. 

だから、 ½~r~l の場合は、証明ができたことになる。 O<r く｝の場合は、上の手法を
繰り返すことで、結果を得ることができる。したがって、私たちは、次の結果が分かる。

fJ E [-1, 0)に対して、

AゎBさI ⇒ Ar~/3 げ：：：：： J for all O < r：：：：： L 
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これと、 anti-symmetrictensor powerの手法により、私たちは、負幕の Ando-Hiailog-

majorizationがわかる。 /3E [-1,0)に対して、

(*) Ar恥Br--<（log) (A恥Bt for all r E (0, 1]. 

これにより、

l(Aq砂Bq)¼ Ill ::; Ill (AP防B叫 for all O < q < p. 

特に、任意のユニタリ不変ノルム 111・111に対して、

IIIA◇f3 BIii ::; IIIA q13 BIii for all(3E [-1, 0) 

が分かる。オリジナルの Ando-Hiaiの証明と見比べると、まったく同じ手法の繰り返しに
気が付く。まさに、「横ずらしの考え方」のよさが発揮された場面である。もっと、この
考え方の良さが学校数学でも強調されることを期待したい。補足ということで、証明の背

後にある大切な考え方について述べてみた。負幕の Ando-Hiai不等式の証明については、
[5]を見ていただきたい。
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