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正数空間上の数猫演算について
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ABSTRACT. これは、ナンプレゲームをある種の演算と捉え、それを

抽象化した演算を数猫油算と称し、正数空間上の数猫演算を研究した

速報及びその surveyである。

1.動機

2項演算、特に半群演算は不等式にも関係して以前から興味がありまし
た ([7]参照）。実数空間上の連続な半群演算の解明については Abelに端
を発しいるようで、その後Aczelを始め多くの数学者が研究して来ました
([1, 2, 3, 4]参照）。僕の方は、最近では正数空間上の連続な半群演算を分
配律の観点から研究しています ([8,9, 10]参照）。

さてナンプレとは、 9x9のマス目があり、空いているマス目に次のルー
ルに従って数を配置する問題です：

(R1)各行に 1から 9までの数を 1個ずつ入れる。
(R2)各列に 1から 9までの数を 1個ずつ入れる。
(R3) 9 x 9のマス目全体を分割する 3x3の各ブロックに 1から 9まで

の数を 1個ずつ入れる。
僕は最近ナンプレを扱った本「数猫」 ([5,6]）を眺めていて、そこで取

り上げた間題を lg= {1, 2, ・ ・ ・, 9}上の 2項演算と見たいと言う考えに至
り、この観点を正数空間上の連続半群演算の特徴づけに応用できるのでは
ないかと言う思いに至りました。これが本研究の動機です。
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2.位相空間上の数猫演算の定義

上の動機を実現するため、 Xを一般の位相空間とし、通常の位相を持つ

直積空間XxXのn種類の分割ふ三 {Dぃ｝iEI19...，△n三{Dn,i}たInを
考えます。このとき X上の連続な 2項演算＊がX上の分割の族｛ふ｝区k~n
に関する数猫演算であるとは、

叫vk,iE H omeo(Dk,i, X) (1さk~ n,i E J砂

が満たされる事を言います。ただし、

1r*(x, y) = x * y (x, y EX) 

であり、 Homeo(X1，ふ）は位相空間ふから他の位相空間ふへの同相写
像の全体を表します。

所でナンプレの原点に戻りましょう。任意の aEXに対して、

Irow(X;a) = {(x,a) EX  x X: x EX} 

及び

Icoz(X;a) = {(a,x) EX  XX: x EX} 

と定義します。従って行分割

△row(X) = {Irow(X; a)}aEX 
及び列分割

△coz(X) = {Icoz(X; a)}aEX 
はそれぞれX x Xの最も基本的で綺麗な分割と考えられます。

△(X)をXxXの他の分割とします。このときもしx上の 2項演算＊

が

｛△row(X)，△coz(X)，△(X)} 

に関する数猫演算ならば、＊は単に△(X)に関する標準的数猫演算である
と言います。

ナンプレ問題とは、 X= {1,2, ・ ・ ・,9}とするとき、 9個からなる 3x3
ブロックによる XxXの分割に関する標準的数猫演算を、与えられた初
期値のもとで決定せよというものです。但し Xには離散位相を入れます。

上のような数猫演算は有限個とは言え、殆ど無数にあります。それ故ナン
プレ本が巷に溢れる理由です。しかしまだその中に半群演算となっている
ものは見つかっていません。

我々の輿味は正数空間 R十上の数猫演算にあるので、次節でR+xR+
上の代表的分割を与えましょう。
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3. R+ x R十上の代表的分割

以下 R＋を通常の位相を持つ正数全体の空間とします。次に R十上の

正数値関数y= J(x) (x > 0)のグラフを G(J)で表しましょう。

例 1。実数 aを任意に取って固定します。各入＞ 0に対して

μa，入（x)=入砂 (xER+) 

と定義し、△μ0= {G(μa，入）｝入＞。と置きます。これは幕関数による分割で

す。もし 0:> 0ならば、△四は R+xR十の増加型分割となります。もし

a < 0ならば、△四は R+xR十の減少型分割となります。また 0:= 0の

場合は△μa＝ △row(R+)となっています。

次の例は、上の例とは全く異なるものです。

例 2。任意の入＞ 0に対して、

仏＝｛（x,y) ER+ X R+ : X + y =入｝．

と定義します。このとき、 {L入｝入＞oはR+xR十の一つの分割を与えます。

4.主要結果

位相空間x上の 2項演算＊及び 'PEHomeo(X)に対して、

X *r.p y ='P―1位(x)* cp(y)) (x, y EX) 

と定義します。もしx上の他の演算＊が、ある 'PEHomeo(X)に対して

*= *r.p と書けるとき、＊と＊は位相同型である言い、簡単に＊~*と書き
ます。

正数空間R十上の任意の簡約的連続半群演算は通常積・，通常和＋及び

通常和のシフト＋＇のどれかに位相同型であることが知られています ([4,
Corollary 4. 5]参照）。ここで通常和のシフトとは

x +'y = x + y + l (x, y ER+) 

で定義された演算を言います。

次の結果は R十上の任意の簡約的連続半群演算は幕関数の定義する増

加型分割に関する数猫演算とそうでないものに分かれる事を主張してい

ます。
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定理 1。a>Oとする。このとき

(i)凡上の・または＋と位相同型な演算は△μ。(R+)に関する数猫演
算である。

(ii) R十上の＋＇と位相同型な演算は△ μ°'(R+)に関する数猫演算でない。

次の結果は R十上の通常積と位相同型な 2項演算を行分割及び列分割
に関する数猫演算で特徴付けたものです。

定理2。R十上の簡約的連続半群演算＊に対して次は同値である。

(i)＊は△cot(R+)に関する数猫演算である。

(ii)＊は△row(R+）に関する数猫演算である。

(iii) ＊は R十上の通常積・と位相同型、つまり＊主•である。

次の結果は定理 1,2の自然な帰結です。

系1。a>O及び＊を R十上の簡約的連続半群演算とする。このとき、

＊が△μ。(R+）に関する標準的数猫演算であるための必要十分条件は、そ
れが R十上の通常積と位相同型となることである。

5.問題

系1において、 a<Oの場合、つまり△四が減少型分割の場合はどう
なるか考察して見ましょう。

任意の実数aに対して、分割△μaに関する R十上の標準的数猫演算の

全体を

Sneko（△μJ = Sneko(R+；△μa) 

で表す事にします。 R十上の簡約的連続半群演算の全体を A(R+)で表す
とき、集合

Sneko（△μ°') n A(R+) 
を決定する事に興味があります。

しかしながら、主要結果からこれは Homeo(R+)の部分集合

H omeo(R+; Sneko（△μ。））：=｛'P E H omeo(R+) :'cp E Sneko（△μa)｝ 
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を決定する事と同値になります。その為に次の結果を示めします。

(I) R十上の可換な 2項演算＊に対して、もし a=-1ならば、＊は分

割△μaに関する数猫演算にはなり得ない。

(II)もし a-/=Oならば

H omeo(R+; Sneko（△μJ) = H omeo(R+; Sneko（△出／。））

が成り立つ。

(III)ゼロでない同符号の実数a,bに対して、

切a,b](x)= { 
呼 (0<XS 1) 
砂 (x2: 1). 

と定義するとき、もし―l<a<Oならば、

和，b]E H omeo(R+; Sneko（△μ。））⇔ max{-a/b,-b/a} < a 

である。従って主要結果及び (I),(II), (III)から

if CY 2: 0 

if-l<a<O 
if a= -1 Homeo(R⑱ neko心））｛：戸二悶此

= H omeo(R+; Sneko（△四／J)ifa<-1 

が成り立ちます。

それ故ーl<a<Oの場合Homeo(Rけの非自明な部分集合

H omeo(R+; Sneko（△μ。））

を決定しなければならないのですが、これは日暮れて道遠しの感があり

ます。

6.更なる考察

上の定理は正数空間上の簡約的連続半群演算に限りましたが、これは

綺麗な結果を得るためで、実はもっと一般の演算についてもある程度結果

を得ることが出来ます。今＊を位相空間x上の 2項演算とし、 f,g,hを

Xからそれ自身への連続写像とします。このとき

X*J,g,hY=h(f(x)*g(y)) (x,yEX) 
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と定義しますと＊f,g,hしよ X上の新しい演算となります。僕は＊f,id,idをf
による＊の列変換演算と呼んでいます。また＊id,g,idをgによる＊の行変
換演算と呼んでいます。また＊id,id,hをhによる＊の全変換演算と呼んで
います。ここに idはXからそれ自身への恒等写像を表します。

例えばR十上の通常積・に対して、．id,1/x,idしよ閃数XH1/x による•の
行変換演算ですが、これが所謂「右裔演算」です。これも簡単な考察で、

3節の例 2で定義された分割｛仏｝入＞。に関する R十上の標準的数猫演算
となっています。更に一般に f,g, h E H omeo(R+)を考えるとき、それ
らの方向（単調増加か単調減少かという意味で）の適当な組み合せで、や
はり同じタイプの数猫演算となります。

さて上の考察を Igに変換して見ましょう。先ず Igを加法群 Zgと同一
視し、その上の加法群演算・を考え、その右商演算

X*Y=X・Y―1 (x,y E Jg) 

を考えます。例えば 1* 2 = 9, 2 * 1 = 2,……です。
は以下の通りです：

1 2 3 4 5 6 
9 1 2 3 4 5 
8 9 1 2 3 4 
7 8 9 1 2 3 
6 7 8 9 1 2 
5 6 7 8 9 1 
4 5 6 7 8 9 
3 4 5 6 7 8 

2 3 4 5 6 7 

このとき＊の演算表

9
8
7
6
5
4
3
2
1
 

8
7
6
5
4
3
2
1
9
 

7
6
5
4
3
2
1
9
8
 これは確かに行と列のブロックに関しては 1から 9まで埋められてい

ますが、通常の 9個の 3x3ブロックについては、どれも 1から 9まで埋
められていません。つまり重複しています。その意味では通常の数猫演算
ではありませんが、しかし見方を変えて、 17本の左下がりの対角線を上
手くつないで 9本の左下がりの対角線と見て、これを I,XI，の分割と見
ると、この積・に関する右裔演算＊は標準的数猫演算となります。

実は加法群演算・に関する演算表は、
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9
1
2
3
4
5
6
7
8
 

8
9
1
2
3
4
5
6
7
 

7
8
9
1
2
3
4
5
6
 

6
7
8
9
1
2
3
4
5
 

5
6
7
8
9
1
2
3
4
 

4
5
6
7
8
9
1
2
3
 

3
4
5
6
7
8
9
1
2
 

2
3
4
5
6
7
8
9
1
 

1
2
3
4
5
6
7
8
9
 ですが、これは右下がり対角線による分割に関する標準的数猫演算となっ

ています。まあ少しは美意識に訴えるものがありそうですね。
所で上の 2つの演算表の関係ですが、アナログの場合から推察して、演

算・に関する逆関数： x→ 1/x (x E I9)は置換

び＝ （］ 2

9

 

3

8

 

4

7

 

5

6

 

6

5

 

7

4

 

8

3

 

、
＼
ー
ー
／

9

2

 
と読み変えられます。従って第一演算表は第二演算表の置換バこよる「行
変換」演算となっています。従って第二演算表を、第 1行はそのままにし
て2行と 9行を入れ替え、 3行と 8行を入れ替え、 4行と 7行を入れ替え
5行と 6行を入れ替えたものが第一演算表です。しかし庄＝ idですから
逆も成り立っています。

上の考察は次のような保存問題を示唆します： Jgの2つの分割△，△'に

関する標準的数猫浪算の集合をそれぞれSneko(Ig；△）， Sneko(Ig；△＇）とす
るとき、どんな変換Tが

T(Sneko(Ig；△）） ＝Sneko(Ig;△＇） 

を満たすか？
最後に数猫問題の良問とは何かを考えて見ましょう。

7. KOROVKIN SET 

集合Aから他の集合Bへの写像の全体を Map(A,B)で表しましょう。

次に KこA,MこMap(A,B)及びfEMを考えましょう。もし

g E M : 9IK = f IK⇒g=f 
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ならば、 Kはpair(M,f)に関する Korovkinset,または単に Korovkin

setと言います。もし Kが真の Korovkin部分集合を持たなければ、 Kは
minimalと言います。

数猫問題とは、 A = Jg X Jg,B = Jg, M を I，上の数猫演算全体、

f EMとするとき、 (M,J)に関する Korovkinsetを与えることです。
特に minimalKorovkin setを与えることが面白く、良い数猫問題となり
ます。

一般の場合、この Korovkinset問題はどうなるのでしょうか？特に正

数空間上で考えたいのですが、これは難問でしょう。
以上については、もう少し纏まった後、しっかりした証明をつけてど

こかに発表するつもりである。
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