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Stokes方程式の初期値問題に対する BMO最大正則性について

小川卓克（東北大・理／数理科学連携研究センター） 1 

1.放物型偏微分方程式の初期値問題と最大正則性

1.1.放物型方程式の最大正則性． Banach空間 X において次の抽象発展方程式の初期値問題を考

える：

｛皇＋Au=f, t EI, 

u(O) = uo EX, 
(AC) 

ここで u= u(t)はI→ X に値を取る時間変数 tEIの函数であり， I=(0, T)はT'.':'.:ooとし

た時間区間， AはX上の閉作用素であり，具体的には X をLebesgue空間 E（町）に定めた際の

2階楕円形作用素などを表す．初期値問題 (AC)に対する最大正則性とは外力 fをBochner空間

LP(I;X)に与えたときに解uが得うる最大の正則性を不等式の形で示したものである． AのX上

での定義域を D(A)とおき， B(X)0,1-1/p= (X, D(A)) 0,1-1/p をX との実補間空間とすれば最大

正則性は 1'.':'.:p'.':'.: ooにたいして

II誓LP(I;X)+ IIAullLP(I;X)'.':'.: CM(lluolls(x)0,1_11P + IIJIILP(J;x)) (MR) 

で与えられることとなるここで CMはf,u。に依存しない定数である．これは方程式の右辺で

ある外力と同一の正則性（可積分性）を左辺の各項が保つことを意味しており，双曲型偏微分方程

式の初期値問題のごとく，左辺の各項の特異性をキャンセルして方程式が成り立っていると言うこ

とが起こらないことを意味するこの評価は Laplace変換を通じて定常問題の楕円形正則性評価

である，いわゆる楕円形び評価と結びつき， Laplace変換を通じた発展方程式の一般論に対する強

力な主張を誘導する ([1],[3], [15]-[18], [24], [30], [58]). 

とりわけ Banach空間 X が無条件 martingale差型 (UniconditionalMartingale Differences, 

以下 UMDと呼ぶ） Banach空間である場合，時間指数が l<p<ooであれば最大正則性評価

(MR)は無限次元空間 X における Holmander-Mikhlin型の Fourierかけ算作用素に関わる LP(I)

有界性により与えられるすなわち最大正則性成立の必要十分条件は作用素 Aのresolventの族

T1(T)三 A(T+A)-1とT2=T8乳 (iT+ A)-1 (Tc/= 0)に対する冗有界性が成り立つこと，すなわ

ちある C> 0が存在して，任意の {T1,T2,・・・,TN}C JRと{u1墨 2・ ・ ・,uN} C X に対して｛巧｝芦1

をRademacher直交系として，

［シt)Te(Tj)Uj11:dt'.':'.:C［立j(t)ujllxdt
j=l j=l 

が£ = 1,2に対して成り立つと同値であることが知られており (Weis[58]), XがUMDの枠組みで

は初期値問題はもとより初期値境界値問題など多くの問題に有効な評価 (MR)が直ちに導かれる

こととなる．

1本研究は日本学術振興会科学研究費補助金，基盤研究 S#19H05597の支援を受けている．
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他方， X がUMDであれば必然的に回帰的となるため (Rubiode Francia [53], cf. Amann [1]) 

非回帰的な Banach空間では UMDとならない．したがって非回帰的 Banach空間上での最大正則

性の成立は各論に依るところとなる特に L1などの空間では最大正則性の非成立が知られており，

斉次 Besov空間 B如（股門 (Danchin[12], [13], [14], Ogawa-Shimizu [44], [45], [46]) modulation 

空間 M;,1（即） （I wabuchi [25]), Fourier-Sobolev空間 Hp(JRn)(Iwabuchi-Takada [27]），あるいは

Radon測度の Fourier像の空間 FM（民門 (Giga-Saal[23]）と言った空間での最大正則性の成立

が示されているこうした背景の上で，以下では非回帰的 Banach空間の例の一つである有界平均

振動のクラス EMO（町）における，熱方程式の初期値問題及び Stokes方程式の初期値問題に対

する最大正則性について議論するなおここで取り上げた空間とはわずかに異なる空間における

EMO最大正則性がAuscher-Frey[2]によって議論されている．

1.2.非圧縮性粘性流体方程式の臨界適切性．有界平均振動 EMO（賊門における最大正則性を議論

する動機として以下の流体の運動方程式の適切性の問題が挙げられる．非圧縮性粘性流体のダイナ

ミクスを記述する運動方程式として Navier-Stokes方程式が知られている．流体の流速を u(t,x):

恥 x即→町 (n= 2,3，・・・）圧力を p(t,x)：股十 X町→民としたときこれらを未知関数とす

る非圧縮性流体の運動は以下の Navier-Stokes方程式で記述される：
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(1.1) 

流体方程式の実学上の応用に際しては，有界領域や半空間，あるいは外部領域などそれぞれの問題

に適した，領域を設定して考察することが重要であり，実際のモデルにおいてはそこから様々な現

象が導かれるが，そうした問題の甚本となるべきやや理想的な設定が上記の問題に初期条件のみを

与える初期値問題を考察することである

N avier-Stokes方程式にはその解を不変にする伸長作用（以下スケーリングと呼ぶ）が存在する．

すなわち仮に (u,p)が問題 (1.1)の方程式部分のみを満たすものとすると，次のスケール変換によ

り与えられた新しい函数の組み（ぃ，p入）

{ u(t,y)→叫t,x）三入u（炉t，入x)， 入＞ 0,

p(t, y)→ P入(t,x)三炉p（応，入x).

は再び問題 (1.1)の方程式を満たす，すなわちスケール変換 (1.2)はNavier-Stokes方程式を不変

に保ち，この変換で不変となる函数空間，特に問題（1．1)の軟解（積分方程式を Bochner空間で満た

す解）を得るのに自然な Bochner空間のクラス LP（股サH以股叫股n))では，指数の組みが

(1.2) 

2 n —+ -＝l+s 
p p 

を満たすとき，不変スケール (1.2)によりその normが不変となる臨界空間となる． Fujita-Katoに

よる著名な結果 [21]に従えば，こうしたクラスでの可解性の議論が童要であるこのような空間で

考察することにより初期値問題の初期条件の大きさに依存しない時間局所的な可解性と，初期条件

の小ささを仮定した上での時間大域的な可解性を同時に得ることができるからである．
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発展方程式論の立場からは， p=00と選んで初期条件と各時刻における解の属する空間を同一

に取る制約（解の連続性・統徹性）をおくと可微分性と可積分性を表す指数に対して以下の条件が

課される：
n 

災＝ー1+ -． 
p 

これにより考えるべき函数空間は Sobolev空間であれば H2-1十'i(R庄R門あるいはLebesgue空間

であればか（町；町）であることがわかる．この方針に甚づいて，解の存在する基礎空間を Sobolev

空間 H打配） （Fujita-Kato [21]）やび（町） （Kato [32])に選ぶあるいはより広い空間である斉

次Besov空間 B品（町） （Cannone [8], Cannone-Planchon [9], Planchon [50]，定義は [4]参照）や

Morrey空間 (Giga-Miyakawa[22]），あるいはMorrey-Besov空間 (Kozono-Yamazaki[35]）に拡張

する試みが続けられてきた．

このように解の属する空間をスケール不変性を維持しながら拡大したいと言う意固は，スケール

不変性を保つ空間で解を構成することにより，多くの場合に解の正則性を伴うことができるため，

古典解や強解といった取り扱いの比較的容易な解を見いだすことが自然にできるという点がある．

上記のスケール不変則 (1.2)の観察によりたとえば空間 2次元のユークリッド空間における初期

値問題は流速の臨界空間がび(R生配）であることと，解のびnormが流速の運動エネルギーの有

限性：

llu(t)II§ + 2 [ 11▽u(s)ll§ds :S lluoll§ 

（ただし II・ ll2は配上の L2-normを表す）により時間大域的な強解の存在が導かれる．こうした解

空間 Xの拡大は最終的に Koch-Tataru[33]によりなされ，小さい初期値に対して

C([O, oo); EMO紅し（限包）） nC((O,oo);L00(限包））

でその適切性が示されている (cf. Iwabuchi-Nakamura [26]）． また斉次 Besov空間での端点指

数空間 Bるし（町） （1 ::;び::;oo)での初期値への連続性が破綻する非適切性の結果が知られてい

る(Bourgain-Pavlovicz[7], Wang [56], Yoneda [59]）．以上のように，非圧縮性粘性流体に対する

N avier-Stokes方程式の初期値問題について，有界平均振動のクラスが，その臨界適切性と密接に

関わることが知られており，そうしたクラスでの最大正則性を議論しておくことは関連する問題を

考察する上では重要な役割を演ずることが期待される．

1.3.移流拡散方程式の臨界適切性と特異極限． BMO（政門における最大正則性を示すもう一方の

動機として半導体などを記述する移流拡散方程式 (Mock[38]）あるいは，タマホコリカビなどの走

化性を持つ粘菌のダイナミクスを記述する運動方程式として Patlak-Keller-Segel方程式の初期値

問題の適切性があげられる ([31],[49]）．粘菌の密度を u(t,x): R+ x民n→艮＋ （n = 2,3,•••) 化学
（電気）ポテンシャルを心(t心） ：股十 X股n→政としたときこれらを未知関数とする粘菌の運動は

以下の方程式で記述される：

{ T:。ー：二::．▽心） ＝ 0， 

u(O, x) = uo(Y)，心(0,x)＝ゆo(x)

t > 0, X E  JR.叫

t > 0, X E  JR.叫

X E  JR.叫

(1.3) 
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ここでT>Oは緩和時間パラメーターで，ポテンシャルのダイナミクスが粘菌のそれに比べて著し

く遅い場合には， T→00の極限を考えることとなるまた K は系の誘引系か反発系かを区別する

パラメータで， K,= 1の場合走化性モデルのような誘引系をまた代＝ー1の場合は半導体モデルの

ごとく反発系を表す．

このモデルにもスケール不変性が備わり，以下のスケール変換で方程式は不変となる：

{u(t,y)→ m(t,x）三心（応，入x)， 入＞ 0,

心(t,y)→む(t,X)三ゆ（応，入x).

したがって対応する不変空間は指数

特に p=CX)の場合

となる．心のほうについては

となり p= 00の場合，

2 n —+ -＝2+s 
p p 

n 
Sc= -2 + -

p 

2 n —+ -＝o+s 
p p 

n 
Sc= -

p 

(1.4) 

-2 + 2 .  -2+2 
を与えるこのとき密度 uの不変空間としては Hp-, p（野りあるいは Bp，び p(野りなどが考えられ

るが，とりわけ可微分指数s=Oとなる， p=?の場合に興味があるこれは Keller-Segel系の主な

モデルが空間次元 n=2に限られるからであり，さらに初期値に正値性を仮定することにより，系

の総質量である llu(t)111が保存されて初期値のそれ lluoll1と一致することとなるが， n=2ではこ

の量がscaling不変量となるためである．そして初期総質量の大きさにより解が有限時刻で爆発す

るか時間大域的に存在するかの閾値枷が与えられる ([5],[6], [11], [28], [39], [41], [57]）．このとき

ポテンシャルに対する不変スケールは II心(t)llooとなるわけではあるが，楕円形正則性の端点評価

に対応し，一般に心(t)E L00(配）は T→(X)の場合に期待できず，最大でも心(t)E EMO（配）が

得られる限界となる．したがって T→(X)などのような特異摂動を考察する上では正則性の議論に

有界平均振動のクラスが自然に導入される (Kozono-Sugiyama-Yahagi[34], Kurokiba-Ogawa [37] 

see also [43]). 

2. EMO空間と CHMIN-LERNER型空間

2.1.有界平均振動のクラス．以下で BMOに属す函数のいくつかの性質を概観し， BMOと同値

なnormを列挙する．

定義即上の可測函数 fが有界平均振動のクラス BMO（町）に属すとは

ll!IIBMO三 sup l f f(y) -f知 (x)Idy < 00, 
疇咽＞0IB州知(x)

ここで 1和（x)はfの球 BR上の平均：

f御 (x)＝ |BR| J転 (x)f(y)dy. 
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上記の定義による ll・IIBMOはすべての定数に対して 0となるので， semi-normとなる．このため函

数解析的な整合性を得るには BMO（初）に定数差を法とする滴空間を導入して normとなるこ

のとき EMO（町）はBanach空間となる

EMO（即）に属す典型的な函数は log国であるこのことから L°°(町 )<;;;EMO（町）となる．

以下で EMOのsemi-normの同値表現について言及する．まず平均差分は

叫 2tR lf(x) -f(y)l2dxdy丁4ri-rLR lf(x)-可 |2dx

BR =4 （心 JBR|f(a・)|2dx -2fBR 1;R| J知知）dx+ fBR2) 

=4(心LRlf(x)l2dx -|広|2)

~4 戸 LRlf(x) -f(y)l2dxdy 
BR 

と表されることから

llf IIBMO ~ x~唱。 (|B1R| J知 (xo)lf(x)l2dx -TE;:;f) 

である．さらに O<c:Sl:SCに対して

CXBn;2 (x -xo) :S佃 (x):S CXBn(x -xo) (2.1) 

を満たすなめらかな cut-off函数加(x)を考える．ここで XA(X)はA上に台を持つ特性関数を表

すものとする．

clBR;2I <::: llrJRll1 <::: GIER 

である以下簡単のために c=C =  1とするこのとき明らかに

IBR;2I <::: llrJRII~ <::: llrJRll1 <::: IBRI 

が成り立つ．このとき (2.2)より

1 1 

2叫BR/2|JBR/2(xo) |f(x) -J疇 dx= |BR| JBR/2(xo) f(x)-J疇 dx

5 l f ― 2 

llrJRll1 即

lf(x) -!叫佃(x)dx

< |BいJ転 (xo)lf(x) -JB記d.Tく2n|BR| f辟 (xo)lf(x) -JB記dx

従って (2.1)-(2.2)の設定で以下が成り立つ．

補題 2.1.f E EMO（町）とするこのとき

叫）―1||f||BMOS Sup (l  f ―2 
xo,R>o ||T/R||l 即

叩）— 1Bl2TJ記）dx)112 S 2~ IIJIIBMO 

が成り立つ．

(2.2) 
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命題 2.2.任意の l:'.::p<ooと fEBMO（町）に対して

1 
IIJIIBMOp = xoE塁似。（瓦戸ff底 (xo)x舷 (xo)lf(x) -f(y)IPdxdy) 

としたとき， ある定数C>Oが存在して

c-1 IIJIIBMoさIIJIIBMOp:'.:: CIIJIIBMO 

が成り立つ．

1/p 

命題 2.2の証明． 1さp< 00を任意に固定する．後述の古典的な John-Nirenberg評価 (4.1)から

IIJIIBMO c:== xoE闊髯。（土J知 (xo)IJ(x) -Ts訊dx)l/p 

となることが知られている．従って

IIJIIBMOp c:= xoEi?R>O (iii i麻 (xo)lf(x) -ls;,IPdx) 

1/p 

を示せば良い． ロ
これは以下の評価から従う：

補題 2.3.1 s p < 00に対して fELに（応町）とする．このとき

（心J知（エo)IJ(x)-~)叫Pdx) 1/pく (|Bいff知 (xo)x邸 (xo)IJ(x) -f(y)『dxdy)l/p 

S2 (|BR| J疇 o)lf(x)一戸ぃPdx)1/p 

が成り立つ．ここで

加工＝ l f f(y)dy 
|B州転(xo)

はfのB爪xo)での積分平均．

補題 2.3の証明． f(x)= (f1(x), h(x), ・ ・ ・, fn(x)）として lSpく ooに対して，

|B州f知 (xo)IJ(x) -T[xJBR『dx= |B州f知 (xo)（芦（応）― |BR|f御 (xo)fk(y)dy) 2) p/2 dx 

= 1 R| J辟 (xo)区（心J邸 (xo)(fk(x) -fk(Y)）り）p/2dx 

（内側の y積分で Cauchy-Schwartzの不等式を用いて）

p/2 

s心J知 (xo)（芦心J知 (xo)(fk(x) -f贔））2dy)Pl~ dx 
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1 
p/2 

s |BR| J麻 (xo)（心 J転 (xo)lf(x) -f(y)l2dy) Pl~ dx 

（再び内側の y積分でp/2-p/(p-2)のHolderの不等式を用いて）

1 
= |BR|2 f f |f(x)-f(y)『dxdy.

御 (xo) 珈（知）

他方後半の不等式は三角不等式から

(|Bいff
1/p 

IJ(x) -f(yWdxdy 
知 (xo) 知 (xo)

=（|BいJ転 (Xo)J知 (xo)|f(x〗一戸＋戸— f(y) 『dxdy 1/p 

こ（土J知 (xo)J知 (mo)|f(x) -f(Xo)『dxdy)1/P)

＋ （土ff |f(Xo) -f(y)『dxdy)l/p 
|B研知(xo)JB叩 o)

=(w;J LR(xn) lf(x) 一戸〗BR 『dx
＋ （叫〗Bx:)m) |f(Xo)卯― f(Y)|P]/;p1/p □ 

EMOのnormにおける bal]はcubeに置き換えることができるこれはあとで用いる Calderon-

Zygmund分解を適用する上で有益である．

補題 2.4.Q紅 o)を中心 XoE図，一辺が2Rのn次元超立方体 {hyper-cube)とする．

Ill!恥。三xoE闊似。（心 J伽 (xo)If -J,伽~l2dx)
とおいたとき

llf llBMO ~ IIIJIIIBMO 
で同値な normとなる．

補題 2.4の証明． B爪xo)c Q瓜xo)に対して，それを囲う同じ中心の ballB2n;2Rけo)= BR'(xo) 
を考える

心J知 (xo)lf(x) —可伍 s|Bい ff御(xo)x 趾（xo) lf(x) -f(y)l2dxdy 

帽 1
s |B研 IQ記！伽(xo)叫 (xo)lf(x) -f(y)l2dxdy 

＝し誓］：い）2 1 R|2 J伽 (xo)xQ叩 o)1/(x) -f(y)l2dxdy 
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(n2n戸 1
= （Wn)4 |Q州2J |f(x)-f(y)|2dxdy 

Q瓜xo)x伽 (xo)

く心）4|B臼 1 J 
一 (wn)4IQRl2 IE叫2 知 (xo)xBR1(xo)

lf(x) -f(y)l2dxdy 

|B臼 1
= |B研~Lv,(xn)XBv,(xn) lf(x) -f(y)l2dxdy 

知 (xo)x知 (xo)

=2n 
1 

|Bw|2 J |f(x)-f(y)|2dxdy. 
BR1(xo)XBR1(xo) 

上記の不等式の各辺で xoE政n とR>Oについての上限をとれば良い． 口

定義 C。（即）の 11・ IIBMOによる完備化を vanishingmean oscillationと呼び VMO（町）と記す．

VMO（町） cBMO（町）だが実は VMO（町） <;;EMO（町）である．

BMO 
命題 2.5.VMO = VMO（即） ＝Co（即） とおく．

(1)任意の fEVMOとほとんどいたるところの XE町に対して

i鷹 1;R|J枷 (x)If -JRldx = 0, 

昆心J御 (x)If -fRldx = 0. 

ここで JRはfのballB爪x)上での積分平均：

五＝心J知 (x)f(y)dy 

(2) VMO（町） cvmo（即）．

、1
,

、1
,

3

4

 

．

．

 

2

2

 

ヽ
~
（

実際命題2.5の(2.3)を用いると loglxl~ VMO（町）が示される他方，（が）＊ ＝BMO（町）か

つVMO（配）＊ ＝が（町） （Fefferman-Stein [19]）より VMO（町）， BMO（配）のいずれも回帰的

ではなく，したがって UMDではない．

2.2. Koch-Tataruの空間． Koch-TataruはBMO盃しに対する， caloricextentionの表現を用い

て非圧縮性Navier-Stokes方程式の可解性を議論したことにある．要点は以下の表現を導人した点

にある：

1/2 

IIJIIBMO孟c三 xぷ，悶紀1(|BR1(x)|1R2 J知 (x)le町 (x)l2dxdt) く (X).

そして解を

111!111三：罪tl/211et△flloo + IIJIIBMO~-l~c 

でとらえようとしているここで第一項の効果は

sup tl/2 llet△ 

t<T 
f lloo cc: IIJIIB芯~00

(2.5) 
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であるので EMO冨し CB;;;:,~00 であることから既知の非適切な解のクラスには抵触しない．
ここで注釦浚渇広7）は T：：：： 1に制限されていることであって，これは通常の EMOの定義で

ある

l/p 

11/IIBMO =謬悶り (|BR1(x)|J咋 (x)l!-!B訊dx)'IP.

との関係が異なり，集合としては広い空間となる． John-Nirenbergの定理から上の定義において

指数pは1：：：： p < 00で自由に選んで互いに同値となるそのためとりわけ p=2と選ぷと相性が

よい．

11/IIBMO =謬誓；（；x）|J転 (x)If -!.叫位x)1/2

同値な semi-normとして Frazier-Jawerth[20]による以下の定義が挙げられる．

定義 ([20]).1 ::,: qく ooとする． fErと，qであるとは

l/q 

11111尽 q 三 KEZs:'ERn(互 |B21 k| Jい (Xo)|2S切＊f叫 dx) < CXJ 

のときここで｛叱｝jEZはLittlewood-Paley2進単位分解， B2-k(xo)= {x E JR叫Ix-xol < 2-k} 
はn次元球をあらわす．

この定義による Lizorkin-Triebel 空間 J-~ ,2(即）は有界平均振動のクラスである EMO と同
値な空間であることがわかる定義をよく見ると， modifiedLizorkin-Triebel空間左し，2（町）の

semi-normは以下と同値であることが予想される：

1/2 
2j+1 

Iii||礼 2 三 x：閏悶り（こ心J知 (Xo)［ I叱＊f（x)|2dtdx ::霊ぷ〗g(;；〗知（叩）［2炉 (x)f|2dtdx)1/2 ) 

ここで杓＝ tl/2▽Gtlt=2-Jは熱核の微分で， L-T分解と概直交な疑似 L-P分解である．このとき

形式的に f→1▽|-lfと変換してパラメータ R>OをRSlに制限したものは

II!||三 =x雰。：悶1(|B1R| J知（出o)1R2 lvte町(x)|2芦）1/2

となり，これがKoch-Tataruの用いた定義 (2.5)に相当する．

2.3. EMOとChemin-Lerner空間． Chemin-Lerner[10]はNavier-Stokes方程式の適切性を議

論する上で， Bochner空間 LP(I;B加（町）） （ただし 1::;び三 pこoo)よりも幾分狭い

LP五叩（町））こび（I；厚（町）），
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を

1/<7 

||f||可IBい）三(:が叫向＊fI|［P(ILP)） ＜ oo 

により導入して， Navier-Stokes方程式の可解性を示した以下ではこれに相当する有界平均振動

に関わる空間を定義する．
----

定義 t> 0とXE町について可測函数f= J(t,x)がfEび(I;BMO（即））であるとは

11!11可 BMO)= xoE悶い (1R2 1 記ff知 (xo)xB叩 o)IJ(t,x)-f(t,y)l2dxdydt) 112 < oo 

のとき

ここで定義した norm(semi-norm)は以下の normと同値となる（命題 4.1を参照）：

1/2 

II f II-;;;; 
1 rr ,  ___,  ¥2 

L2(IBMO1)三 xoE翌似。([(|B研ff知 (xo)X転 (xo)f(t,x)-f(t,y)|dxdy) dt) ＜ oo 

Koch-Tataru [33]が得た Navier-Stokes方程式の初期値問題 (1.1)の解のクラスは

u E C([O, T); EMO―1) n V 

でfEVは

1 R2 1/2 

R>言艮n (iiilR2i知 (X)I▽et△Jldxdt)'P < oo 

特徴付けられるこれは斉次 Besov空間に対する Chemin-Lerner空間

—~ → 

V'.::::'L2(I;BMO（町））

に対応する．定義により
- -

び(I;BMO（町））こび(I;BMO（町））

であり，通常の Bochner空間ではないが，

-、-
び(I;BMO(町)） ~BMO（町；び(I))

と解釈でき，この意味では Bochner空間と見なせる

9'  

補題 2.6.f E L2(J; EMO)に対して

R2 

||f||回I;BMO)c:::'.” 堂゚。 (lR2~ ln lf(x) -J,引箪(x)dxdt)112 

も成立する．
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命題 2.7.u(t)を時間に依存する函数とするこのとき

xo唱。（［土J知 (xo)lf(t, x) -Ts記dxdt)

1/2 

R2 1 1/2 

噂 Xo堂。(l|BR| J知 (xo)If (t, X)一 u(t)l2dxdt)

が成立する．

命題 2.7の証明．

-J |f(t,x) -6(t)|2dx 
|B州転(xo)

= |BR| J知 (xo)(1f(t,x)l2 -2び(t)・ f(t, x)＋|ぴ(t)|2)dx

＝戸f知 (xo)IJ(t,x)l2dx -20"(t)• 国f知(xo) f(t, x)dx + IO"(t)12 

> l f f(t,x)dx 2 -2ぴ(t) l f 
- |B州知(xo) |B州辟(xo)

f(t, x)dx +|O"(t)I 

1 J =I,;::;=---,/ f(t,x)dx-O"(t) 
叫 I知 (xo)

依って叩） ＝ f知 (xo)(t)と選ぶのが最適となる．

3. STOKES方程式における EMOにおける最大正則性

口

3.1.熱方程式の初期値問題に対する BMO最大正則性． v>Oに対して熱方程式の初期値問題を

考察する：

｛如—心＝f， t > 0, X E町，（3.1)

u(O, x) = ua(x), t = 0, x E町．

非 UMD空間を含む Banach空間の最大正則性についてはすでに議論をしている (cf. Ogawa-

Shimizu [44]). Koch-TataruはSteinによる Carleson測度による EMOの定式化から以下を用

いた：

(Xo堂。［（土J知 (xo)IV砂 vt△xuol2dxdy)dt) 112:::; C。||uollBMO・ (3.2) 

以下，論文 Ogawa-Shimizu[4 7]にしたがって， uoE EMO（町）における熱方程式の初期条件に

対する最大正則性評価を得ることを目指す． EMOのsemi-normがびの形でかけることを利用

し， p=2として時間可積分指数とそろえて考える．次の命題は本質的に Koch-Tataruの評価 (3.2)

と同値な評価である．
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命題 3.1.evt△を熱半群とし初期値を uoE EMO（即）とする．このとき以下が成り立つ．

(Xo堂。[(|Bいff知（エo)X知（xo)IV xevt△xuo―▽yevt△"uol2dxdy) dt) 112:::; C,。||uollBMO,
ここで C。は T>Oに依存しない定数．

系 3.2.evt△を熱半群とし初期値を uoE EMO（町）とする．このとき以下が成り立つ．

R2 1 2 

xo唱。l(|BR| J知 (xo)IV xevt△”uo -(• ellt• ~)BRldxdy) ~ dt :SC,。||uoll伽。9

ここで C。は T>Oに依存しない定数．

系3.2は命題3.1から直ちに従う． Koch-Tataruの証明 (Stein[54]による Carleson測度の証明）

とは異なる命題3.1の別証明を Appendixに与える．

命題3.1を受けて次の非斉次項への評価を得ることができる以下では簡単のため v=lとする．

命題 3.3.匹を熱半群とし初期値を uoE EMO（町）とする．このとき以下が成り立つ．

”゚唱。［ （ 土ff知 (xo)x 咋 (xo) 1R2 I 立 e(t-s)勺 （s, x) ― ▽ye(t-s)△Y f (s , y) 1 2 dxdy) dtds 

::::: Collfll-;;--;-;-: L2(I;BMO)' 

ここで C。は T>Oに依存しない定数．

命題 3.3の証明．定理 3.4と同様に (3.15)から

▽砂(t,y)＝▽yv(t, x) = 0 

を用いて

2 foR2（こ1『ff即 x即 IVxv(t, x)―▽yv(t, y)|国(x)1JR(y)dxdy)dt (3.3) 

：：：：―[口1|fff即 xRnlv(t, x) -v(t, y)|国(x)1JR(y)dxdy]:~o 

+e[2 ||n[||f ff即 x恥れ ▽砂(t,x)―▽yv(t, y)l2祈 （ 噂(y)dxdydt

+ C(c) 1R2 ~ Jim即 x艮nlv(t, x) -v(t, y) l21V,叩 (x)叫 y)l2dxdydt

+J 
R2 

o ||1):||f ff即 xRn(v(t,x)-v(t,y)) ・ (f(t,x)-f(t,y)）叫x)加 (y)dxdydt
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ゾ炉 IIn:||fff即 xR” 叩 (t,x)―▽yf(t, y) 12面(x)面(y)dxdydt

J R2 

+ C(e) o | n:||f ff即 x只n lv(t, x) -v(t, y)i21v'渾 (x)叩 (y)l2dxdydt

+c。翌R2（土ff即 x股”|v(t,x) -v(t, y)|国(x)佃 (y)dxdy)112 

J 
R2 

X。(|Bいff即 X股n IJ(t,x)-f(t,y)l2枷 (x)7J叫）dxdy)112 dt 

=K1＋応＋ K3.

第一項粕は左辺に吸い込ませる． XBR(x)を半径 R>Oの球 B爪xo)の特性関数とする：

1 
7/R(x) = XBR(x)7JR(X)，▽丑JR(x)= XBR(x)▽丑JR(x), ~IIXBRll1:::; ll7JRll1:::; IIXB叶11= IE州

(3.4) 

より 1▽叫三号かつ，
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(柁||[州|fff即 x民n(『 |c(t-s)叫 (t-s)△Y(f(s,x)-f(s,y))l2dt)面（這(y)dxdy)112 

::;c(即 |1BR|J知 (xo)(1R2 lit-s)△XXBR(m)（f(s,x) -f叫 s))I 2 dt) dx) 112 

＋ c （いR|J辟 (mo)（[R2 |e(t-s)△XXB化）（f（s,x)-f叫 s)）|2dt)］x)1/2 
三的，1+ K2,2-

(3.6) 



249

(3.6)の右辺第一項はsquare函数の L2＿有界性から t< R2に対して

1 R2 2 1/2 
K2,1 <:::C(即 |BR|J知 (xo)1R2 le(t-s)△XXBRに）（f(s,x)-f叫 s))l2dtdx) 

<:::C□ J廂 (xo)［炉嘉 lnGt(Y)XBR(x)(f(s,x-y) —加（s)dyl2竺dx) 1;2 

SC (ri-r LR(xo) lf(s, x) -~(s)12 

1/2 t) 
IB州転(xo)

f(s,x) —加(s) dx) ， 

他方 K2,2はOsrstsだにたいして

に注意して

lt(s, y) -~(s) I slt(s, y) -TB注:(s)I+ l~(s) -h沖ー~(s)I+···

・・・+11応R(s)-f叫 s)I 

k四＝C(三R|J知 (xo)(1R2 I e(t-s)△"XB化）（f(s,x)-f叫 s))12王）1/2

::;c(「J叫 (x-Y)XBj',(Y)(f(s, y) —恥(s))dyl2dt) 1/2 

::(／祀；：（1 + （；―（ts:：）（x:-y)）n+1XBR(y)（f(s,y) ]叫s)）dy2dt)1/2 

SC supこK2―k
1 

xo R>0貶 0 l(|B焚R|Jい (x-xo)I (f(t, y) -fB沖:(t)ldy)dt

sclltll詞 BM01)"

したがって (3.6)-(3.8)から

K2 SC [lR2 (~贔 ff即xlin IJ(s, x) -f(s, y) 12蔽（噂(y)dxdy)112 ds] 2 

sell!||こい(I;BMO)

を得る最後に K3の評価は

1 1/2 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

tE~悶晶1(|BR|2ff即 x民nlv(t, x) -v(t, y)|国(x)叫 y)dxdy)

R2 

汽累。1R2(IEいff即 xJil.nIJ(t, x) -f(t, y)|国(x)加 (y)dxdy)112 dt. 

(3.10) 
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実際， Minkovskiiの不等式と John-Nirenbergの評価である命題 4.1から

1 1/2 

昇[。tE閃晶l(|B研ff蔚 xJRnlv(t, x) -v(t, y)|国(x)加 (y)dxdy) (3.11) 

1 r r I rt 
気。唱。tE悶贔 IB研ff即 X即 L(e(t-s)△"f(s, x) -e(t-s)△げ(s,y))dsl rJR(x)rJR(y)dxdy 

R2 
こC sup !（ l f e(t-s)今

Xo,R>O o |B州即
(x正）（f(s,x) —恥（s))) 加(x)dx) ds 

R2 
+ C sup !（ 1 J. e(t-s)△” 

Xo,R>O。 B州即
(XB正）（f(s,x) —恥（s))) 佃(x)dx) ds 

=K3,1 + K3,2. 

このとき

K3,1三C sup「(1 1 |e(t-s)今い(x)(f(s,x) —万(s))IT/R(x)dx)ds
Xo,R>O o |B州応

汽。S悶。［ （心 J良”XBR(x) （f(t,x) —戸(t) ） dx) ds)  
(3.12) 

:SCll!llmi い(I;BM01)0

さらに K3,2は変数を t-s=rと変換し， O<rくだに注意して円環上で A炉R(xo)

r½ r½ 
＜ 

(rs+ lxo -yl) n+l―(2kR)n+l 

となるので

（心 J恥n|er△の（叫）（f(t-r, X) —加（t-r)）加(x)dx)1̀ !（こJr}|（f(t-r,x-y)-f叫 t-r) I dy) dx) 
藝 o)¥t：：：：。い（エo)（ri + |y|）n+1 (3.13) 

::::c1=2―k 
r2 

貶 0

万(|B21KR|J和記o)IJ(t -r, x -y) -f叫 t-r)ldy)

評価式 (3.13)の両辺を時間で積分して， Osrsts柁にたいして K2,2の評価と類似にして

IJ(t, x -y) -~(t) I slJ(t, x -y) -JB沖R(t)|＋ |fB沖~(t)-~(t)I ＋・・・

・ • • + |fB2R(t)-f叫 t)I 

となるので

K3,2 =C sup sup [ （|BlR| J恥nle(t-s)△x(x叫x)(f(s,x) —加（s))) 叫x)dx) ds 
xo,R>O tE [O,Rり。

R2 

汽撃。区k2―k1(|BいJB舛R(x-xo)l(f(t,y)-JB沖~(t)ldy)dt (3.14) 
k>O 

sClltllr,1(1 じ(I;BM01)"
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各評価 (3.3),(3.9), (3.11), (3.12), (3.14)を合わせることにより

J 
R2 

1 
X0堂。。 (|B研ff即X即囚(t,x) -v'yv(t, y) 12りR(X)加 (y)dxdy)dt 

：：：：：Cll!llh 
い（I;BMO)'

すなわち

t 

| ▽”J 沢—s)△f(s)dsllV(I;
o び (I;BMO)

::::; Cllf II-;,;-; L1(I;BMO) 

を得ることができる 口
注意： Steinの定理から Koch-Tataruの評価を導いた場合に仮定された PotentialへのI即 <I>(x)dx= 

0という条件は不要である．従って熱核の微分のみならず，熱核や fractionalpowerの熱核のよう

なものでも対応可能となる．

| 
oo ¥ 1/2 

IIVes△uollび (R+)IIBMO ::::; (100 II▽es△uoll沿Madt)

となり， Bochner空間び(I;BMO)における熱方程式の最大正則性に対する初期トレース評価は

不成立である．実際 Sharptrace評価を前提とするならばBochnerspaceび(I;BMO)での熱方

程式の最大正則性は破綻する．

命題3.3により外力項に対する熱方程式の初期値問題の EMOにおける最大正則性を考えるこ

れが本稿で述べる主張結果である：

定理 3.4(EMO最大正則性 [47]）．次元 nだけに依存するある定数 CM>0が存在して任意の外
-- -

力 fE L2（国BMO（町））と初期条件▽uoE EMO（町）にたいして熱方程式の初期値問題 (3.1)
--―ー、

が一意的な解を UEW1,2（良ぃ BMO（町）） n丘(Il4;B.M02（町））に持ち，以下の最大正則性が成

立する：

ll8tU||石元，BMO)+||ふ ||L可元，BMO)::;CM(II▽uollBMO + llflli示］，BMO)).

定理 3.4の証明．以下では証明の概略を示す．詳細は [47]を参照のこと． f三 0の場合の斉次評価

はすでに命題 3.1において得られているので uo三 0の場合の外力項fに対する評価のみを述べる．

T <:'. ooにたいして時間区間を I=(0, T)として外力を f€び(I;S) かつ gE び(I;S) とする．補

題2.3を用いることを意固して R>Oに対して

叫 x)=｛S1五。oth,radially decreasing, tこ〗三[:,< R, 

0, R < Ix-xol 
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とおくと

d l t 2 

五IInR||fff fte(t-s)△J(s, x)ds -it e(t-s)△f(s,y)ds 佃 (x)叩 (y)dxdy
即 x即 0 JO 

= IIn:||？ ff即 x民n([沢-s)△J(s,x)ds -it e(t-s)△J(s,y)ds) 

X ([ふe(t-s)△J(s,x)ds-［今e(t-s)勺(s,y)ds)'l/R(x)加 (y)dxdy

゜
)'l/R(X)'TJR(y)dxdy (3.15) 

+ IIn:||『ff即 x艮n([  e(t-s)△f(s, x)ds -it e(t-s)△f(s, y)ds) 

X (f(t, x) -f(t, Y)）佃(x)叫 y)dxdy

三I+II.

第 1項目は

▽x・l四 (t-s)△J(s,y)ds =▽y'［立e(t-s)△J(s,x)ds= 0 

などに注意しながら

I=―||n:||f ff即 x艮nl{vxe(t-s)△f(s,x)ds -［り(t-s)△f(s,y)dsl2卯 (x扉（y)dxdy

4 
―||nR||f ff即 x恥n(［沢-s)△f(s,x)ds -lat e(t-s)△f(s,y)ds) 

X (l  v'xe(t-s)△f(s, x)ds -［豆t-s)△f(s,y)ds)・▽墨(x)叩 (y)dxdy.

(3.16) 

(3.15)と(3.16)をあ わせ ると 盃已 知(x)＝▽T/R(x)として tについて tE (0, Rり上で積分す

ると

2 foR2 (~Ji即xRn ［豆e(t-s)△f(s,x)ds-fot v'ye(t-s)△f(s,y)d{研 (x)加 (y)dxdy)dt 

羹）［（IIn:||f ff即 X政れ ［e（t-s)△f(t, x) -e(t-s)△f(t,y)ds|門▽渾(x)叫 y)|2dx]y)dt 

J 
R2 

+ e l ff f‘xe(t-8)△f(s, x)ds -
0 IITJRlli 即 x即 0

1t v'ye(t-s)△f(s, y)dsl2板(x)加(y)dxdydt

゜R2 
+ J II(t)dt 

゜三 J1+ J2 + J3. (3.17) 

面(x)を加(xo)の特性関数とおくと，

1 
叫 x)＝枷(x)叩 (x)，▽遁(x)＝面(x)▽渾(x), ~||祈 ||1 s; IITJRll1 s; I|TJRll1 = IBRI (3.18) 
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(3.19) 

ここで最後は命題 3.3の評価を用いたまたみは（3.17)式の左辺に吸い込ませる．

他方， Riesz作用素 Rj/＝戸［紐f]とおくと

f (t, x)＝▽x ・R平7x|―1/(t,x)

だから

II=―||n:||f ff知 x艮n［立e(t-s)△J(s,x)ds・ (Rx 立 I ― 1f(t,x) —疇y| ―1J(t, y)）叫x)叫 y)dxdy

2 
―||nR||f ff ft▽炉（t-s）勺(s,y)ds-(Rぶ戸J(t,y) -Rx|▽x|―l j(t, X))叫 x)叫 y)dxdy

即 x即 0

_ IIn:||f ff知 xRn(lat e(t-s)"'J(s,x)ds -lat e(t-s)△J(s,y)ds) 

x (R収 x|―1f(t,x)-均|Vy|―1f(t,y))．▽渾(x)TJR(y)dxdy

+ ||n:||『ff知 x艮n(l e(t-s)△f(s, x)ds -［凶—s)△f(s,y)ds)
X (Rylv'y|―1J(t,y)-Rx1Vxl-lf(t,x)）加(x)．▽四R(y)dxdy

三II1+ lI2• 
(3.20) 

ここで

2 
IIl =― ||T/R||f ff即 xJil.n(la▽xe(t-s)△f(s, x)ds -［り(t-s)△f(s,y)ds)

x (Rボ互―1/(t, x) -Ryl▽叫―1/(t, y))T/R(x)TJR(y)dxdy 

枷(x)を（3.18)を満たすものとしてまた後半 2項も同様にして

(3.21) 

II2 =― ||1):||f ff即 x艮n([  e(t-s)勺(s,x)ds -lat e(t-s)△f(s, y)ds) (3.22) 

x (R』▽□f(t,x)-R叫▽y|―1f(t,y))-y'渾 (x)1JR(y)dxdy.
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従って (3.21)と(3.22)から (3.20)を時間で tE (0, Rり上で積分して

]:2II(t)ldt s [2  (|IIl| t + |IId)dt t 

Se (ff f立 e(t-s)△f(s,x)ds-1▽ye(t-s)△ 2 
0 ¥ IITJRlli 即 X町 。

f(s, y)dsl2 TJR(x)叫 y)dxdy)dt 

゜
+4c―11R2 (~ flrn即 xJRnIRx|立|―1f(t,x)ー尾▽y|―lf(t,y)l2年）叩（y)dxdy)dt 

+ JR2 2 ffft 。加IIf 即 X即 0 e(t-s)△f(s,x)ds -1 討—s)△f(s,y)ds「▽遁(x)研(y)dxdydt

+［2 IIn:||f ff即 x即凡IVxl-1/(t,x)一疇y1-lf(t, y)l2面(x)加(y)dxdydt

-41R2 (~し［豆e(t-s)△ f(s, x)dsrJR(x)dx) ・ (~ frn股れ疇y1-lf(t, y)卯 (y)dy)dt 

圭 (L.H.S)+4c―1ら＋ら＋L4.
(3.23) 

他方 eL1はc> 0を小さく選んで左辺に吸収させる．

4e―1ら＋L4 <CXo喧。[(IIn:| f f知 (xo)J知 (xo)凡|立|―1f(t,x)-R叶▽y|―1f(t,y)l2dxdy)dt 

:<;C0IIR』▽x|―lf||こ
L2(I;BMO). 

(3.24) 

らは IVr,RIさ尻に注意して，

R2 rR2 

L3 s嘉ll 1 R|2 ff知 (xo)x底 (xo)
(3.25) 

R2 (ln-le(t-s)△f(s, x) -it-s)△f(s, y)l2dt 
s 

X 1R2 le(t-r)△f(r,x) -e(t-r)△f (r, y) 12 dt) 112 dxdydrds 
r 

SC [i [（ 1 研ff知 (xo)X知 (xo)([R2 |e(t-s)△f(s, x) -e(t-s)△f(s, y)[dt)dxdy) 1/2 dsl 2 

sc111▽|―lf||と-
だ (I;BMO)"

(3.17), (3.19)及び (3.23)-(3.25)から

t 12 

X0咆。[(|Bいff即 x尺n［立e(t-s)△f(s,x)ds-1叩 (t-s)△f(s,y)dsl¥叫）加(y)dxdy)dt 

gC||1▽|―lj||已一
L2(I;BMO) 
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を得る特に

叫臼—s)△f(s)dsllL2(1;
L2(I;BMO) 

5C||f||～ 
L2(I;BM0)0 

命題 3.1とあわせて求める評価を得る 口

以下に拡張された最大正則性の評価を再録する．この評価は Navier-Stokes側を解くのに重要な

ものとなる

――_ -命題 3.5.et△を熱半群とする，外力項 fE L刊(O,T);BMO)に対して

▽j e(t-s)△f(s)ds ～三 Co||f|―
0 だ (I;BMO)

L'(I;BMO)' 

が成り立つ．ここで C。は T>Oに依らない定数．

系 3.6.et△を熱半群とする 150$2に対して
t 

▽lot e(t-s)△f(s)dsllruRM()) ::; C,。||f||-- ． -1+2,
0 IIL2(J;BMO) L6(I;BMO り

がなりたつ．ここで定数 C。は T>Oに依らない．

系 3.6は定理 3.4と命題 3.5を補間すれば得られる．

3.2.非斉次 Stokes方程式に対する BMO最大正則性．非圧縮性Navier-Stokes方程式の可解性

に対してその線形化問題である非斉次 Stokes方程式の初期値問題を考察することはその第一歩と

なる．

｛ t゚vdI一二，▽q= f, : : ］: ： ： :： 
v(O,x)=uo(x), t=O,xE町

(3.26) 

以下では EMOにおける， Stokes方程式の初期値問題の EMOにおける最大正則性を示す．（cf.

Koch-Tataru [33]). 

—~ ---• 
定理 3.7.O<T::;ooに対して時間区間 I=(0, T)とおく．任巌の外力 fE L2(I;BMO（即））と

初期データ▽uoE EMO（町）に対して Stokes方程式の初期値問題 (3.26)の解 (v,q)は以下の

最大正則性評価を満たす：

訊vii-;;,;
だ (I;BMO)

+I|△v |―ー＋ 1|▽qll-;;,; 
L2(I;BMO) だ (I;BMO)

叫（I|▽uallBMO+ IIJII向 EMO))'

ただし CM>0は T>Oに依存しない定数

以下の系は定理 3.7から解に Riesz作用素 I▽ドを作用させることにより得られる

(3.27) 
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--—ー、

系 3.8.0 < T S ooに対して時間区間 I=(0, T)とおく．任意の外力 fE L2(I;BMO（町））と初

期データ▽uoE EMO（町）に対して Stokes方程式の初期値間題 (3.26)の解 (v,q)は以下の最

大正則性評価を満たす：

軌V|乍汀，BMOs-1)+ llv||戸(I;BMO'+l)+ IIVqll可 BM0'-1)

SCM(lluollBM08 + II!|『正BM0'-1))'

ただし CM>0は T>Oに依存しない定数．

定理 3.7の証明． Stokes方程式の解 uに対する Helmholtz分解を施す． P をソレノイダル空間

（発散零空間）への射影作用素とする．このとき連立型 (3.26)を

{ 8tVdolvーご。：Pf, ： ： [： : ：:： 
vo(O,x)=Puo, t=O,xE町，

｛恥—△vl = 0, t > 0,1 E町，

v1(0,x) = (1-P)uo, t = O,x E町

及び
知—△砂十▽q = (l -P)f, t > 0, x E閏

{ divv2 =-divv1, t > 0,X E閏

四 (0,x)=O, t=O,xE町

に分解する．そこで

V = Vo十釘十 v2,

とおいて問題 (3.28)と問題 (3.29)に対して定理 3.4を適用すれば lSpSooに対して

叫 o|1可 BMO)+II△voll可 EMO)::;cM(IIPuollBMO + IIPJII可 BMO)）
叫（1|▽uollBMO+ II/I可 EMO)),

11atv1||臼I;BMO)+||知 ||V(I;BMO)SC叶▽（1-P)uollBMO 

SCMIIVuollBMO・ 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

ここで，ソレノイダル空間への射影作用素がRiesz作用素で表されることと，特異積分作用素の有

界性である，以下で述べる命題 5.1を用いている．他方方程式 (3.30)に対して発散を作用させて

△q = div (1 -P)f -Btdiv四十△divv2= divf + (8t —• )divv1, 

となり，

• q= —•(—•)— 1(divf —(—• )g + (Btー△）div町）

=-（―△)-1▽(div f)―▽(―△)＿塙div附十▽(div町）．



257

最後に圧力勾配▽qに対して，

IIVqll;;;-;: L2(I;BMO) 

::::11▽(（―△)―1div f) II;;;-;: 
訊 I;BMO)

+I|▽（ー△）―濱divv1||ヘー ＋ 1|▽（div v1) II;;;-; 
ビ(I;BMO) 口（I;BMO)

::::11v(（―△)-1div f)||—+ ||8匹1I I;;;-;: 
訊 I;BMO) び (I;BMO)+IID%||― び (I;BMO)

SCll!II;;;-;: L2(I;BMO) +GIi• uollBMO• 

(3.33) 

評価式 (3.31),(3.32)，と (3.33)により I＝良＋での評価 (3.27)を得る． I=(0, T), T < ooの場

合も同様にして示される 口

以上で得られた最大正則性は，初期トレースに対しては最適であることが以下の評価からわかる．

命題 3.9([47]）．以下の各 trace評価が成り立つ．
て

(l) f E W叫 I;VMO)n戸圧vMo2）かつ f(O)三 0に対して fによらない定数Cがあって

II▽f llsuc(I;VMO)：：：：： c(11a』|『互VMO)+II△f|乍互VMOJ.

特にこの評価は最良である．------
(2) f (O)三 0を満たす fE W1,2(I;BMO) n戸正EMOり，に対して fによらない定数Cが

あって

II▽f IIL=(I;BMO)：：：：： c(11a』|1可 BMO)+ II~! II可 BMO)).

4. JOHN-NIRENBERG評価

任意の l<pく CX) に対して fE BMOp（町；X)を

1/p 

IIJIIBMOp(X) = XE闘い（心J知 (x)IIJ(y) -1知 (x)1悶dy)Lf P < CXJ. 

で定義する．次の事実はよく知られている：このときある定数 Gp>0があって

IIJIIBMO（恥”）::;11/IIBMOp（恥”)::;Cpll!IIBMO（艮れ）・

この事実を Chemin-Lerner空間に拡張する：

—~ → 

定義 1さpく ooに対して/E L2(I;BMOp（即））であるとは

(4.1) 

llfll可 BMOp)ニエoE翌似。(la炉 (|Bいff知 (xo)x知（xo)lf(t,x) -f(t,y)『dxdy)2/P dt) 112 < oo 

のとき
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---_ -
命題 4.1(John-Nirenberg [29]）．任意の l<p<ooに対して fE L2(I;BM0p（即））を

II!||こ
R { l 

~BMOp) = xoE翌似。[(|BR J知 (xo)IJ(t, x) -f(t)廂 (xo)IP dx) 2/p dt < 00  

で定義する．

(1) 1 < p < ooのとき

Gp -lll!IIBMOp（民n;£2)さ||JIIBMO,（艮n;£2)さ:||!IIBMOp（股庄£2)・ (4.2) 

ここで Gp~ O(p) (p→oo). 

(2) 1 ~ p ~ 2のときある定数 Gp>0があって

Gp -lll!II;;-;--;:: 
戸 (I;BMOp)一

< |f||～ < 
戸 (I;BMO,)一

||f||～ 
戸 (I;BMOp)'

(3) 2 < pのとき (4.3)右側の不等式が成立する．

注意． 2さpのとき

llf llBMOp(JI1.n;L2)：：：： ||fllmr: 正(I;BMOp)

であるまた 1：：：： p：：：： 2のときは

||f||瓦畑MOp)：：：： ||JIIBMOp（町；び）

であり特に

||f||― L2(I;BM02) Cc:'. IIJIIBM02（即；だ）

だから (4.3)は (4.2)の証明の系として得られる

命題4.1の証明．右の不等式

IIJII-;;--;-; 訊 I;BM01)一
< ||f||-

び (I;BMOp)

は Holderの不等式

(|BいJLR(xn)XBR(xn) lf(t,x)-f(t,y)ldxdy>
知 (xo)xB叩 o)

：：：： (~ j LR IJ(t, x) -J(t, y)IPdxdy) 2/P（土J知 (xo)x知 (xo)dxdy) 2/p' 

：：：： （IBいJLR IJ(t, x) -J(t, y)IPdxdy) 2/p 
BR 

(4.3) 

から両辺を [O,R門上で tについて積分して xoとR>Oで上限をとることにより直ちに従う．左側

の不等式は以下の John-Nirenbergの不等式が本質的である．
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補題 4.2.(Extended John-Nirenberg's inequality) f E EMOかつ IIJIIBM01（知；び（J))::; 1とす

る．任意の立方体 Qoと入＞ 0に対してある fによらない定数 v> 0 and C > 0があって

μ({x E Q0; IIJ(・,x) -JQol局＞入｝）::;Ce―u入 (4.4)

が成り立つ．特にある定数K>Oに依って任意の cubeQ0 J:: 

Lo (/IIJ{x)-fqollLJ _ l)dx::; KIQOI-
QO 

(4.5) 

補題4.2の証明． John-Nirenberg[29]にしたがった証明： fE BM01（即；び（I))に対して一般性

を失わず llfllBM01(lR叫L2(I))= 1と仮定する．始めに適当な cube{Qihを

|]。|J噂（［2lf(t,x) —応(t)l2dt)112dt < oo 

となるように選ぶ次に各 Qoを固定してそれぞれを Calderon-Zygmund分解する．どれでも同じ

なのでどれか一つについて考える：すなわち disjointcubeの列 {Qに｝km(mはcubeの大きさと

step数を表し，品は同ーサイズの cubeの番号を意味する）がとれて Gm-1= LJ知 Qにかつ

• Good領域叫に属す cubeQ見に対して (IQ見 l=IQ叫と略す）

|Q叫fkm(JR2 |f(t,x) —后(t)l2dt)112dx<::'.2, Q凡CGm, (4.6) 
Q巧 0

このとき Q見をさらに分解して G=nmGmを構成する．

• Bad領域加に属す cubeQkmに対して

|Q叫fQ閉:,.(foR2lf(t,x) —応(t)l2dt)112dx > 2, 

このとき分解は停止して超立方体をそのまま維持する．

このとき

QにCB加

(1) (4.6)から Lebesgueの定理より m→ ooにより xEG=エGma.e.に対して，

(J 
R2 

IJ(t, X) —応(t)l2dt)112:::; 2, 

゜

(4.7) 

(2) x EB=びに対してその一つ前の cubeでは Good領域にいる，すなわちある Qに CBに

対してある（最終的には残らない過渡的な cube)Q悶―1,C Gm-1があって Qm
m-1 

km C Q悶―1
m-1 

かつ (4.6),(4.7)から

R2 
2IQ叫::;lkm (in-If (t, X)-応|2dt)112 dx 

Qm （ 
R2 1 (J |f(t,1)一幻dt)112dx::;21Qm-ll = 2 ・ 2門Q叫・

Q；；；ー1 。
m-1 

(4.8) 
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(3) bad領域の任意の cubeQにに対して (4.7)から

R2 1/2 

互Qに1区 lrm(1R2 lf(t,x)-応|2dt)11~ dx 

叶fum,kmQfm (1R2 lf(t, x)-応|2dt)112 dx 
Um,km Q品。

(4.9) 

叶lo(1R2 lf(t,x)-応|2dt)112 dx 

このとき John-Nirenbergにしたがって十分大きな入＞ 0に対して

{ x E Q0; II!(・, x)-后||LJ>入｝ c~{xEQ亡 llf(x)-~I伺＞入— 2 ・ 2n} (4.10) 

が成り立つことがわかる．実際 (4.8)から

虞lkm(foR2lf(t,x)ーい）l/Zdx ≪:'. 2 ・ 2n 

なので (4.11)とMinkovskiの不等式から

（［2 |（f-応）Q閉m(t)|2dt)1/2< 2. 2n 

である．従って xE { x E Q0; II!(・, x) —瓦I屈＞入｝ならば

llf(x) -kmllLt + 11km-応||LI2: llf(x)-応|m>入

IIJ(x) -!Q=IIL; >入-2. 2匹

よって (4.10)が従うここで John-Nirenbergにしたがって函数F（入）を

μ({ x E Q; 119(x)IIL1 >入｝）
F（入）三 sup

g,QIQ (JOR2 |g(t, x)|2dt)1/2dx 

(4.11) 
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と定義すると

μ({ x E Q0;llf(・, x) -f Qo IIL7 >入｝）

→立({xE Q仇； llf(x)-!Q;;-m I屈＞入ー 2・ 2n}) 
m km 

R2 竺 F（入ー 2 2りに(l|f(t,X)-fm鱈）1/2dx 

閂F（入— 2 ・ 2n) IQに1(lR2 (|Qlm| JQ閉:,,lf(t, x) -IQ閉王）2dt) 1/2 

1`|二，BMO1)< 1を仮定したから） ） 
→こLF（入ー 2・ 2n) IQに1

m km 

=F（入ー 2•2り LLIQに 1
m km 

1 
R2 1/2 

=F（入ー 2.2万lo(fo"-lf(t,x)-応 |2dt)112dx.

ここで (4.9)を用いたこれから

1 
F(入)＜ -F(入-2・ 2n) 

-2 

が導かれるので，あとは [29]と同様の議論で証明可能．

このあとは， an=2―nとおいて例えばAを適当にとることにより

F（入）::;A2―an入

と置けたとすると

F（入＋ 2 • 2門::;~F（入）さ A2―知（入＋2-2n), 2n+lさ入<2. 2n+1. 

以下， m>>l,mENとして入 E[2n+lm, 2n+l(m + 1)）とすれば

F（入）::;A2―a→,2n+lm::;入<2n+1(m+1) 
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噂(ell,¥-1)だから l<pさ2に対して (4.12)により

°`|し (eu||f(,ェ)-fQollL1_ i)dx 

1 [ / [llf(・,x)-!Qo IILJ d 
= |Q°|JQ° (l 囚 v入心）dx

= |]。|JQ°lOO X仕EQ0;IIJ(-,x)-fQoIILJ>入｝（t,x)ve叫l入dx

= |Q°|lOO (J{XEQ°,||f(•,x)-fQo|| 叶>入｝心） vev入d入
=rbr 1= μ({ x E Qo; II!(・, x) -/Qo IILJ >入｝）ve叫i入

1 r00 
< |Q°|l uAe―(％-V)入d入:<::~.

補題4.2を認めれば命題4.1は以下のようにして従う．

命題4.1の証明．任意の l<p<ooとfE BM01(R叫び（I))に対して

f = ||f||Eし。心叫(I)）f, ||f||BMOl（即；ビ(J))= 1 

を仮定したとき，

入p：：：：：門（ev入一 1)c::c q(ev入ー 1)

だから，補題4.2を認め，

であるから，とりわけ不等式

I - l)心：：：：：K 1 J (eV||f(の)-fQo||L2
IQ01 }Qo 

II/(・, x)-元||T2(I)：：：：： v-mm! exp (vii/(・, x)-応||£2(1))

から mEN, m-1 <p：：：：： mに対して

口

にhoIIJ(・,x)-応||j,2(I)dx)l/p翌 u―昇心に loexp (vii!(・, x)-元|1だ(I)加）1/p

m m 1 

s2v―"mPKv 

が従う．一般に ll!IIBMO,(IR叫 (I)）＃ 1ならば（4)にしたがって，

し̀||!(・,x)-kollf2(J)dx) l/p ::;cv―1k1/ppR訊。~ho llf(·,x) —万IIL判I)dx
=Cpllf 11sM01(JRn心 (I)'

(4.13) 
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ここで Gpc::'. O(p) p→00. 特に (4.13)により 1さp<2であれば` L。||J(・,x)-応|1応）1/p

三（ふし(foR2lf(•,x) ーい） gdx)1/p
1 

三（か1R2(fooif(・,x)-応|2dx)dt)互=||f|1向 BMO叫

これから (4.13)とあわせて 1さp:::;2に対して

11111回，BMOp):::;Cpllfll回，BM01)

が成り立つ．ここで Gp':o'.p.

命題 4.1の証明終わり
ロ
ロ

5.特異積分作用素の有界性について

この節では前節で導入した Chemin-Lerner型の空間における Riesz作用素（特異積分作用素）の

有界性を PeetreのBMOにおける有界性の証明を Peetre[51]に従い示す．

Definition. Let Rkf三圧［馴 forf ES. 

命題 5.1（特異積分作用素の有界性）． RkをRiesz変換とする．ある定数C>Oが存在して

IIRkf||珂I,BMO)S C||f||図 ,BMO)

命題 5.1の証明．一般的に次の作用素に対する有界性を証明する以下で特異積分作用素

Tf二 p.v.in a(x -y)f(y)dy 
Rn 

にたいしてその正則化を

刀f三Ja(x-y)如— y)f(y)dy
良”

とおく．ここで {TJj(x)hはLittlewood-Paleyの2進単位分解， i.e.,supp T/パx)C B2J(O)¥B2J-1(0), 

叫x)＝ T/]（国）かつ出＃ 0で 1三 E罰 (x)とする． a(x)はCalderon-Zygmund型積分核であって

(1) a E 000（町／｛O}).

(2)任意の jEZに対して aj(x)= a(x)TJj(x)のとき J民“り(y)dy= 0. 

(3) a（入x)=入―na(x)（入＞ 0)

の各条件を満たすものとする

任意の点 XoE民nと半径 R>Oを固定して xEB瓜xo)とする．

〈Step1〉.2jさ Rのとき，すなわち jさ£三 logR/log2のとき， Ix-YI < 2i < R より

IY -xol :S Ix -YI+ Ix -xol :S 2i + R :S 2Rが成り立つので， bal]の特性関数 x御 (xo)(y)にたい
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して平均値の定理を a]に用いて，

T]f(x) ＝ J 正— y)(f(t,y)-a(t))dy
和 (xo)

= Jの(x-Y)XB2R(xo)(y)(f(t, Y)ーび(t))dy.
即

特異積分作用素のび（即）での有界性を用いれば，

(lR2 |BR| f御 (xo)|>T][fl(t,x)|2dxdt) 1/2 

：：：：： （lR2 |BR| L喜 B2R(xo)［f(t,x)―び(t)］2dxdt) 1/2 
廷£

：：：：：c([2R)2 ~h知（xo) IJ(t,y)-a(t)l2dydt) 1/2 
さらに

(1祀 lR| J転 (Xo)1苔TJ[f(t,x)］B記dxdt)1/2 

さ (lR2|BR| f知 (xo)苔TJx知（xo)[f(t,X)一び(t)］2dxdt) 1/2 

(2R)2 1 2 1/2 

:::::c(fo ニf知（x)f(t,Y)一び(t)12 dydt) 

が成り立つ．両者を合わせて，

（［心J亭 f(t，ェ）l-喜 f(t,x)］|2dxdt 1/2 
和 (xo)½f J夕 ）

(2R)2 1 2 1/2 

こ2(l |B2R| J知 (xo)lt(t,x)-O"(t)j2 dxdt) 

〈Step2〉．他方 Rく 23のとき，すなわち， logR/log2三 £<jのとき， aJはなめらかなので

IVTj(f(t)-CJ"(t))I ::0: L_,,1<21 lv'xaj(x-y)(f(t,y)-CJ"(t)ldy 
lx-yに23

(5.1) 

(J 
1/p'/. ¥ 1/p 

:::: (lx-y|こ231豆 (x-y)IP'dy)'IP(lx-y|-<:21 lf(t, y) -CJ"(t)IPdy) 

::;c2―J（ぽー1)(J 1/p 

|”―y|S23 
lf(t, y) -CJ"(t)IPdy) 
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このとき lx-xol< R ~ 2]と IX-y|三2］から |y-XoIこ2J+1が従い，

(［2 |BR| f御 (xo)1Tj[J](t,x)-Tj[J](t,xo)l2dxdt) 112 

R2 1 f ''2  ¥ 1/2 s(fo心Ln(xo)l(x -xo).▽Tj[J](t, xf dxdt 
疇 o)

s (lR2人J転 (Xo)(x-Xo) • VTJ[f -6(t)］（t,x)［dxdt) 1/2 
R2 2•1/2 1/2 

~c(1 心1 (Rg R2-J(g+1)ド([yXo|＜23+1 |f(t,y）び（t）2dx) dt) 

(Rが 1つ余計に出るのは lx-xolがあるから）

SCR (／ 2―J(n+2) （［y-Xo|＜23+1 f(t, y)-6(t) 2dx) 21/2 dt) 1/2 

(5.2) 

したがって R< 2Jなる jにたいして (5.2)をfについて加えて
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(5.3) 

ここで R2ゴ<:::2に留意する評価 (5.1)と (5.3)において XoE記と R>Oについて上限を取

り，さらに命題 2.7に従って O"(t)について最適化すれば求める作用素 Tに対する有界性を得るこ

とができる．

ロ

6. APPENDIX 

6.1. Koch-Tataru評価の別証明（最大正則性の初期 trace評価）．命題 3.1の証明．なめらかな

cut off函数

叫 x)={1, |x-Xo| ＜ R, 
0, lx-xal>2R 
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に対して補題 2.3を用いて

|B研羞ff |eut△uo(x) -evt△uo(Y)l2正）叫y)dxdy (6.1) 
即 x即

2 
= |B記ff (eut△uo(x) -e"t△uo(y)) （如vt△uo(x) —如＼（y)) 年）叫y)dxdy

即 x即

2 
= |B研flnxJRn (evt△uo(x) -e"t△uo(y))（心evt△uo(x)-v今evt△uo(Y)）加(x)加 (y)dxdy

即 x即

Ì/|2 ff (eut△uo(x) -e"t△uo(Y)）▽”•（▽砂vt△uo(x) ―▽ye"t△uo(Y)) T/Rに加(y)dxdy
即 x即

-1;RI/|2 ff即 xJRn(e"t△uo(x) -e"t△uo(y)）▽y·(Vyevt△uo(y) —豆e"t△uo(x))TJ叩）叫y)dxdy
（それぞれの項を部分積分すると）

＝ーニjj 立 e"t△uo(x)―▽yevt△uo(y)I¥記）叫y)dxdy
|B研即x即

―|；いfln xJRn (evt△uo(x) -e"t△uo(Y)) 
即 xm

x （▽砂vt△uo(x)―▽yevt△uo(Y))・V丑)R(X)加 (y)dxdy

三一人十 J2・

(6.1)両辺を tE (0, Rりで積分する このとき上記第二項をみ(t)とおくと，この項は他方

x E supp▽TJR(x -xo), y E supp TJR(x -xo)として

かつ XE即に対して

だから

lx-yl 
R 

~2 

C 
I▽佃(x-Xo)| ＜ --R  

Jt加）dtl=11 t 4v 
o o |B研ff即 x股”(evt△uo(．吋ー evt△no(y))

x （立evt△uo(x)-v'yevt△uo(y))・v'渾 (x)叫 y)dxdydt

砂[(|BいJJI evt△uo(x) -evt△uo(Y)白▽渾(x加 (y)l2dxdy)
即 x即

1/2 

x (|Bいff応 x即 lv'evl△uo(x)―▽yevl△uo(Y)l2佃 (x)叫 y)dxdy)112 dt 

<4u sup (l ff 
tE(0,R2) |B研転（おo)xB的 o)

levt△uo(x) -evt△uo(叫|2dxdy)t/2 

X 1R2（刷加JJ I▽evt△uo(x) -v'yevt~uo(Y) 12 dxdy) 112 dt 
辟 (xo)x知 (xo)

::;cc 
1 

I/ tE雰2)（|B研工。）叫(xo)levt△uo(x) -evt△uo(y)l2dxdy) 
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このとき

疇＋：1I/R(［dRt2 1 研 ff知 (mo)XB叩 o)Weut△uo(x) -Vyeut△uo(y)|2dxdydt) 

Ji =Ceu sup(l ff|eut△ vt△ド
tE(0,R2) |B研知 （ エo)X知（xo)

uo(x) -evt~uo(Y) 12 dxdy) 

=C四 sup lie vt△ uoll~MO S C,:vlluoll~MO ・
tE(O,Rり

最後の評価はFefferman-Stein[19]の111-BMO-d叫 ityの定理と，熱核を 1{1-normにおける試験

面数と見なすことにより

I (evt△uo,¢)1 = (uo,evt△¢) S ClluollBMollevt△¢1111.1 S ClluollBMollc/J||却

I (evt△Uo,c/J)I 
sup S ClluollBMO 
¢暉1 11¢||却

から従う．従って

sup sup Ji = Cvllevt△uoll恥。 SCvlluo||危MO (6.2) 
xo R>O 

が成り立つ．

J 
R2 

2v。(|BいfLR(xo)xBR(xo) IV xevt△uo(x)―▽yevt△uo(Y)l2dxdy) dt (6.3) 
疇 o)xB叩 o) ）炉

= -[|BいfLR(xo)XBR(xo) levt△ vt△ 2 疇 o)xBR(xo)levt~uo(x) -evt~uo（叫叫x)叫y)dxdy]=o
+ C,:v tE悶[2)（|Bいff御（叩）叫(xo)levt△uo(x) -evt~uo(Y)l2dxdy 

+ eu(［2 1 研 ff知 (xo)X知 (xo)|Veut△uo(X・)―▽yeut△uo(y)|］心dydt)

S Sup 1 
工o,R>O|B研JLR(xn)xBR(xn) luo(x) -uo(Y)l2dxdy 

疇 o)xB叩 o)

+c cu sup (|B研 ff |e¥（x) -eut△uo(Y)l2dxdy 
応 (O,Rり知(xo)XBR(xo)

｀炉土ff知 (xo)X知 (xo)I▽evt△uo(x) -V炉vt△uo(y)|：dxdydt)
つまり熱核の EMO-bound(6.2)があれば

x立。I/[(|BいfLR(xo)xBR(xo) IVevt△uo -Vevt△uol2dxdy) dt S Clluoll沿MO (6.4) 
BR(xo)XBR(xo) 

が従うさらにこの評価の証明はそのまま Koch-Tataru評価 (3.2)の別証明を与えることになる．

ロ
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上の評価式 (6.4)左辺は Chmin-Larner形の normとなっていて

2 OO 

II▽evs△uollL嘔＋） ＝ Sllp 
1 

BMO xo,R>Ol |B研ff知 (xo)x転 (xo)IVevs△uo―▽evs△uol2dxdydt 

1 2 
<-||uo||BMO -2 

と見なすことができる同様に等号 (6.1)から (6.3)とは逆の不等式を考えると

1...~ r00 2 1 ぅ lluoll~MO 三覧。l|B記 ff知(xo)x転(xo) IVevt• uo —• evt• uol2dxdydt 

00 I 1 r _..,A. 12 
+ sup f f meut△uodxl dt 

xo,R>O。B州転(xo)

こC sup JOO l f Weut△uol2dxdt 
Xo,R>O o |B州知(xo)

（または）

汽。S悶。lOO|B研fLR(xo)XBR(xo) lv'xevt△xuo(x)―▽yevt△Yuo(Y)l2dxdydt 
知 (xo)XB瓜xo)

を得ることができる．従って右辺は Uoの EMO-normと同値な表現となる．
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