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非線形境界条件を伴うトポロジー最適化間題＊

岡大将 (TomoyukiOka) 

東京大学大学院工学系研究科

(Graduate school of engineering, The University of Tokyo) 

1 序

本稿では，次の最小化問題，

(P) ぬ盟{F国） ＝ JDko(x)▽m(x) ▽ m(x)dx} 

について考察する．ここで， De罠dは滑らかな境界8Dを持つ有界領域， d2'. 1, D c JR灯ま

DcDとなるような開集合とし，

"'n = a(l -xn) +(3Xn, (3 ＞a> 0, 訓 x)= { ~: 
XE豆
xED¥IT 

とする．また， Uadしま次の体積制約を伴う関数空間，

Uad := {xo E L00(D;{O,l}): llx叫Iじ (D)= Vmax} 

とし， Vmax> 0とする最後に，状態変数uoE H1(D) nび (8D)は次の非線形境界条件を

伴う楕円型方程式，

(E) 
{-div(m▽uQ) ＝ f 
-m▽uo ・ v = luo IP-2uo 

in D, 

on 8D 

に対する弱解とし， fEび（D),p 2: 2, vは外向き単位法線ベクトルを表すものとする．

最小化問題 (P)のように，与えられた目的汎関数 F:U叫→民を最小化するような集合

OcDを決定する間題，すなわち， Fを最小化する最適な材料配置を決定する問題は，最

適設計問題 (optimaldesign problem)として知られており，集合 OcDを特性関数

xn E L00(D)を用いて表現している観点から， OcDの位相の変化も許容しているため，エ
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学的にはトポロジー最適化問題 (topologyoptimization problem)としてよく知られ

ている．トポロジー最適化間題の研究は，斉次 Dirichlet境界条件に骰き換えた (E)に対す

る結果や混合境界条件を伴うベクトル値に拡張した線形弾性体方程式に対する結果がよく知

られている ([2,5]）．目的汎関数 Fを最小化する xQ（以下，最適解と記す）の存在性につい

ては，［18,2]で均質化問題 (homogenizationproblem)に基づいて議論されている．均

質化問題は，（周期的に）振動するような係数行列場を伴う偏微分方程式に対して，振動（周

期）パラメータに関する極限方程式（以下，均質化方程式と記す）を厳密に導出する問題であ

る．均質化問題では，一般に係数行列場に対して周期性が課されており，形式的な漸近展開に

基づいた漸近展開法 [9]に端を発し， two-scale収束 [21,1]や， unfolding法 [14,15]などの

関数解析的手法が考案され，均質化方程式や係数行列場の極限に対応する均質化行列が厳密

に導出されている．さらに，局所周期性 [24]や概周期性 [12]のように係数行列場に課す周期

性を一般化した結果も知られており，確率的な設定でも解析が行われている [23]．しかしな

がら， mIは一様楕円性程度の情報しか持たないため，これらの理論が適用できず，結果とし

て均質化行列を明示的に表現することが困難になる．［19]では， H-収束と呼ばれる収束概念

を導人し，より一般的な枠組みにも対応した均質化理論を構築し，［18,2]では， H-収束性を

用いて最適解の存在性について考察している．すなわち，この結果は最適な材料配置を決定

するための基礎を成し，これまでに様々な数値解析手法が考案されている ([8,2, 11, 5]). 

一方，時間発展問題に対して，［16]に基づき，熱方程式に対する最適解の存在性やその材料

配置が [20]で考察されており，さらに，［6］では，その長時間挙動や定常問題への収束性につ

いても考察されている．しかしながら，非線形問題に対する同様な結果は見当たらなかった

ため，本稿では，そのモデルケースとして， Stefan-Boltzmannの法則に基づく非線形境界条

件を伴うトポロジー最適化問題に注目し，その第一歩として，定常間題に対する最適解の存

在性やその材料配置について焦点を当てるに至った

本稿では，（P)の最適解の存在性について議論する準備として，対応する均質化問題を考

える．次に，均質化問題に於いて得られた結果を応用して (P)の最適解の存在性について考

察する．さらに，最適解が成す材料配置について考察し， Robin境界条件の場合と比較する

ことで，境界条件の線形性と非線形性の違いによって材料配置がどのように変化するかにつ

いて数値的に考察する．

2 均質化定理

本章では，（E)に対応する均質化問題として次の方程式，

(Ee:) {-div(A心） ＝ f 
-Aevue • V = |馬|p-2匹

in D, 

on 8D 



16

を考える．ここで， A0ELぷm(D遺NxN)は

a|<|2< Ae(x)＜ ・ < < f3|(|2 for all (E酎

を満たす対称行列とするまず，（Ee:)に対する弱解を次のように定義する．

定義 2.1((Ee:)の弱解）．与えられた fE (H1(D)）＊に対して，関数匹 EK:={w E 

圧 (D):lwlP E L1(8D)｝が (Ee:)の弱解であるとは，

(1) a0(u0, v一匹） ＋J(v) -J（匹） 2〈f,v一馬〉 foT all v EK  

を満たすときである．ここで〈•, •>:=<•, •〉か (D),

1 
叫11,91))=Jい）▽u(x)•• v(m) dx, J(U) ＝ J-|u(x)|pdo 

D 8D P 

を表す．

注意 2.2((Ee:)の弱形式）．変分不等式（1)を満たすならば，任意の cpEKに対して，

v = U土入ゃ EKとすると，入→ 0十として

(2) L A0(x)虹 (x) 匹 (x)dx + laD匹1p2匹 (x)叫）da= l f(x)叫）dx
D 

が成り立ち，弱形式を満たす．弱形式 (2)の代わりに（1)を用いて弱解を定義する理由につ

いては注意 2.7を参照されたい．

次の (Ee:)に対する適切性について考察する．

定理 2.3((E0)の適切性）．方程式 (Ee:)の弱解が一意に存在する．

証明の概要与えられた fE (H1(D)）＊に対して，次の最小化間題，

(3) 凰{E(v) :=；伍(v,’U)-〈f,v〉+J(v)} 

を考える．このとき， E:K→ (-oo,oo]は凸，下半連続， E孝00であり，

1~m E(v) = +oo 
vEK, llvllL2(D)→00 

が成り立つ．従って，直接法 ([13,Corollary 3.23]）により，（3)を満たす uEKの存在性が

得られる．さらに，［17,Theorem 1.6]を用いると（1)が成り立つ．弱解の一意性については，

r c-+ lrlP-2rの単調性から従い，証明が完了する． 口

均質化定理を証明する準備として，以下の収束概念を導入する．
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定義 2.4（圧収束，［19]）．各E>Oに対して， A6E L00(D遺dxd)がAhomE L00(D遺dxd)

にげ収束するとは，任意の wes D と任意の fE H-1(w)に対して，

の弱解 uCが

-div(A6 v'匹） ＝f in H-1(w) 

叩→ Uhom

Ae▽匹→ Ahom▽Uhom

weakly in HJ(w), 

weakly inだ(w)d

を満たすときであり， Ae→ H 
Ahomと記述する．ここで， Uhomは次の均質化方程式，

-div(Ahom▽%om)= f in H―l(w) 

の弱解とする．

Hー収束を用いることで以下の均質化定理が得られる．

定理 2.5（均質化定理）．関数妬 EKを (Ec:)の弱解とする．このとき，（再び eと記すが，

(c)の）ある部分列と UhomEK及び，均質化行列 AhomE L00(D)；恥dxd)が存在して，

匹→ Uhom

Ae▽匹→ Ahom▽Uhom

weakly in H1(D), 

weakly inだ(D)d

が成り立つ．さらに， UhomEKは次の均質化方程式

{-div(Ahom▽uhom)＝ f 
-Ahom▽Uhom ・ V = luhomlp-2Uhom 

in D, 

onoD 

の弱解となる．

証明．変分不等式（1) に対して， v ＝匹を選ぶと，ある 8>0 と C。€賊が存在して

叫囮叫）十 8llu,,lli2(aD)三C。+〈f叫

が成り立ち， llu,,IIH1(D)::; Cが得られる．従って，（再び eと記すが (c)の）ある部分列及び，

血 omE H1(D)が存在して，

(4) 叫→ Uhom weakly in H1(D), 

Ue→Uhom strongly inザ(D)n L2(8D) 

が成り立つ．さらに，［19,Theorem 2]）により As且Ahomが成り立つ．特に，任意の

<p E HJ(D)に対して Uc士<pEKより，（1)で V = U0士ゃを選ぶと

ae:(ue:, <p) =〈f,<p〉 for all cp E H6(D) 
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が成り立ち，

(5) -div(Ae:▽匹） ＝f in H-1(D) 

を意味する．従って，［19,Theorem 1]を(5)に適用すると，

(6) As▽Us→Ahom▽Uhom weakly inび(D)叫

(7) L (A心• ▽uc)(x)cp(x) dx→L (Ahom v'uhom ・▽Uhom) (x)叫）dx
D 

が任意の r.pE C戸(D)に対して成り立つ．ここで， 0さゃ::;1となる cpEC戸(D)を(7)で

選ぶと，

l (Ahom v'uhom ・▽Uhom) (x)r.p(x) dxさliminfae(U心） for all r.p E C戸(D)
D C→O 

が成り立ち，次の下半連続性，

(8) a horn (Uhom墨 horn)さlimip.f ae(ue, ue) 
e→O 

が得られる．さらに， K はH1(D)上の閉凸集合より， UhomE Kが成り立ち，以下の Jの

び(8D)上での弱下半連続性，

J(uhom)さlimip.fJ(uc) 
C→O 

が得られ，弱解の定義及び，（4),(6), (8)を組み合わせると，

ahom(Uhom,V -Uhorn) + J(v) -J(uhom)ミ〈f,V -Uhom〉 forall v EK  

が成り立つ．すなわち，注意 2.2によって， UhomEKは任意の r.pEKに対して，

L Ahom(X)▽Uhom(X) ▽r.p(x)dx + J8D匹(x)IPr.p(x)dO" = L f(x)r.p(x) dx 

を満たし，証明が完了する． 口

注意 2.6（非線形境界条件の一般化）．定理 2.5は適切な仮定の下で，極大単調作用素で記述

される非線形境界条件へと拡張することができる．

注意 2.7（エネルギー収束）．定理 2.5の証明に於いて，（8)の逆，すなわち，

(9) limsupaパUc;,囮）さ ahom(Uhom, Uhom) 
C→O 

を得ることは，斉次 Dirichlet境界条件の場合でさえ困難であることに注意する（ただし，こ

の事実は均質化方程式が導出されると直ちに従う）．そのため，定義 2.1のように変分不等式
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を用いた弱解の定義を採用している．実際，弱形式を用いて弱解を定義する場合， Uhomが満

たす均質化方程式を導出する際に，

luslp-2匹→ luhomlp-2uhom weakly inび(8D)

が要求されるが，一般に困難であることが正則性の観点から示唆される．

一方， Uhomが均質化方程式の弱形式を満たすことが判明すると，

lim sup ac(uc, uc)三 lim〈f,uc〉-liminf J(uc) 
e→O+ e→O+ C→O+ 

三〈f,Uhom〉-J(uhom)= ahom(Uhom墨 horn)

となり，（9)が成り立つ．

注意 2.8（均質化行列の定性的性質）．均質化行列 AhomE L00(D；恥dxd)は， H-収束性に基

づいて得られる観点から，斉次 Dirichlet境界条件の場合と同等の性質を持つことに注意す

る．すなわち，明示的な表現は得られていないが，定数係数行列として取り扱うことができ，

また， Aの対称性により，

(10) Al・ l :-S: Ahoml・t<及・l for all l E酎

が成り立つ．ここで， A及び,Aは， Aの調和平均と算術平均を表す ([2,Theorem 1.3.14]). 

3 最適解の存在性

本章では，定理 2.5を用いて，最適解の存在性について考察する．目的汎関数 F:U叫→賊

の非負値性から最小化列 (xも）を取ることができ， llxもIIL00(D)さ1より，（再び c>Oと記述

するが，（c)の）ある部分列及び，密度0E L00(D; [O, 1]）が存在し，

(11) 泊→ 0 weakly-* in L(X)（D; [O, 1]) 

が成り立ち， 0(/_ Uadである．しかしながら，注意 2.7から目的汎関数の収束性が得られるた

め，（P)の緩和問題として，次の最小化問題，

(RP) inf __ F*(0,Khom) 
(0ぷhom)E冗つ

を考える．ここで， F*: L00(D; [O, 1] x股dxd)→股は

F*(0ぷ horn)=l K,hom(X)▽血om(x)・▽Uhom(x) dx 
D 
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として与えられる緩和目的汎関数を表し， UhomEKは均質化方程式の弱解， R'Dは

冗V:=

(0, "'horn) E L00(D; [0, l] x艮dxd):there exists 

(Xo, "'o) E L00(D; {0, 1} x {a,(3｝） 

such that 

心＝ a(l-Xも）十(3xも，

Xo→0 weakly-* in L00(D; [O, 1]), 
H 

心I→知hornand 110||い(D)= Vmax 

として与えられる緩和設計空間とする．このとき，以下が成り立つ．

定理 3.1（最適密度の存在定理）．定理2.5の仮定の下，（RP)の最適解（最適密度）が少なく

とも一つ存在する．さらに，

(12) inf F（知） ＝ min __ F*(0心horn)
xoEUad (Oぷhom)E冗 わ

が成り立ち，（RP)に対する任意の最適解は (P)の最小化列の極限によって特徴づけられる．

証明．最小化問題 (P)に対する最小化列 (xt)を取ると，（11)が成り立つ．また，注意 2.7よ

り， Ac＝怜Iとして定理2.5を適用すると，（再び e> 0と記すが，（e)の）ある部分列及び，

(0*'K,晶om)E L00(D; [0, l] x艮dxd)が存在して

が成り立ち，

(13) 

H 
心I→"'horn, L 0*(x) dx＝凰Lxo(x) dx = Vmax 

inf F(xo) ＝ lim F(xも） ＝F* (0*, K,hom) 
xoEUad "---, E:→O+ 

が得られる．特に，この連続性は最小化列でなくとも成り立つことに注意する．

緩和問題 (RP)に対する最適解が存在することを示す．緩和設計空間 RDの定義により，

任意の (0ぷhorn)ERVに対して，（xも， Kも） EL00(D; {0, 1} x {a,(3｝）が存在し，

(14) Xも→ 0 weakly-* in L00(D; [O, 1]) and 心I且/',,horn

が成り立ち，特に，［20,Propositon 2.1]より， llxも1|い(D)= Vmaxとなる (xも）を構成するこ

とができる（すなわち， xもEUad)．従って， Fの連続性によって

F*(0，代） ＝ lim F(xも） ＞ inf F(xo) 
e→O+ xoEUad 

が成り立ち，（13)と組み合わせると，（RP)の最適解の存在性及び，（12)が得られる．

一方，（O心horn)ERVを (RP)に対する最適解とすると，ある Kも＝ ax0+ /3(1-xも）

となる xも EUadが存在して，（14)が成り立ち，部分列を取り直すことで F*(0,K) = 
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limC→O+ F(xも）が得られる．従って，（xも）は（P)に対する最小化列であることが判明し，証

明が完了する． ロ

注意 3.2.定理 3.1から (RP)は (P)と等価であり，緩和することによって，元の問題を変

えないことが分かる．しかしながら，以下について注意する必要がある．

(i)元の問題 (P)と同じ最小値を与える (RP)の最適解（最適密度）が少なくとも 1つ存

在することを主張するものであり，最適解の一意性や局所解の存在性については言及

していない．

(ii)最適密度を用いた材料表現では，拡散係数が a>Oでも /3> 0でもない中間領域を認

めることを意味する．従って，元の問題の観点から，明瞭な材料表現を行うために，い

わゆるグレースケール問題が生じない (RP)の最小値に一致するような XOE Uadを

構成する必要がある．

(iii)最適密度〇＊は，（11)から 0*r/-Uadとなり，不良設定問題であることが示唆され，［2]

では，自明な最適解しか構成できないような反例が構成されている．一般に，元の問題

に対する最適解は存在しないため，良設定問題として取り扱うためには何らかの正則

化や幾何学的な制約が要求される．［7］では，材料間の周長に対する制約を加えること

で最遼解の存在定理が証明されている．

4 形状解析

本章では，拡散係数が a>Oと(3>0の材料のみで緩和問題 (RP)の最小値に一致するよ

うな XOE Uadの構成方法について考察する．

4.1 感度解析

本節では，（RP)の最適密度の構成方法について考察する．定理 3.1及び，（10)によって，

F*(0＊吋om)=min(0，'-hom)E冗'DF*(0心horn)となる (0*,/',,horn) E L00(D; [O, 1] X股dxd)が

存在し， F*(0*,"'horn)さF(0)が成り立つ．そこで，次の最小化問題，

(15) min F(O) 
0EL00(D;[0,1]), 
110||い(D)=Vmax

を考える．このとき，設計感度 F'(0)に対して以下が成り立つ．

命題 4.1（設計感度）．関数 u0EK及び， v0E H1(D)をそれぞれ状態方程式，

(16) 
{-div(代o▽uo)＝f 
ー邸om▽uo.u = |uo|P-2uo 

in D, 

on8D, 
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及び，随伴方程式，

(17) {-div(Ko▽Vo)＝ f 

-K0▽v0 ・ v = (p -l)lu0IP-3u0v0 + plu0IP-2u0 
in D, 

on8D 

の弱解とする．ただし， "'0= a(l -0) +/30 E L00(D; [a, /3]）とする．このとき，

(18) F'(0)(x) = -(/3 -a)▽u0(x) ・▽v0(x) for a.e. x ED  

が成り立つ．

証明．汎関数 Fと等価な Lagrangian£:L00(D; [0, l]) x K x H1(D)→民として

£(0, u0, v) = F(0) + l "'0(x)• u0(x)• • v(x) dx 
D 

+ hv lu0IP-2u0(x)v(x) dx -L J(x)v(x) dx 

を導入する．このとき，任意の心 EH1(D)に対して，

〈▽uo£(0,uo,v)，心〉か(D)

= Lf(x)ゆ(x)dx -hv plu01P-2u0(x)心(x)dcr 

+ JD Ko(x)▽ゆ(x)・ Vv(x) dx + hv (p -l)lu01P-3u0(x)心(x)v(x)dcr 

より，団。£(0,u0, -v0) = 0から F'(0)＝▽心(0,u0, -v0)に注意すると，

F'(0)(x) = -(/3 -a)▽u0(x) ・▽v0(x) for a.e. x ED  

が得られ，証明が完了する． ロ

注意 4.2（最適性）．体稜制約汎関数として G(0)= 110||じ (D)-Ymaxと定め， F(0)＋入G(0)

として無制約問題に置き換えると，初期密度 0。EL00(D; [O, 1]）に対して，

(19) 0n = 0n-1 -k(F'(0n-1) —入n-1) for k > 0 

として |0叫さ 1かつ体積制約を満たすように Lagrange乗数心と仇を更新すると，（15)

の（局所）最適密度の候補が構成される例えば，▽Voを▽u0で置き換えることができると，

[5]に基づき (15)の最適密度の候補を (RP)の最適密度として特徴づけることができ，この

置き換えは少なくとも田が十分小さいときに正当化される．しかしながら，注意 3.2の (ii)

で指摘したように，（19)による密度の更新方法はグレースケール間題を引き起こすため，適

切に二値化する必要がある．
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4.2 非線形拡散に基づくレベルセット法

本節では，最小化問題 (15)の最適密度〇＊に対して， F(0*)= F(xo)となるような

Xo E Uadについて考察する．グレースケール問題を解決する方法の一つとしてレベルセッ

ト法 ([3,4])が知られており，レベルセット法では，次のレベルセット関数，

(20) 
0

0

0

 

>
―

I
 

V
 

f

く

、

、̀’’ノx
 

＇ー、¢
 

XE fl, 

x E an, 
X ED¥〇

が導入される．このとき，（20)を用いると XoEL(X)（D;{0,1}）は

(21) X¢(x) := X[¢~o](x) = { ~ ~! :i:;：悶'
として置き換えられる．このとき， F(0*)に達成するような (20)が構成できると，（21)を用

いた材料表現を行うことでグレースケールを含まない領域を構成できる．すなわち，目的汎

関数が減少するようなレベルセット関数の更新方法を考案すれば十分である．本稿では，注

意 3.2の (iii)及び，勾配流の考え方に基づき，正則化項として目的汎関数に Dirichletエネル

ギーを摂動させた次の非線形拡散方程式

{疇- T凶＋F＇（¢)＝ 0 in D X (O,＋(X)）， 

c/Jlav = 0, c/Jlt=O = ¢。 EL(X)(D)
(22) 

を用いてレベルセット関数を更新するものとする．特に， O<q<lとした多孔質媒体方程

式を用いることにし，拡散係数の退化性を応用することにより，材料配置を数値的に更新し

ていく過程で材料間の界面の振動を抑えることが可能になる（詳細は [22]を参照）．

4.3 数値アルゴリズム

本節では，（22)に基づいてレベルセット関数を更新し，材料配置を決定するための数値ア

ルゴリズムについて記述する．ここでは，（15)の最小値に近づくような二相構造を構成する

ために次の最小化問題，

(23) 肌｛F（¢)：＝J心(x)▽U¢(X)・▽U¢(x) dx} 
D 

を考える．ここで，匹：＝ a(l-X¢) +(3X¢,状態変数 U<j,は Koを匹で置き換えた (16)

の弱解， V := {cp Eが（D:[-1,1]):G(cp):= llx¢llu(D) -Vmax = 0}とする．特に，

ク（の，入）：＝ F（の）＋入G（の）として (23)無制約問題に置き換えて数値解析を行うものとする．

具体的な手順は以下の通りである．
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Step 1.初期レベルセット関数伽及び，体積制約値 Vmaxを指定する．本稿では，¢。 =1,

Vmax = 0.45IDIとする．

Step 2. 状態変数％を決定する．ここでは， f~O とし， Newton-Raphson法に基づき，任

意の心 EKに対して，

JD 匹（x)▽%＋1(x) 冒(x)dx+faDuぶ—+＼ (x)心(x)du = k f(x)心(x)dx 

を m 回解く．ただし， ii~+l = u~ + ru~-1(um+l -um), r > 0とし，本稿では

m = 5, a = 0.01,(3 ＝ 1として取り扱う．

Step 3.随伴変数 v¢ を決定する．ここで， Vq,はKoとuoをそれぞれ K¢ と四）で置き換え

た (17)の解を意味する．

Step 4.目的汎関数 F（伽）と体積制約汎関数 G（伽）を計算する．

Step 5.収束判定を行う．本稿では，

llc/Jn -c/Jn-1IIL00(D)::::; 77, IG(c/Jn)I::::; 77 

を収束条件として採用し， 7]= 1.0 X 10-2を選ぶ収束条件を満たさない場合は，

Step6に進む．

Step 6.非線形拡散方程式 (22)を解く．本稿では，拡張 Lagrange法及び，（18)に基づいて，

如＝ cp(x,n△t)として時間離散化した（形式的な）線形化方程式

(24) J 麟 (x)lq-1~(x)ゆ(x)dx+l T▽知1(x) ・▽心(x)dx 
D △t 

= JD（圧（x）▽u¢n(x)• ▽v¢n(x) -［：心(x)dx for all心EHi(D) 

を解く．ただし， U¢れは Step2で解いた Um+lを表す．

Step 7.線形化方程式 (24)の解をゆn+1 こ1として制限し，レベルセット関数を如＝

c/Jn+lとして更新し， Step2に戻る．

4.4 数値結果

前節の数値アルゴリズムに甚づいて汎用有限要素解析ソフトウェア FreeFEM+＋を用い

て計算した結果を図 1,図 2に示す．図 1の (a),(b) から， f~O を定数倍することによっ

て，最適化された材料配置が変更されていることが分かる．この結果は，図 1の(c),(d)が示

すRobin境界条件の場合とは大きくに異なる結果であり，境界条件の線形性と非線形性の違

いが材料配置へ影響を及ぼすことを意味するまた，初期レベルセット関数としてのo三 0を

選んでいる観点から，体積制約を満たすために目的汎関数はまず増大し，その後減少して収

束していることが図 2から分かる．特に，（15)の目的汎関数 F（仇）の収束値と同程度の値に

収束している観点から，二相の近似材料配置が構成できていることが分かる．
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(a) p = d + 1, f三 10. (b)p=d+l,f三 100.

(c)p=2,f三 10. (d) p = 2, f三 100.

図 1：数値解析例（白色： ［x心＝ O],黒色： ［X¢n = l]). 
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図2:目的汎関数 F（如）と緩和目的汎閲数 F(0n)の収束履歴 (p= d+ 1, f三 10).

(a) p = d + 1, f = 10. (b) p = 2, f = 10. 

図3:数値解析例（四＝ ax¢+B(1-X¢）に変更した場合）．
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注意 4.3（数値解析の妥当性）．図 3のように K¢ E L00(D: {a,/3}）の定義を変更すると，境

界条件の線形性や非線形性に依らず同じ材料配置が得られる．また，［5,Fig. 23]に類似の材

料配置が得られている観点から数値解析の妥当性が示唆される．レベルセット関数の更新式

(24)は，目的汎関数に対する Dirichletエネルギーの摂動に基づいている観点から， T>Oの

値をより小さくすることによって，図 2の近似精度を向上することができる．一方， T>Oを

小さくすることで図 1で得られる材料配置は実際に再現することが困難な材料配置となるこ

とに注意する．

5 結論

本稿では，（P)に対する最小化問題について考察し，以下の結果が得られた．

•非線形境界条件を伴う楕円型方程式に対する均質化定理を証明した．

•緩和問題 (RP) の最適解に対する存在定理を証明し，緩和問題が元の問題 (P) と等価

であることを明らかにした

•非線形拡散に基づくレベルセット法を用いて，緩和問題に対するグレースケールを含

まない近似材料配置を得るための数値アルゴリズムを構築した

•最適化された材料配置は， f を定数倍することによって変化することを数値的に明ら

かにし， Robin境界条件の場合と比較することで，非線形問題特有の性質であること

を数値的に示した
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