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Abstract 

本稿では講演の内容に従って，論文 [7]の解説の後に， ［9]の結果の一部を紹介する．但し，［7]
の結果のうち，漸近挙動に関する結果については，改善されたものを掲載する．

1 ポアンカレ•コンパクト化の概要
本章では，ポアンカレ・コンパクト化 (Poincarecompactification)の概要を述べる．

配上の多項式ベクトル場

8 8 
X=P（の，心）—＋ Q(q;，ゆ）一

枷 8ゅ

を考える．すなわち，配を相空間とする力学系

｛砂＝P（紅），
炒＝ Q(q;，ゅ），

(" = d/dt) (1) 

を考える．ただし， P,Qは¢，ゅに関する多項式である．まず，以下で定義される賊3 内の平面

(y1,Y2,y3) = (¢，心， 1)

および球面
§2 = {y E良3I yf＋砂＋蒻＝ 1}

を考える． この球面を Poincaresphereと呼ぶ．さらに，

とする．

H+ = {y E §2 I Ya > 0}, 
H_ = {y E S2 I Y3 < 0}, 

§1 = {y E S2 I y3 = O} 

f土を以下で定義される，ベクトル場 X の応2から S2への射影とする；

f十：酎→ §2 and f―：酎→ぎ．

ただし，

叫，ゅ）＝土（嘉，心）’△(:¢)'△（い）， （△(¢,心） ＝《戸下戸古）

である．
次に， S2上の localchartsを

Uk = {y E s21 Yk > O} and vk = {y E s21 Yk < O} for k = 1, 2, 3 

とし，各 Uk,凶から酎への局所射影

gt：且→ lR2 and gk―:Vk→酎

を

gt(Y1,Y2,y3) = -gk―(y1,Y2,y3) =（詈臼）， for m < n and m, n -/ k 
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で定義する． この g店によって各 localchart Uk, Vk上のベクトル場は，以下の平面にそれぞれ射
影される；

広＝｛yElR3lyk=l}, Vk={yElR3叫＝―l}.

以下，混乱の恐れがない限り，すべての Kについて

(x，入）：＝咋(y)

とする．

例えば，ズから U2への射影は

(gt。!+)(¢,，ゆ） ＝ （~,¾)=(x，入）

として与えられる (Fig.1)．従って， 万2 の力学系は，（1)に対して変数変換

(rp(t)，ゆ(t)）＝（闘忘）
を施すことで得られる．

以上より，元の微分方程式（1)の無限遠方までの力学系を考えるには，

H+ U§1 (2) 

上に射影された力学系を考えれば十分である ({11(¢,,'I/.J)II= 00}はS1に射影される）．
(2)をポアンカレ・ディスク (Poincaredisk) と呼ぶ．本稿を通して，ポアンカレ・コンパク

ト化に関連する記号は，本章で定義したものを使用する．

ポアンカレ•コンパクト化のより詳細な解説は［4] を参照されたしまた，擬ポアンカレ・コン
パクト化 (Poincare-typecompactification)については， ［11, 12]を参照のこと．

Y3 

Y2 

Figure 1: Poincare sphereと応の概略図

2 負幕の非線形項を持つ反応拡散方程式の有限進行波解

本章では，次の反応拡散方程式の有限進行波解

を考える．

Ut=Uxx+~, t>O, XE民， aE N  
(1 -u)a’ 

方程式 (3)に進行波座標系

q;(e) = 1 -u(t, x), e = X - ct, C > 0 

を導入すると

暉＝ー¢”+¢―尺く€恥'
d 

， ＝一d~' 

(3) 

(4) 
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あるいは

{ :,:ゅ_’⑳+¢―a 
(5) 

を得る．

[12] では，有限進行波解が存在するならば，それは (5) のポアンカレ•コンパクト化によって
得られる無限遠方の平衡点(¢，ゆ）＝（o,+oo)の安定多様体上に初期値をとる軌道によって特徴付

けられることが明らかにされた．さらに，有限進行波解の漸近挙動も得られている．

以下では，［7]に従って， aが偶数のとき，有限進行波が存在することを示そう．そのために，

[12] 同様，微分方程式系 (5) に対して，前章で述べたポアンカレ•コンパクト化を応用する．
まず，時間スケールの変換

ds/dl = {¢(l)｝―"'for a E 2N (6) 

を行うことで，（5)は{¢ = 0}の特異性が除去された，次の方程式に変換される．

{ : : ¢-ae：しゅ＋ 1. (・ ＝羞） （7) 

ここで， a を偶数に制限したことで，変換 (6)において時間の進む方向が反転していないことを注

意しておく．また，ベクトル場（7)はベクトル場 (5)に炉を単に掛け算して得られるものであ

り，いずれのベクトル場の解曲線も同等である．一方で，未知関数を含む，時間の変数変換による

特異性の除去の解析的な扱いについては，［5]の 7.7節およびその参考文献を参照されたし．

次に，（7)の訊，見上の力学系を導出する．

2.1 島上の力学系

広上の力学系を導出するために変数変換

ef;(s) = x(s)／入（s), 心（s)= 1／入(s)

によって新しい変数（入，x)を導入すると，（7)は次の微分方程式に変換される；

｛入＝ CX吹 1-a＿炉，
わ＝ x(cx"入―"-入） ＋炉入―a

時間変数の変換 dT/ds＝入（s)-aによって｛入＝ O}の特異性を除去すると

{入T = ex吹—入2+°,
叫＝ばa+l_入l+ax+ x" 

を得る．ただし，

入T=d入／d九 叫＝ dx/dr

である．（9)の平衡点は

pす： （入，x)=(O,O), Pc:（入，x)= (0, -1/c) 

であり，線形化行列はそれぞれ

Pri: (ば~), Pc: (cl~゜土）

(8) 

(9) 

である．よって平衡点 Pdは双曲型でない． pす近傍の力学系を得るために，次の変数変換によっ

て特異点の膨らまし (blow-up)を行う；

入＝ r"-1入， X= r"+l元

（特異点膨らましについては，例えば，［2]および［4]の3章などを参照のこと）．ポアンカレ・ディ

スク上の力学系を考えるために，｛入＝ 1}と｛元＝士1}での力学系を考える．
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2.1.1 Dynamics on the chart｛入＝ 1}

座椋変換入＝ r"-1,X = r"+1元により
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を得る．新しい時間変数 nを

によって導入することで

dry/dr = r(r) 
a2-1 

｛乃＝（a -1）-1 (-r ＋記r2+a)，
祝＝ 2(a-1)―1（元ーcxa+lra+l)＋笠．

(10) 

(11) 

を得る．（11)の {r= O}上の平衡点は

l 

吋：（r，元） ＝ （0,0), 瓦： （r，元） ＝ （0,（三戸） • 
であり，線形化行列はそれぞれ

尻：（一戸 a : 1)pt (―ao l l゚2)
で与えられる． I-1/(a -1)1 <ー 21であるから，広の近くの軌道は n→ooで｛元＝ ［ー2/(a-

1)］六，r:;:,O}に接するように平衡点に漸近する． よって

r(ry) ~ Ce歪内1+ o(l)), 

崎(ry)~ Ce―2ry(l + o(l)) +（三）土
を得る．

2.1.2 Dynamics on the chart｛元＝ー1}

座標変換
入＝ r"'-1入， x=  -r 

c,+l 

および時間スケールの変換

dry/d, = r(,) ふ— 1

により，微分方程式系

｛四＝（a＋ 1)―1(CTa+2 ＿心＋"--1Ji'
入,,= -(a+ 1)―1 (2.¥2+a -(a -1)入ー 2cr"+l入）

を得る． ｛r=O}上の平衡点は

（バ） ＝ （0,0), （バ） ＝ （0, [(a -1)/2]土）

である．簡単な計算により， （0,0)はサドル型，（0,[(a -1)/2]＃打は sinkであることが分かる．

2.1.3 Dynamics on the chart｛元＝ 1}

座標変換
入＝ ra-1>., x = r"+l 

および時間スケールの変換

dry/dr = r(r) 
c,2-1 

によって
{ tn = （a + 1)-1(c:r0+2 _ r入1+° +r)， 

入,,,=-(a+ 1)-1 (2炉＋"+(a-1）入— 2c:r"+l 入）

(12) 

(13) 
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を得る．｛r=O,入2'.0}上の平衡点は (0,0)のみである．その周りでの線形化固有値は

(a+ 1)―1, -(a -1)/(a + 1) 

であり，対応する固有ベクトルは

(1, 0), (0, 1) 

であ戸．よって， （r,X) = (o,o)はsaddleである．

｛入＝ 1}および｛元＝ 士1}でのダイナミクスの結果から，万2でのダイナ ミクスは Fig.2の

ようになる．

こ: 9 

{-X = 1} 

¥............. .. / 

l 

□1三
¥ i 

.. .••• 

・・・・・・・・・-・・・・・・・・・・・・ 
1 

v-up~]

-[ l1三□”

Figure 2: Blow-upされたベクトル場および V2上の流れの様子．

以降の節では引 き続き，ワ1]内およびV2上のダイナ ミクスを調べる．

2.2 Dynamics on the chart凡
座標変換

¢(s)＝一x(s)／入（s), 心(s)= -1／入（s)

によって，力学系（7)を▽2に射影した力学系は：

｛入＝ CX吹＋応 ，
年＝研＋ cx"+l十入1+ax

で与えられる．ただし，新しい時間変数 T は

dr/ds =入（s）―a

によって導入した．

X 

(14) 

(14)は変数変換 (.X,x)→（一入，x)によって (9)に帰着される従って，（14)のダイナミクス

のう ち， Po:（入，x)= (0,0)の周りでの力学系を考えれば十分である特異点Poの膨らましを行

うために変数変換
入＝ r0-1入， X= r"+l元 with >. = 1 

を施すと ｛巧＝（a-1）-1(r ＋五＋2)，
玩 ＝呼ー 2(a-1)-1 （元＋ c元a+lra+l)

(15) 
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を得る．ただし，新しい時間変数 nを

dry/dr = {r(r)} ふ— 1

によって恐入した．（15)の {r= 0}上の平衡点は

尻：（r，元） ＝ （0,0), 瓦： （r，元） ＝ （0,（こ 1戸）
である．平衡点尻での線形化固有値は

(a-1)―1 > 0, -2(a-1)―1 < 0 

であり，対応する固有ベクトルは

(1, 0), (0, 1) 

である．また，平衡点 Pこでの線形化固有値は

(a-1)―1 > 0, 2 > 0 

であり，対応する固有ベクトルは

(1, 0), (0, 1) 

である．

2.3 Dynamics on the chart U1 

変数変換

rp(s) = 1／入（s), 心(s)= x(s)／入(s)

および時間変数の変換

dr/ds =｛入(s)｝―a

によって，広上の力学系

{入T = -x入，
叫＝ーex十入l+a_企

を得る．（16)の平衡点は (0,0), (0, -c)であり，対応する線形化行列はそれぞれ

(>°C) ,(;>)

(16) 

である．平衡点 (0,0)は双曲型でないが，以下のように中心多様体近似によって，その周辺の力学

系を閥べることができる（中心多様体定理については，例えば [3]などを参照のこと）．中心多様

体定理によれば，
dh 

h(O) = ~(O) = 0 
d入

を満たす関数 h（入）が存在して，力学系 (16)の中心多様体は (0,0)の周りで｛（入，x)Ix= h（入）｝
とグラフで与えられる． h（入）の多項式近似を求めるために x=h（入）の両辺を T で微分すると

dh 
—入h（入）ー（入） ＝ーch（入） ＋入l+a-{h（入）｝2 (17) 

d入

を得る． h（入） ＝C2ゞ ＋ C3対＋ C4対＋．．．を代入して未知定数 Ckを決めることで

｛（入，x)lx=入0+1/c+0 （入2a+2)}

を得る．よって (16)の (0,0)近傍における中心多様体上の力学系は，以下の微分方程式の定める

力学系と位相同値である：
入T = ->.°'+2 /c + 0（入知十3).

以上で，訊上の力学系を知ることができた．
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2.4 Dynamics on the chart V1 

変数変換

¢,(s) = -1／入（s), 心(s)= -x(s)／入(s)

および時間スケールの変換

dT/ds =｛入(s)｝―a

によって

｛入＝ーx入，
叫＝ーex —入l+a _砂

を得る．（18)は変換

（入，x)→（一入，x)

によって (16)と同値な力学系を定める．

(18) 

以上により， 4つの Localchart『1]乃］パ］召上の力学系を得ることがでた．これらを組み

合わせることで，ポアンカレ・ディスク H+US1上のダイナミクスは Fig.3のようになる（接続

軌道の存在は，ポアンカレ・ベンディクソンの定理による）．

l±1 

Po 

Figure 3: (5)のポアンカレ・ディスク H+U§1上のダイナミクス

2.5 有限進行波とその漸近挙動

これまでの変数変換を逆に辿ることで， Fig.3において PoとPciとを繋ぐ接続軌道に対応する

(4) の解¢,(~) = ¢,(x -ct)の漸近挙動を得ることができる．実際，

A=(―土）六
として

dry ds dT dry 
=-•-•-=rn' 

de de ds dT 
=¢―a 入―"'.r"'2_1 

r-"-1・元―a

-a-1 
~ {c1三 (1+ o(l)) }-~-. ・ { C2e―2'1(1 + o(l)) + A}―a 

平
らea-1n. 1 

{C2e-2'1(1 + o(l)) + A}'-' 

C和声n. 1 
{C四―2'1(1+ o(l))}" + a{C2e-2'1(1 + o(l))}'-'-1 -A+ ---+ A" 

竺~ CeO-1n as n → +00. 
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を得る．従って，

ここでe十を

と定めると

であるから

である．従って，

¢(e) 

ここで， aE 2Nと

より

珈＝ Ce~~+c, (C繹）．

E+ = lim E(rJ) 
n→+OO 

l+ =C「ooe声 ”dry<oo 

゜
e+ー e~Ce 

平
0-1 n 

X r a+l 
- 2-

-＝ x = r a: 
入 ra-1

~ {C1e歪T(l+o(l))}・{C砂叫l+o(l))+A}

~ C4e―丑rry.{C応叫l+o(l))+A}

C5e―丑T%―2ry+c4 ・A・ e―丑戸

C5e―ぎIry+ C4 ・ A ・e―丑戸

~ -Ce丑豆

-2o, -2 
＜ 

a-1 ・a-1 

e―凸”<e―丑ry (r, > 0) 

であることを注意しておく．以上より，¢(~)の漸近挙動として

¢,(e) ~ -Ce―= ～ -C（も一 E)= 邸 e→e+ -o 

を得る． また，相空問における軌道の配置を考えれば，今考えているのは {a<0}にある軌道で

あるから， C>0である．ゆ（e)の漸近挙動も同様に計算することができる．

従って，我々は次の定理を得る．

Theorem 1 ([7]の主結果の改良版） a を偶数とする． このとき，（3)は以下を潤たす有限進行

波解

u(t,x) = 1-¢,(e), e E（ど―'（＋）

の族を持つ．. {ご-0¢(e)＝ 0, ＜」：rn+0¢(e)＝ 0, 

lim 心({)＝ 00, lim ゆ(e)= -oo. 
く→<+-0 く→¢＿十〇

•eE(e-,e+) において ¢,(e) < oである．

•ある定数<* € (g_，C＋）が存在して，ゆ(e.)= oおよび

が成り立つ．

心(e)< o, (e E(e-,e.)) 

ゆ(e)> o, （e E (e.,e+)) 

さらに， </J(e),心（e)の漸近挙動は以下で与えられる：

(C> 0は定数）．

｛の(e)～-C（い）今

殴）～ C（いが譜

{ ¢(e)～-C(E-e_)出
殴）～ーc(e-e_）婢

邸 e→ふー 0

as e→e-+o 

(19) 

(20) 

ここで，上の定理で得られた有限進行波解 u(e)は，常微分方程式 (5)の解軌道に対応する解

であるから，区間 (e_,e+)において C竺関数であることを注意しておく．
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3 MEMS型反応拡散方程式の球対称定常解

この章では，［9]の結果の一部を紹介する．考えるのは，次の MEMS型反応拡散方程式

μ + 15l'v'Ul2 
ut =• u+~, t>O, xE酎， U= U(t,x) (21) 

1-U' 

の球対称定常問題；

u ” ＋ 
N-1",, μ+c5(U')2 
-U+  ＝0, 1-U （＇＝羞”＝王） (22) 

である． ここで， U=U(r) （ただし， r=Ix|） である．

Ghergu一宮本 [6]は，（21)の単位球 BE応N(N2'.2)上の境界値問題

｛血＝ µ＋1呵〗u 2,U > O in B, 

U =0 on 8B 

について， 0< U < 1である解 (regularsolutions) とU(O)= 1となる解 (rupturesolutions) 
のそれぞれについてパラメータμの範囲に応じた解の存在／非存在を明らかにしている．また，そ

れらの分岐についても調べられている．

[9]では，（22)について N2'. 3, μ > 0, 8 > 0の場合を考えた．（22)は，（I)0 < 8 < 1, (II) 
8 = 1, (III) 8 > 1のそれぞれの場合について，適当な変数変換によって配を相平面とする力学

系に帰盾される．本稿では，特に (I)0 < 8 < 1のときの結果を紹介する．このとき，（21)は変換

u(r) = 1-(1-U(r))1-0, μ = (1-8)μ, 

t = Klogr a(t) = r―"(1 -u), a= 1 -0, K =土l

によって，

{ t=~Ab-Ba 十加―P,
となる (Cf.[10, 8])．ただし，

（＝羞）

A=  K(2a + N -2) = K(N -2'5), B = a(a + N -2) = (1 -'5)(N -,5 -1) 

(23) 

である．（23) に対して，前節と同様にポアンカレ•コンパクト化を行うと，ポアンカレ・ディスク
上の力学系は， Fig.4 (pが偶数）および Fig.5 (pが奇数） のようになる（詳細は [9]を参照の

こと）．

田
恥（底）

Figure 4: (23)の Poincaredisk上のダイナミクス (0< b < 1, p E 2N, D > 0).［左： r;,= 1のと

き．］ ［右： Ii=ー1のとき．］
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Figure 5: (23)の Poincaredisk上のダイナミクス (0< 8 < 1, p E 2N + 1, D > 0). ［左： K,= 1の

とき．］ ［右： K,=ー1のとき．］

ただし，
D = (N -2)2 -4(8 + l)(N -2) + 4(82 -1) 

であり，（23)の有界な平衡点（ポアンカレ・ディスク上の H十内にある平衡点）

(a,b) ＝ { (M,0) p E 2N, μ ～戸

（土M,0) PE2N+1, M =（砂
の線形化固有値が，実数であるか複素数であるかが D の符号によって定まる．

Fig. 4とFig.5の左図において，無限遠の平衡点 E1から有限平衡点 EAの接続軌道に対応

する (21)の球対称定常解について，次の定理を得る．

Theorem 2 ([9}, Theorem 1) 3 :SN EN, μ > 0, p EN, 0 < 8 < 1 ((8 = (p -1)/(p + 1)) 
とする． このとき， （21)の球対称定常解 U(r)で r→+ooにおいて特異性を持ち，かつ，以下

を満たすものが存在する．

• lill! U(r) = 1-C (C > 0), lill! U'(r) = 0 lim U(r) = -oo. 
T→O T→O T→+OO 

• rE(O,+oo)において， U(r)< 1および U'(r)<0である．

さらに， r→＋00での漸近挙動は以下のようになる．

U(r) ～ { 1-｛k汀 a+91+K記丑2+M臼｝五 (D> O)， 

1-｛凸K(r)+M臼｝占 (D<O). 

ここで， a= 1 -8 > 0, μ = (1 -8)μ > 0であり

-A+V万—A-』
び1= 

2 
, 0'2 = 

2 
, M1 = (μ/B)戸

K(r) = K3sin［ぐ可logr]+ K4 cos［予logr]

である (K1(1 <:: j <:: 4)は定数）．

(24) 

Fig. 4とFig.5の左図において，恥（恥） から EAの接続軌道に対応する（21)の球対称定

常解について，次の定理を得る．

Theorem 3 ([9}, Theorem 2) 3 <::NE N, μ > 0, p EN, 0 <Ii< 1 (Ii= (p -1)/(p + 1)) と

する．このとき (21)はr=Oとr→+ooとにおいて特異性を持ち，かつ，以下を満たす球対称

定常解の族を持つ．

• limu(r) ＝ -00, ！咄U'(r)= +oo r]Too U(r) = -oo. 
T→0 ・'・  r--+0 ・ 'r→+OO 

• r E (O,+oo)において U(r)< 1である．

•ある定数 r. E (0,+oo)が存在して， U(r.)=0.および，
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(i) r E (0，八）において U'(r)> 0 

(ii) r E (r., +oo)において U'(r)< 0 

が成り立つ．

さらに， U(r)および U'(r)の r→0における漸近挙動は以下のようになる：

U(r) ~ l -A1r―告岳

U'(r) ~A圧笞主
邸 r→ O 

ただし， A1,A2は正の定数である．また， r→＋00での漸近挙動は (24}と同じである．

(25) 

同様の枠組みで，（II)8 = l, (III) 8 > lそれぞれの場合についても，ポアンカレ・ディスク上
の接軸軌道の存在と，それらに対応する (21)の球対称定常解に関する結果を得ることができる．

詳細は，［9]を参照されたし．
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