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3次の非線形方程式系の標準化における注意
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Division of Mathematical Science, Department of Systems Innovation, 

Graduate School of Engineering Science, Osaka University 

§1.序

ここでは，次の抽象的な 3次の非線形方程式系を考える：

｛年＝入叶叫気＋入叫叫2四十三＋心m|u計＋扇疇＋叫u叫国，

£四＝入叶u1l2附＋知叫叫＋入，u芦＋ふou1lu附＋入11町合＋入12|四|2四
(1) 

ただし， Ujは複素数値の未知関数であり，£は実線形作用素である．抽象的な枠組みで考

えるものの，念頭にあるのは£ = i羞をとった場合の常微分方程式系 (ODE系）および

£＝歎十△ととった場合の非線形シュレディンガー方程式系 (NLS系）である．複素数

値の未知関数を考えるのはこのためである．右辺の非線形項の形はゲージ不変と呼ばれる

性質をみたすものである前者の ODE系は，非線形シュレディンガー方程式系や非線形

クライン・ゴルドン方程式系の時間大域挙動の解析で重要ば役割をもつことが知られて

いる．

ここでは [2,4,5]で導入された（1)の分類・標準化の議論において中心的な役割を果た

す（1) の行列—ベクトル表示について考察する．なお，［5] では行列—核表示と呼ばれている

がこれは全く同じものである．［4]で導入されたシステムの行列表示も同じものであり，［4]

における行列表示を複素数値未知変数に拡張したものに相当する．以下は以下のように構

成されている． 1節でこの表示とその性質を紹介したのち， 2節ではその導出を振り返ると

ともに，類似の別表示が存在することを示す．
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1.1 標準化とその方法

方程式系 (1)は変数変換

[:~] = M [ ~~], M E GL直） (2) 

で閉じている．つまり，（U1，匹）が（1)を解くとき，このようにして定めた (w1，四）も (1)

を解く．ただし，その係数は M に応じて変化する．これにより，与えられた方程式系をよ

り‘‘簡単’'な方程式系に帰着することが考えられる．例えば，

という方程式系に対して

{£m = |m|2附＋ （2m|u附＋疇，

£匹＝（2|叫国＋u詞）＋ I崎 U2

鳳＝［］＿11] ［：:］ 
という変数変換を適用すると，新しい変数が解く方程式系は

{£wl =|w叶2W1,

Cw2 = lw附W2

となる．

数学的には次のように定式化できる．二つの方程式系が変数変換で互いに移りあうとき，

これらは本質的に同じものとみなせる．こうして方程式系の間に同値関係が定義される．

方程式系を係数を組にした良12のベクトルと自然に同一視することで，この同値関係は

民12に入っているものとみなせる．この同値関係を～表すとき，知りたいのは次の 3つで

ある．

1.集合戦12/～の構造を調べる；

2.股12/～に属する各同値類に対して，適切な代表元を一つずつ選ぶ；

3.与えられた方程式系に対して，それがどの同値類に属するかを調べ，代表元にどの

ようにして変換されるかを明らかにする．

1は方程式系の分類であり， 2は方程式系の標準形の特定である．そして， 3が方程式系

の標準化に相当する．標準化の手続きを与えることは，応用の面において特に有用である．
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1.2 ハミルトン構造に着目した分類方法

方程式系の分類・標準化については古くから研究がなされている．（例えば，［2]の参考

文献を参照）それらの多くは，£=羞と選んだ，平面上の ODE系に対するものである．

ここでは C= i8t＋△即と選んだ際のハミルトン構造に着目した分類を考察する．な

お，£の選び方は股12/～の構造と関係ないことに注意する．しかし，ベースにある flow

の性質が変わることにより，少し見え方が異なる．具体的には，不変量の役割について新し

い理解を与えることができる．

1.3 (1) の行列—ベクトル表示

我々の手法において重要な役割を果たすのが，方程式系の新しい表示方法である．

A= 囚）］ら€股12 に対して

入2一ふ ―ふ十入8 —入，

C :=[心—入3 ＋入11

入6 内＋ふ＋入12

玉

—入1;〗＼lll EM叫

入8-2入，

v = [｝（—入2 +1〗3_―瓜゜＋叫）］ €酎

(3) 

(4) 

と定める． 写像 A→(C,V)は全単射になっており，逆写像は次のように与えらえる：

C = (cij)i:;,;i,j:;,;3, V=（叫1廷 :;,;3に対して

と定める．ただし

｛恥＝ Cl(U心） ＋V（m，四）m，

£四＝ら(u1，匹） ＋V(u1，匹）四

C1(u1，四）：＝ー (c12+ c23)lu112u1 + c11(2lu112四十u信）

+ C21(2u直星＋町叶） ＋C31加12匹ー (trC) Re（町匹）u1,

ら(u1,u2):= -c13lu112u1 -c況（2|叫2四十u芦）

-c33(2u1lu212十町u考） ＋（c21 + c32) lu2 l2u2 + (tr C) Re（町u2)u2

および

(5) 

(6) 

V（匹叫：＝叫鱈＋ 2四Re（町叫＋叫亨＝ ［町珂l[m v2] ［U1] (7) 
V2 附 U2

と与えられる．
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1.4 行列表示と方程式系 (1)のハミルトン構造の関係

この表示には二つの良い点がある．一つは，方程式系（1)のもつハミルトン構造をよく

記述する点であるまた，他のいくつかのタイプの保存則もよく記述する．

1.4.1 複素 ODE系の 2次保存量

初めに，複素 ODE系の 2次保存量に関する結果を紹介する．

定理 1.1([5, Proposition A.6]). I c股を区間とし，（吐匹） €び(I;Cりを（1) で

£= i羞と選んだ ODE系の I上の解とする．このとき， ¥a,b, c) E配に対して

d 
a1 1a 

西[|研 2Re（胴） 疇］［l ＝ 2Im（町匹） ［lu1I' 2Re（胴） 疇］ C [~] 

が成立する．特に ¥a,b, c) E kerCならば

alu112 + 2bRe（町四） ＋clu星

は時間に関する保存量になる．さらに， 3-rankCは上の形の保存量で互いに本質的に異

なるものの個数を表す．

この結果から，£＝噌と選んだ ODE系においては Cの部分が本質的であることが示

唆される実際に，この ODE系の場合には，ゲージ変換によって Vの部分をゼロとした

ものに変換できる．

1.4.2 NLS系の質量型保存則およびエネルギー型保存則

次に NLS系の保存則についての結果を紹介する． NLS系に対するぴ解， Hl解という

概念を定義なしに用いる．これらについて詳しくは [1]を参照されたい．

質量型の保存則については，先ほどの複素 ODE系に対するものに似た結果が得られる：

定理 1.2([5, Proposition A.7]). I c股を区間とし，（m，匹） E (C(J；び（股）） n 

が(I;Loo(賊））戸は (1)で£ =直＋洸と選んだ NLS系の I上のび解とする．この
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とき

a, [llu叶応 2Re(Uぃ匹）L2 ||ud土］［l ra 

= J民 21m（町匹） ［I研 2Re（亨） 崎]c[~]dx
が成立する＊1.特に， ¥a,b, c) E kerCならば

allu叶応＋ 2bRe(u1国）ぃ十 C||四||i2

は時間に関する保存量になる．さらに， 3-rankCは上の形の保存量で互いに本質的に異

なるものの個数を表す．

次にエネルギー型の保存則について見てみようここでは

allo四 11応＋ 2bRe(8四 1,0x匹）L2+c||0四 21応＋ （4次の積分項）． （8) 

という形の保存量を探す．質量型の保存則には行列部分 Cしか影響を与えないものの，エ

ネルギー型の保存則にはベクトル部分 Vの影響も見られる．

定理 1.3([5, Proposition A.8]). I C 恥を区間とし，（U1，匹） E(C(J;H1（恥）） n 
が(I;wi,4（股））戸を（1)で£ = iot +洸と選んだ NLS系の I上のが解とする．

(8)の形の保存量が存在するための必要十分条件は

C [l =0, [trC-；32v2 [> trC;2v2] ［［] ＝ 0 

となることである．ここで， Vjはベクトル部分 Vの第j成分を表す．さらに，この条件が

満たされている場合，（8)の形の保存量における 4次の積分項の部分は

J [（aふ＋ bふ）lu114十 4（心＋ b入g)lu112Re（町四） ＋2(a心＋恥o)lu1|芦 |2
R 

+2(a〉しぅ十 b〉¥11)Re（町2u考） ＋4(b〉¥5+c〉¥11)lu212Re（町u2)+ (b〉¥6+ c〉¥12)lu214]d:i入

と与えられる．

*1正確には，この両辺を Iに含まれる区間において時間で積分した式が成立する．
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(8)の形の保存量が存在するとき， NLS系はこの保存量をハミルトニアンとするハミル

トン流になっている．

注意 1.4. [4]ではクラインゴルドン方程式系が考察されている．この方程式系は実数値で

あり係数の縮約がおこり股8 と同型になる．この縮約は「trC= 0かつ V=O」と理解す

ることができる ([2,Section 1.5]を参照）．この方程式系におけるエネルギー保存則の成

立条件（ハミルトン構造の存在条件）は定理？？において「trC= 0かつ V=O」ととっ

たものになる．つまり．定理 1.1や定理 1.2のように Cのみの言葉で簡潔に述べることが

できる．

1.5 行列—ベクトル表示と変数変換

行列—ベクトル表示のもう一つの良い点は，変数変換の影響を行列操作として明示する点

である．

定理 1.5([5, Theorem A.5]). (C, V)は未知変数 (u1，匹）が解く（1)の行列ベクトル表

示とする．新しい変数 (V1,V2)を

[ :~] = M [ ~~], M =［：閏 EGら（股）

によって定義し，この変数が解く（1) の行列—ベクトル表示を (C', V')とする．このとき，

および

1 
C'= ~D(M)CD(M) —1 

detM 

1 
V'=~D(M)V 

detM 

が成立する．ここで，

D(M) •=detM[:t2da: ：cl ESL鵡），

1 
砂 2ac c2 

D(M)―1 = detM[:t ad2;dbe ;:l ESら（尺）．

である．特に rankC'=rankC, trC'= (det M)-1 trCが成吃する．

(9) 

(10) 
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2 行列—ベクトル表示の導出

この節では，行列—ベクトル表示がどのようにして得られるかについてまとめる．上で

も述べた通り，この表示のポイントは，保存則をよく記述する点と変数変換を行列操作と

して理解できる点の二つを両立しているところにある．実は， Aと(C,V)の対応として，

(3)-(7)が定める対応以外のものも存在することが分かるより詳しく述べると， Af-tC

の対応は (3)と同一のものとなるような全単射良12→M3償） x配が他にも構成できる

（定義 2.2を参照）．それらに対しては定理 1.1,1.2, 1.5も同様に成立する．しかし，定理

1.3については成立しない．

実は，変数変換を行列操作として書きあらわすような (1)の行列表示は (C,V)の形の他

にもいくつか存在する例えば，係数を単純に縦に並べたベクトル

ふ
入2

入3

入4

入5

入6

入7

入8

入，

入10

入11

入12

も一種の“行列表現'’である変数変換 (2)で定めた新しい変数が解く方程式系の係数を

A'=（衿）1:(j:(12とすると写像 Ar-+A'は線形であるので，上の形の列ベクトルに左から

ある 12X 12行列をかける操作として表せる．なお，この 12X 12行列も

1 
入i= -ad3ふ十 cd(2ad-be)入2+ cd(2bc -ad)入3-bc3ふ

(ad -bc)3 

＋役(2bc-3ad)ふ十ac3入6- bd因＋ad3>..s

＋ 沿(3bc-2ad)入，＋ cd(ad-2bc)ふo+ cd(bc -2ad)入11+ bc3入12]

などから具体的に計算可能である． 2.5節ではこれ以外の例を二つ紹介する．
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2.1 行列部分の導出

(3)の定める行列部分 Cの導出は定理 1.1による．（u1(t)，匹(t))は微分可能とする．

まず，

[|m|22Re（芦） lu研］ ［］ ＝［町巧］ ［: :] [::] 

と2次形式に書くことにより，

羞[|臼 2Re(剛 )|u星］ ［］ ＝ 2Im （加巧l[; :]［言］）

が得られる．したがって (U1(t)，四(t))が（1)で£ = i羞と選んだ ODE系の解であるな

らば，この右辺は

2Im(［町巧］ [~ :]［夕；悶］］：：｝］）

となる．ここで，（Fぃ凡）は（1)の非線形項である．行列部分 Cはこの量を計算すること

によって得られる．具体的な計算により，

2Im（町l町(u1'四）） ＝ 2（心—入3)lu112 Im（可匹） ＋2ふIm（町望） ＋2入6|u計Im（町匹）

入2-入3

= 2Im（町匹） ［Im|2 2Re（町匹） 1エ[''t]
が得られる．同様に

入8 —入，

21m（町的(U1匹）） ＝21m（町叫 [lu憎 2Re（胴） lu星］［岱： ］， 

ーふ

21m（訊（U心）） ＝21m（町匹） ［I叫 2Re（亨） lu星］ ［＿入；〗3 入5]
玉

21m（巧恥(u,匹）） ＝21m（可匹） ［I研 2Re（町匹） lu星］ ［＿入1;〗＼lll
が得られる．これらを組み合わせることで行列部分Cが現れ，定理 1.1が従う．
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2.1.1 変数変換が Cに与える影響について

等式 (9)を示す．本筋とは少し離れるので概略だけ述べる．

Proof.まず， Dが群準同型であることを確かめる．つまり，

D(M2M1) = D（島）D(Mリ

の成立を確かめる．これは具体的な計算で確かめられる．この性質により (9)が一般の M

で成立することを特定の M での成立へと帰着できる．ここでは，

M1 = [~ ~] (r # 0), M2 = [~ ~], M3 = [~ ~] 

の3種類を考えれば十分である．一般の M EGら（股）がこの 3種類の行列で生成される

のがその理由である．これらはそれぞれ第 2変数を定数倍する変換，二つの変数を入れ替

える変換，第 1変数に第 2変数を加える変換に対応する．この 3種類の場合に (9)を直接

確かめることにより証明ができる． ロ

2.2 ベクトル部分の導出

我々は行列部分 Cを特定したこの状況のもとで次にベクトル部分の形を特定する．つ

まり（4)で与えられる写像股12→配がどのように構成されるかを調べる．

2.2.1 写像 A→Cの核

初めに，（3)によって定義される写像

M ：良123A→CEM鵡）

の核を調べよう．まず，定義から簡単に確かめられるように，この写像は線形である．した

がって M鵡）が即と同型であることに注意すると，この写像M は3次元の核を持つこ

とがわかる． C=Oを成分の言葉で書くと

ふ＝入6=ふ＝入，＝ 0,

ふ＝入ふ

入2=入3=入11=ふO,

ふ＝入12

となる．したがって，｛eサ1<J<12C尺12を股12の標準基底として

k1 =釘＋es, k2 = e2 + e3 + e10 + en, k3 = e4 + e12 
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と定めると，これらのベクトルが写像M の核を張ることが分かる．すなわち

ker M = Span {k1, k2, k叶

である．

2.2.2 写像 Ar-+Vに求められる条件

行列—ベクトル表示は，行列 C に， M の核の部分の情報をつけ加えることにより得られ

る．これから構成したい写像

N: JR12ぅAr-+VE配

に求められる性質をまとめると以下のようになる．

1. VはkerMと同型；

2. Nは線形；

3. <I>:= M EBNと定めた <I>: A→M3（良） x配は全単射である．

4. Nおよび上で定めた①は変数変換と交換可能である．

より具体的に述べる． 1の同型は対応

V1 

配ぅ V=[l ⇔咄1+v必＋咄3E KerM 

により得られる．また 2の性質よりこの係数部分 Vjがある線形写像によって定まる．し

たがって， 1,2をまとめると， Nはあるベクトル n1E JR12 (j = 1,2,3)を用いて

lR.12 3 A→t[n1 n2 恥］ AE lR.3 

と与えられることがわかる．つまり，

艮123 Ar-+ (n1 ・ A)k1 + (n2 ・ A)恥＋ （n3 ・ A)k3 E ker M 

という形の対応を与えているのである．ここで・は股12の内積である．あとは，このベク

トル lljを，性質 3,4が満たされるように選べばよい．
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2.2.3 性質3について

性質 3が成立するための nJについての条件を導出しよう行列 C= (cij)i,jの成分を

C11 

C12 

C13 

C21 

C22 

C23 

C31 

C32 

C33 

と並べて即と同一視するとき，写像 M は

]R.12ぅA→

ー

〇
＿

0
0
0
0
0
0
0

l
o
o
o
o
o
o
o
o
 

ー

0

0

0

0

0

0

0

 

ー
＿

＿

 

ー

0
0
0
0
0
0
0

-
0
 

0
0
0
0
0
0
1
0
0
 

0
0
0
1
0
0
0
1
0
 

ー

0
0
-
0
0
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
0
0
1
0
 

0
0
0
0
1
0
0
0
1
 

0
1
0
0
0
0
0
0
0
 

0
-
0
0
0
-
0
0
0
 

ー

0
0
0
0
0
0
0
0
-

AE酎

る．

とかける．右辺に現れる行列の第 k行が nlkであるとして mjE股12(1 ~ j ~ 9)を定め

このとき，写像中は左から

P := t[m1 m2  m3  m4  

をかける写像として理解される．

あることが必要である．

m5  m6  m7  m8  m, n1 n2 叫 EM直）

したがって，条件 3からこの行列 PEM叫股）が正則で

2.2.4 変数変換が Vに与える影響について

次に， Vに対して (10)が成立することをみよう．

なる．

Proof. V =（叫1,,:;j,,:;3に対応する元

これは性質 4を確かめる際に重要と

V1恥十 V2恥十 V3恥 EkerM C股12
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を（1)の形に戻すと

{£ul = V(U1匹）附，
£匹＝ V(u1，匹）匹

となることに注意する．ここで， V(u,v)は (7)で与えられる 2次形式である．この方程式

系において変数変換 (2)を実際に施せば，（10)が成立することが確かめられる．これは具

体的計算でも確かめられるが，次のようにしても確かめられる．いったん Vの部分を未知

変数と無関係な関数とみなす．このとき，方程式系は独立した二つの線形方程式になって

いるので，どのような M を選んでも

｛恥＝ V（m，匹）W1,

Cw2 = V(u1，匹）W2

となることが容易にわかる．あとは， Vの部分を新しい変数 (w1,W2)で書き直せばよい．

ここで

国 巧l[ ~~ ~:]［：；]＝［町豆] cM-1 [ ~~ ~:] M-1) [ :~] 
が成立するので， V'=(v;）凸3は等式

[~~言＝ tM― 1 [~~ ~:] M―1 

によって計算が可能である． この右辺を直接計算することにより (10)が確かめられ

る ．ロ

2.2.5 Iljの決定

命題 2.1.0 E股をパラメータとして， Iljは次のように与えられる．

n1 = t [0 

゜゚゜゚゜゚
1-0 30-2 

゜゚
o], 

叩＝ t[o 〇-1 2 l-0 

゜゚゜゚゜゚
〇—} 1-0 o], 

n3 = t [O 

゜゚
l-0 30-2 

゜゚゜゚゜゚
0]. 

Proof. n1の第 K成分を巧K と表す (1:s::; j :s;; 3, 1:,::; k:,::; 12)*2.まず，性質 4から

k (/4 {1,8,9}⇒nlk =0, 

k (/4 {2, 3, 10, 11}⇒n2k = 0, 

k (/4 {4, 5, 12}⇒n3k = 0 

*2 k? 10のときにも単純に数字を 3つ並べる． jく 10であるから組 (j,k)は一意に指定される．

(11) 
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が従うことを示す

(11)の証明． n12= 0を背理法で示す． n12#-0と仮定する． A =e2に対応する方程式系

｛年＝ ~u1l2四，
£匹＝ 0

を考える．このとき， Vの第 1係数は P Aの第 10成分をみて内＝ n12となることに注意

する．この方程式系に

M=  [~>
による変数変換を施す．（9) および (10) より，行列—ベクトル表現における行列部分とベク

トル部分はそれぞれ独立に変換されることがわかる．特に，（10)から

I 
附＝附＝ n12

であることがわかる．一方，方程式系を変数変換を適用すると

｛臼＝r―llw1ドW2,

.Cw2 =0 

となる．つまり A'=r-1e2. このとき， viは1PA'の第 10成分である r-1n12と等しい．

ところか，性質 4によって二つの計算方法による結果は一致するはずであるので， r-/-l 

のときには矛盾が得られる．したがって， n12= 0である．

他の場合も同様に扱える．（11)で除外されている Kは上の証明において二つの方法で計

算した係数の rのべきが一致するためこの議論が働かない場合に相当する． n2k= 0を示

すには Vの第 2成分を， n3k= 0を示すには Vの第 3成分をそれぞれ調べればよい． ロ

次に，性質 4から

7]11 = 7]312, 'T/18 ='T/34, 'T/19 ='T/35, T/22 = T/210, 7]23 =り211 (12) 

が従うことを示す

(12)の証明最初の等式のみを示す． A=e1に対応する方程式系を考える．このとき， V1

の係数は PAの第 10成分をみて nnとなることがわかる．（10)を用いると変数を入れ替

える変数変換を行うと

叫＝ n11 
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が分かる．一方， Aに対応する方程式系に対して変数の入れ替えを行うと方程式系は

A'= e12となる．これから叫の係数は PA'の第 12成分をみて

I 
附＝ n312

を得る．性質4によりこれら二つの計算結果は一致しなければならない． 口

以上の準備のもと， lljを決定する． A= Lj=l,2,3,4,s,10,11,12 e]に対応する方程式系を

考える．式で書くと，

{恥=（|u出＋2Re（町匹） ＋疇）u1,

Lu2 = (lu出＋2Re（町u2)+ lu2 l2)u2 

である．この場合には，当然 V1＝四＝附＝ 1となるはずである．（11)および (12)と組

み合わせることにより，この条件は

nn +n18 = 1, 

となる．

1 
匹 2十匹3=ぅ (13) 

A=  e1に対応する方程式系を考えるこのとき，釘＝ nn，四＝％ ＝0を得る．この方

程式系に

M = [~ ~] 

ととった変数変換 (2)を適用する．このとき，（10)から

I - _/ - _/ 
叫-= nu, V2＝ーn119 % = n11 

となる．一方，直接方程式系に変数変換を適用すると

{恥 =|W1|2叫— (2lw112四十 w戸）＋（2|疇W1 +w~町）― |w附W2,
£w2 =0 

この式と (12)から

叫＝ nn，吟＝ー2n22-n23, 叫＝ 2n18 + n19 

を得る．二つの計算方法による結果が一致することから

nu = 2n22 + n23 = 2n1s + n19 (14) 

が必要であることが分かる．同様の議論を A=e3に対応する方程式系に対して行うこと

により，関係式

n23 = n1s (15) 
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が得られるただし，（12)を用いている．

(13), (14), (15)を組み合わせると係数がすべて決定できる． nn= 0とおく．（13),

(15)より n23= n1s = 1 -0.これらを (14)に代入することで n19= 30 -2, n22 = 0 -½ 
が得られる．直接計算により 0の値によらず detP# 0であることがわかる． ロ

2.3 行列—ベクトル表示 (3)-(4) の導出

命題 2.1において 0=0と選んだものが (3)-(4)にあたる．

n1 = t [o 

n2 = t[o 

ll3=t[Q 

1
-
2
 

0

-

0

 ゚

゜
ー

ー゚゜
0

2

 

o

-゚0

0

 

0゚

0

 

ー

0

0

 

2

0

0

 ゚

゜1-2
 

ー

゜゚
，
 

―

―

 

,

0

.

 

―

―

―

―

 

0

0

 

となるので，写像Nは (4)で与えらえるものになる．（C,V)i----+ Aが (5)-(7)で与えらえ

ることを確かめておこう． Pの行・列を見やすい順番に入れ替えると，写像 A→(C,V)

は以下のようにかける．

C13 

C31 

C12 

V1 

C23 

C32 

V3 

C21 

C11 

C22 

C33 

V2 

＿
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー 0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
 

0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー

。
。
＿

o
o
o
o
o
o
o
o
o

1

2

1

 

。
。
＿
＿
＿
0
0
0
0
0
0
0

ー

0
0
0
0
0
-
1
0
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
1
‘
―、

1

0

0

0

0
ー＿
2

0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
 

1

1

 

0
0
0
0
0
0
0
0
-
-
0
1
 

1
1
-
2
 

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
＿
 

0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
 

ふ
入6

入1

入8

入，

入12

入4

入5

入2

入3

入10

入11

係数行列は

〗〶[}}
とブロック状に分かれており，この逆行列は容易に求められる：

[-1]④ ［1] EB[―01 

゜
1

1

0

 

1

0

0

 

―

―

 白

―

―

 

1

2

1

 

―
―
―
 

＿
1

0

 

ー
1

1

 
―
-
o
1
 

1
1
-
2
 

0
0
-

―
 

―

―

 

0

1

1

1

 

[-1]① ［ I] 〶 ［ロ
゜

1

1

0

 

□]]① ［｝ 
1

1

0

 

3-2-2-2-2 

―

―

 ④
 

―

―

 

1

2

1

 

1
-
2
L
-
2
 1

-
2
L
-
2
 

＿＿ 
1
-
2
1
-
2
i
2
L
-
2
 

―
―
―
―
 

―

―

 

1

1

1

1
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したがって，

入7

入6

ふ
入8

入，

入12

ふ
入5

入2

入3

入10

入11

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー

ー

0
0
-
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

1

2

1

 

0
0
-

＿
＿

0
0
0
0
0
0
0
 

ー＿

t
＿2

0

0

0

0

0

0

0

0

1

＿名＿
2

―― 
1
＿ー＿

23＿ー＿
2

―
―
-
＿
 

0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
 

0
0
0
0
0
0
0
0
3
?＿f

?
＿2
 

0
0
0
0
0
1
2
1
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
 

0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

C13 

C31 

C12 

V1 

C23 

C32 

V3 

C21 

C11 

C22 

C33 

V2 

これは (5)-(7)に他ならない．

2.4 異なる行列—ベクトル表示

命題 2.1で述べたように，（3)-(4)とは異なる表示を構成できる．ここでは， 0＝ 1と選

んだ表示を紹介する．一般の場合も同様に考えることができる．あるいは，（3)-(4)の定め

る写像とここで与えられる写像の一次結合として理解できる．

0=1のとき，

n1 = t [1 

n2 = t[o 

Il3=t[Q ゚

1
-
2
0
 

0

0

0

 

0

0

0

 

0

0

1

 

0

0

0

 

0

0

0

 

0

0

0

 

1

0

0

 ゚

1
-
2
O
 

゜゚

o], 

o], 

1]. 

となる． このとき，写像A→(C,V)は以下のようにかける．

C13 

C31 

C12 

V1 

C23 

C32 

V3 

C21 

C11 

C22 

C33 

V2 

ー
＿
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー

。。＿
1
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

1

1

 

o
o
＿
ー
＿

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
 

0
0
0
0
0
1
1
1
0
0
0
0
 

0
0
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
 

ー

o
o
o

。゚＿
0

0

0

0

0

0

1

1

 

0
0
0
0
0
0
0
0

＿一

0
1
-
2

ー

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
＿
〇

0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
-
2
 

ふ
柚
ふ

ABAg
知
心
ふ
心
心
袖
い
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これもブロック状になっており，逆行列は容易に計算できる：

ふ
心
ふ

ABAg
い
入
ふ
心
心
枷

All

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー 0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
 

0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
 

o
o
o
o
o
l
1
0
0
0
0
0
 

0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
 

0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

ー

0
0
1
o
-
0
0
0
0
0
0
0
 

ー

o

o

o

o

。゚＿
0

0

0

0

0

ー

。。。。。＿
0

1

0

0

0

0

1-2L-2 

0
0
0
0
0
0
0
0
1
-
f
-
2
 

―― 
ー

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
＿
〇

C13 
C31 
C12 
V1 

C23 
C32 
V3 

C21 
C11 

C22 
C33 
V2 

これらをまとめると，次の通りになる．

定義 2.2.与えられた AE股12に対して，行列部分 Cは（3)と同じ決め方によって定め，

新しいベクトル部分 V'は

V'＝ ［三□¥:1912o)]€罠3
と定める． C= (cij)1廷 j,:;;3,V'= (vU1廷 ,:;;3が与えらえれたとき，元のシステムは

｛恥＝C｛（U心）十V'(U□2)附，

£四＝ C~(u1 ，四）十 V'(u□2)u2

と定める．ただし

C~(u1 位）：＝ c23lu叶％＋ c11lu112匹— C硬1lu乎＋ C21町叫十 c31lu附U2

-c22 Re（町四）U1,
2 C~(u1 ，匹）：＝ー cdu1l2u1 + cdu叶2四ー C23叶巧ー C33u1lu附ー c21lu附U2

+ c22 Re（町四）U2

および

V'(u1 ，匹）：＝ v~lu112 + 2v~ Re（町叫＋ v~lu2l2

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

と与えられる．

構成から明らかなように，定理 1.1,1.2, 1.5はこの表示をとった場合にも同様に成立す

る．しかし，定理 1.3は成立しない． 0=0と選んだ場合の表示方法の一つの特長は，実数

値方程式系への縮約が見やすい点である ([2,Section 1.5]を参照）．この表示にどのような

特長や性質があるかは，まだ調べられていない．
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2.5 方程式系の他の表示の例

今まで考察したものと異なる表示を紹介する．これは，複素数の範囲での変数変換に対

応した表示を探した結果見つけたものである．（3)の定める写像は複素数の範囲での変数

変換には対応していないことに注意する．つまり，定理 1.5のような変数変換の明示は

ME  GL2(<C)の元に対しては成立しない．他方，これから紹介するものは，方程式系の係

数入jが複素数でよく，変数変換も複素の範囲でよい．これらの表示においても，行列の階

数などは不変量になっているが，それらの量の持つ意味については，詳しく調べていない．

2.5.1 行列組による表示

定義 2.3.A E (C12に対して複素数値行列の組 (X,Y)を

X :＝［ふ＋入8 入2＋入11]

ふ＋入10 心＋入12I' 
Y :=［ふ心＋入11 入1-入8入7]

入6 一心＋入12 ふーふ。 入，

と定める． Ar-+(X, Y)は全単射であり，逆写像は

に／yX二こ三三三こ2y;：三ミyy:232：ロ
と与えられる．

Y=Oであることと方程式が

｛丘＝（ふ崎＋扇玉＋入四1巧十入:::星）附，

.Cu2 =(ふ|U1ド＋心町四十入四1巧十入4lu星）U2

の形であることとが対応する．括弧内を複素数値ポテンシャルとみなせば，この形は複素

数の範囲での変数変換について閉じていることがわかる．方程式系を (X,Y)の組で表現

することは，大雑把に述べると，方程式系をこのような形の部分 X とそうでない部分 Y

に分けているものと理解できる．

命題 2.4.(X, Y)は未知変数 (uぃ匹）の解く方程式系 (1)に対応する行列の組とする．複

素数の範囲での変数変換

[ ~~] = M [ ~~], M = [ ~ ~] E G L2 (C) 
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により (v1心）を定める．（V1，四）の解く方程式系（1)に対応する組を (X',Yりとすると，

X'二M―ixM-1, Y'= t訂―1YDR

が成立．ただし，

q
砂

q
2
 

p

p

 

炉
2

―

―

 
2
 

、̀’’ノM
 

ー

t
 

e
 

d
 

'ー、
＝
 

．．
 、ー，M

 

＇ー、R
 

D
 

＝
 

R
 

D
 

3p2r 

p(ps + 2qr) 
q(2ps + qr) 

3q2s 

3pr2 

r(2ps + qr) 
s(ps + 2qr) 

3qs2 

:r：] EGL4(C)． 

s3 

Proof. DRが DR(M渇）＝応(M叫応(M1）を満たすこととを確かめる．あとは X',

Y'の表示について， M が（複素変数の）対角行列のとき，変数の入れ替えに対応する行列

のとき， 2行を 1行に加える行列のときにそれぞれ確かめればよい． 口

2.5.2 4 X 3行列による表示

定義 2.5.;;,E股＼ ｛O}はパラメータとする． 4x3行列 Z氏を

z氏＝ （Il 〗夏 l]
と定める．それぞれの係数入Kはちょうど一度ずつ現れているので， Z,..はシステム（1)と

自然に同一視できる．

命題 2.6.Z氏は未知変数 (u1，四）の解く方程式系（1)に対応する行列とする．複素数の

範囲での変数変換

[ ~~] = M [ ~~], M = [ ~ ~] E G L2 (C) 

により (v1心）を定める．（V1心）の解く方程式系（1)に対応する行列を忽とすると，

Z'＝ 
1 ~ 

If, ldetMI 
DLZ』JR,
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が成立ただし，

lsl2 

bL＝恥（M ）：＝ |detM| (；:S 

-lql2 

ーアs rs 

ps ―qr 

-qテ ps 

pq pq 

-lrl2 

-PP]） ESL4(C)， 

IPl2 

s2 -2t,,qs q 2 

1 
加 ＝加( M；代）：＝ detM(—;2rs p-S2ご―誓） ESら(C)．

Proof. DLとDRがそれぞれ DL(M1恥） ＝ bL(M1)bL(M2)および加(M1兄） ＝ 

加 (M2)加 (M1)を満たすこととを確かめる．あとは忽の表示について， M が（複素変

数の）対角行列のとき，変数の入れ替えに対応する行列のとき， 2行を 1行に加える行列の

ときにそれぞれ確かめればよい． 口
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