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本稿は，城崎代数幾何学シンポジウム 2023での著者による講演に基づく報告集原稿である．論文 [CMDY23]
で得られた結果を，あまり技術的詳細に立ち入らずに紹介し，主結果の証明については雰囲気のみ伝えること
を目的とする．議論の詳細は論文を参照して欲しい．また，最後の章では，いくつかの未解決問題を挙げる．
本稿を通して，簡単のために，代数的閉体 k を基礎体として固定し話を進める．

1 F爆発の導入
まず，kの標数が正であると仮定して，F爆発（F-blowup）を定義しよう．e ∈ Z≥0 に対し，F e : Xe → X

を（k 線形）Frobenius射の e回繰り返しとする．非特異点 x ∈ Xsm に対し，スキーム論的逆像 (F e)−1(x)

は Xe のファットポイントとなる．対応する Xe の Hilbertスキームの点を [(F e)−1(x)]とすると，写像

ιe : Xsm → Hilb(Xe), x 7→ [(F e)−1(x)]

は埋め込みとなる．

定義 1.1 ([Yas12]). ιe(Xsm)のザリスキ閉包を X の e次 F爆発と呼び，FBe(X)と記す．

自然な射
FBe(X) → X, [Z] 7→ F e(Z)

は射影双有理射となる．この射は，有限射 F e の普遍双有理平坦化としても特徴付けられる．FBe(X)の正規
化を F̃Be(X)と記す．
注意 1.2. Xe と X を通常の方法で同一視したとき，ファット・ポイント (F e)−1(x)は xの（正標数特有の）
無限小近傍を与える．このファット・ポイントを任意標数で考えられる通常の n次無限小近傍で置き換える
と，n次 Nash爆発 Nashn(X)になる [Yas07]．このように，F爆発は高次 Nash爆発の類似物である．
トーリック多様体の場合は，標数零でも「Frobenius-like」な自己射が存在するので，F爆発を定義することが

できる．kの標数は任意であるとし，M とN を互いに双対な階数 dの自由アーベル群とする．σ ⊂ NR := N⊗R
を d次元強凸有理多面錐とし，X を対応する（正規）アフィン・トーリック多様体，つまり，Spec k[M ∩ σ∨]

とする．

定義 1.3 (「Frobenius-like」な自己射). l ∈ Z>0 に対し，

F(l) : X(l) = Spec k[(1
l
M) ∩ σ∨] → X = Spec k[M ∩ σ∨]

を埋め込みM ∩ σ∨ ↪→ ( 1lM) ∩ σ∨ に対応する射とする．
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モノイドの同型
M ∩ σ∨ ∼−→ (

1

l
M) ∩ σ∨, m 7→ m/l

により，X(l) と X は同型であることに注意する．k の標数が p > 0のときは，F(pe) = F e となる．

定義 1.4 ([Yas12]). 定義1.1において，F e を F(l) に置き換えて構成されるX(l) の Hilbertスキームの部分多
様体を FB(l)(X)と記し，F̃B(l)(X)をその正規化とする．

自然な射影双有理射
FB(l)(X) → X, F̃B(l)(X) → X

が存在する．本稿では，正規化された爆発 F̃B(l)(X)の方を主に考える．F̃B(l)(X)は再びトーリック多様体と
なり，X への自然な射はトーリック射である．従って，錐 σ を分割する扇に対応する．

命題 1.5 ([Yas12]). F̃B(l)(X)に対応する扇は，環 k[ 1l (M ∩ σ∨)]の次のイデアルの Gröbner扇に一致する．

al := 〈xm − 1 | m ∈ M〉k[ 1l M ] ∩ k[
1

l
(M ∩ σ∨)]

= 〈xa − xb | a, b ∈ 1

l
(M ∩ σ∨), a− b ∈ M〉k[ 1l (M∩σ∨)].

注意 1.6. この命題はアーベル群 Gに対する G-Hilbertスキームを Gröbner扇により記述する結果 [HIS17]
の類似と見なせる。
また，トーリック多様体の F爆発の列は次の良い性質を満たす．

命題 1.7 ([Yas12]). 爆発の列 F̃B(1)(X), F̃B(2)(X), . . . は終止する．つまり，ある l0 に対し，F̃B(l0)(X) =

F̃B(l0+1)(X) = · · · となる．

定義 1.8. 命題1.7において，列が終止して得られる爆発 F̃B(l0)(X)を F̃B(∞)(X)と記し，トーリック多様体
X の正規極限 F爆発と呼ぶ．

注意 1.9. 正標数の一般の特異点については，F爆発の列 FB1(X),FB2(X), . . . は終止しない．[HSY13, Har15]
において，単純楕円特異点で F爆発の列が終止しない場合があることが示された．

2 F爆発による特異点解消
F爆発に関する最も素朴な問題は以下の問いだろう．

問題 2.1. 与えられた代数多様体 X に対し，eが十分大きければ FBe(X)（または，F̃Be(X)）は非特異か？

この問いへの答えが肯定的な場合は，「ワン・ステップ」で特異点解消を構成できることになる．知られてい
る結果により，答えは肯定的な場合も否定的な場合もあることが分かっている．まず，X が 1次元の場合は肯
定的である [Yas12]．次に，X が 2次元 F正則であれば，十分大きな eに対し，FBe(X)は最小特異点解消と
なることが示されている [Yas12, TY09, HS11, Har12]．3次元以上の結果は，F爆発を G-Hilbertスキーム
との比較によって得られる．

命題 2.2 ([Yas12, TY09]). 位数が k の標数で割り切れない有限群 Gがアフィン空間 Ad
k に線形に作用して

いるとする．また，この作用は擬反射（pseudo-reflection）を持たないとする．このとき，付随する G-Hilbert
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スキーム HilbG(Ad
k)と，十分大きな eに対する FBe(Ad

k/G)は同型になる：

HilbG(Ad
k)

∼= FBe(Ad
k/G) (e � 0)

注意 2.3. この同型は [LY23]において，Gが線形簡約有限群スキームである場合に一般化された．
命題より，G ⊂ SL3(k)の場合には，FBe(A3

k/G)がクレパント特異点解消になることが従う．一方，一般に
FBe(Ad

k/G)（e � 0）は非特異でない．さらに，非正規であることもあり，正規だが非特異であることもある．
最後の場合は，F̃Be(X)（e � 0）も一般には非特異となることを導く．
まとめると，特別な場合には，F爆発は最小特異点解消やクレパント特異点解消などの良い特異点解消を与

えるが，一般には特異点を解消を与えないことが先行研究で分かっていた．そこで，F爆発が特異点解消にな
らない場合でも，もう少し弱い主張は成り立つだろうかと問うことが，次に考えるべき自然な問題となるだろ
う．このような問題の一つとして，本質因子に関連するものについて部分的な答を得たというのが，本研究の
主結果である．

3 本質因子
引き続き X を正規代数多様体とする．X 上空の因子 D が本質因子（essential divisor）であるとは，D

がX の全ての特異点解消に「現れる」ことを言う．厳密には，「現れる」の意味を，素因子（余次元 1）として
現れることを要請するのか，それとも，例外集合の（余次元が 2以上かもしれない）既約成分として現れれば
良いことにするのかにより違う概念となる．また，考える特異点解消に何らかの条件を課すことによっても，
変種の概念が得られる．このように，「本質因子」の概念には複数のバージョンが存在する．いずれのバージョ
ンを考えるにしろ，次の一般的な問題を考える事ができる．

問題 3.1. 与えられた正規代数多様体 X に対し，X 上空の全ての本質因子は F̃Be(X)(e � 0) の上に現れ
るか．

注意 3.2. この問題を考える契機の一つとなったのは，Chávez-Martínez [CM23]による高次 Nash爆発に関
する次の定理である：基礎体 kの標数は 0とする．X は An 型の曲面特異点とする．このとき，十分大きな n

に対し，全ての本質因子は Nashn(X)上に現れる．F爆発についても，同じ事が（任意の正規トーリック曲面
特異点に対しても）成り立つが，最小特異点解消が得られてしまうため，本質因子という視点は当初はなかっ
た．高次 Nash爆発は，A3 特異点の場合で既に，複雑な振る舞いをする．nが大きくなるにつれて，扇がどん
どん細分され，全ての nに対して，Nashn(X)は特異点を持つ [TY19]．
注意 3.3. 本質因子の概念は、アークの族に関する Nash問題（Nash問題の基本的文献として [IK03]を挙げ
ておく）に登場することで有名である。問題2.1は Nash問題の類似と見ることができる。
今回の研究では，トーリック多様体の場合に，この問題を部分的に解決した．ここで，我々が考える本質因

子の定義を正確に定義する．

定義 3.4 ([BGS95]). 正規トーリック多様体X の上空の因子Dが BGS本質であるとは，全てのトーリック
特異点解消 Y → X に対し，D が Y 上に素因子として現れるということである．

また，トーリック多様体の場合は，すでに見たように，任意標数で正規 F爆発の列 F̃B(l)(X), l ∈ Z>0 は終
止する．さらに，終止により得られる正規極限 F爆発 F̃B(∞)(X)に対応する扇∆は基礎体 kに依存しないこ
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とも分かっている．
我々の主結果を述べるために，穏健トーリック特異点解消という概念を導入する．f : Y → X をトーリック

特異点解消とし，Σを対応する σの分割とする．任意の d次元錐 τ ∈ Σは単体的であり，d個の 1次元の面を
持つ．これら 1次元面の原始元（primitive element）を v1, . . . , vd ∈ N とすると，v1, . . . , vd を通るアフィン
超曲面 Hτ ⊂ NR が一意的に定まる．

定義 3.5. f : Y → X をトーリック特異点解消とし，Σを対応する σ の分割とする．f が穏健（moderate）
であるとは，任意の d次元錐 τ ∈ Σに対し，Hτ が σ を二分した片側（原点を含む側）が有界になることと定
義する．

例 3.6. 2次元トーリック曲面の最小特異点解消や，任意次元のクレパント・トーリック特異点解消は穏健で
ある．

注意 3.7. 穏健トーリック特異点解消には，例外因子として BGS 本質因子しか現れない [CMDY23]．一方，
BGS 本質因子だけが現れるようなトーリック特異点解消を持たないトーリック特異点も存在する [BGS95]．
従って，一般には穏健トーリック特異点解消は存在しないことが分かる．

定理 3.8. 正規トーリック多様体X が穏健トーリック特異点解消を持てば，全てのBGS本質因子は F̃B(∞)(X)

素因子として現れる．

4 どのような議論をするのか
主定理の証明の詳細は論文 [CMDY23]にゆずるが，ここでは，その雰囲気を紹介したい．F̃B(∞)(X)はイ

デアル al ⊂ k[ 1l (M ∩ σ∨)]（l � 0）の Gröbner 扇であることを紹介した．このイデアルは二項式イデアル
（binomial ideal）である． 1

l (M ∩ σ∨)の二点 a, bの対で差 a− bがM に属するものに対し，二項式 xa − xb

で生成される．基本的に議論は二項式だけを考えれば良く（三項式や四項式は考える必要がない），従って，順
序対 (a, b)を考えればよい．順序対 (a, b)を aを頭（head），bを尾（tail）とした矢（arrow）で視覚的に表す
と便利である．ここで，lが非常に大きい（例えば 10億ぐらい）を想像してみよう． 1

l (M ∩ σ∨)の点は，σ∨

のほぼ至る所にある．上述のような矢は，頭と尾の差 a− b ∈ M を保ったまま，ほぼ連続的に動かせることに
なる．つまり，錐 σ∨ の中で矢 −→

ba（a− b ∈ M）の幾何学をすることになる．
我々は，特定の 0 6= w ∈ σ ∩N に対し，R≥0wが F̃B(∞)(X)に対応する扇∆に属することを示したい．こ

れは，wをいろいろな方向に摂動したときに，wに関する先頭イデアルが様々な単項イデアルになりうること
を意味する．wが変化したときに先頭イデアルが変化するためには，wと直交する矢が必要である．そのよう
な矢はに対応する二項式は，wが少し変化すると，どちらの項が先頭になるかが変化する．さらに，この二項
式の先頭項が変化するだけでなく，問題の先頭イデアルが変化するためには，この変化により先頭でなくなっ
た項が，他の二項式の先頭項で生成されない必要がある．
これらの方針を厳密化し，原点に近い w に直交する矢で，その向きが一次独立なものを沢山見つけてくる

（存在を示す）ことをするのである．
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5 今後の問題
今後の研究課題として考えられる問題をいくつか挙げて本稿を終わりにする．一般には穏健トーリック特異
点解消は存在しないことから，次の二つの問題が自然と出てくる．

問題 5.1. 穏健トーリック特異点解消を持つようなトーリック多様体のできるだけ広いクラスを見つけよ．

問題 5.2. 穏健トーリック特異点解消を持たないトーリック特異点に対し，問題3.1を調べよ（調べるための新
しいテクニックを見いだせ）．

今回の研究では，問題3.1をトーリック多様体に制限して考察した．そのため手法もトーリック多様体特有
のものになっている．

問題 5.3. トーリックでない代数多様体に対し，問題3.1を調べよ．
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