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概 要
Xが標数 5以上の代数閉体上定められた 3次元射影多様体である時, もしXが

lc特異点 (resp. klt特異点) しか持たないならば一般の超平面切断も同様であると
いう, [6]の結果の概略を紹介する.

1 Bertini型の定理
まず本稿で扱う特異点のクラスである klt特異点および lc特異点の定義を復習

する. kを体とし, X を k上の正規多様体とする. 更に, X はQ-Gorenstein, つま
り, 標準因子KX がQ-Cartierであると仮定する. f : Y −→ X を正規多様体 Y か
らの固有双有理射とした時, Y 上のQ-Weil 因子KY/X が

KY/X := KY − f∗KX

により定まる. ただし, Y 上の標準因子KY は, f が同型な部分ではKX と一致す
るように選んでおく.

定義 1.1. 体 k上の Q-Gorenstein 正規多様体 X について, 任意の正規多様体 Y
からの固有双有理射 f : Y −→ X に対し, KY/X の係数が全て −1より大きい
(resp. −1以上) の時, X は高々klt特異点 (resp. lc特異点)しか持たないと言う.

Remark 1.2. X を体 k上の Q-Gorenstein 正規多様体とし, f : Y −→ X を対数
的特異点解消とする. すなわち, Y は正則で, 固有双有理射 f の例外集合は正規交
差因子であるとする. この時, KY/X のすべての係数が −1より大きい (resp. −1
以上)であることと, X が klt (resp. lc) であることは同値である. ([3, Corollary
2.31]). 特に, X が 2次元の時や, X が 3次元で kが代数閉体の場合にはいつでも
対数的特異点解消が存在するので, kltや lcか否かは 1つの Y で確認できる.

上の注意の特別な場合として, X自身が非特異ならば kltであり, また定義から
kltならば lcである. これらの特異点のクラスは, 極小モデル理論において自然に
現れるクラスであり, また標数 0においては多くの良い性質を満たすことが知られ
ている. そのような良い性質の一つが, Bertini型の定理である:

定理 1.3 ([5]). X ⊆ PN
C をC上の射影多様体とする. もしXが klt (resp. lc) であ

るならば, 一般の超平面H ⊆ PN
k による超平面切断X ∩H も再び klt (resp. lc) で

ある.



証明は, 対数的特異点解消 f : Y −→ X をとってから, f∗OX(1)に関する (基
底点自由な線形系に関する) Bertiniの定理を使えばすぐにわかる. 本稿の一つ目
の主結果は, この結果の 3次元における正標数化である.

定理A ([6]). kを標数 5以上の代数閉体とし, X ⊆ PN
k を k上の 3次元射影多様

体とする. もし X が klt (resp. lc) 特異点しか持たないのならば, 一般の超平面
H ⊆ PN

k による超平面切断X ∩H もそうである.

標数 7以上で kltの場合には先行研究 [7]で既に示していたが, lcの場合には
[7]の手法は使えなかった. また正標数においては, 基底点自由な線形系に関する
Bertiniは使えないので, Reidの手法は使えない. そこで注目するのは, 以下の平
坦族 π : H −→ T である.

補題 1.4. X ⊆ PN
k を代数閉体 k上の正規射影多様体とする.

(1) T := PN
k とX の直積X ×k T の有効 Cartier因子Hであって, 写像

T (k) −→ |OX(1)| ; t 7−→ Ht

が well-definedかつ全単射となるようなものがある.

(2) X が klt (resp. lc)ならば, Hの生成ファイバーHη もそうである.

(3) もしも幾何学的生成ファイバー

Hη = Hη ×K(T ) Spec(K(T ))

が klt (resp. lc)であるならば, 一般の閉ファイバーHtもそうである.

今, H := Hη は体K(T )上の射影的 2次元多様体であることに注意すると, 定
理Aは上の補題 1.4と次の定理 Bから従う.:

定理B. Hが体K上の 2次元正規多様体とし, x ∈ Hを閉点とする. 更に, 以下を
仮定する.

(1) K の標数は 5以上.

(2) H \ {x}はK 上滑らか.

(3) 剰余体 κ(x)はK 上分離的.

(4) H は klt (resp. lc)特異点しかもたない.

この時, H ×K K は klt (resp. lc)特異点しか持たない.

2章において, 定理 Bの仮定のうち, 標数に関する仮定が必要であることを見
る. つまり, 標数 3において kltだが幾何学的 kltでない例を紹介する. その後 3章
で証明の概略を述べる.



2 標数 3での反例
この章では, 定理 Bが標数 3では不成立であることを観察する. まず双対グラ

フについて復習する. 本稿において, グラフは Z3の元を重みとして持つ無向多重
辺グラフのこととする.

(x ∈ X) を 2次元正規特異点とし, f : Y −→ X を極小特異点解消とする. す
なわち, f は xの外で同型な固有双有理射で, Y は正則でKY がX 上 nefであるよ
うなものである. [2, Theorem 2.25]からこのような特異点解消は存在する. (一意
性も代数閉体上の時と同様に考えたらわかる.) Exc(f) =

∑n
i=1Eiを例外集合とす

る. 各 Eiは, X の xでの剰余体 κ(x)上の 1次元射影多様体である. 特に, 3つの
整数

� ri := dimκ(x)H
0(Ei,OEi).

� gi :=
dimκ(x) H

1(Ei,OEi
)

dimκ(x) H
0(Ei,OEi

)
.

� ai := (E2
i ) = degEi/ Spec(κ(x))(OY (Ei)|Ei).

が定まる. (degの定義は例えば [1, Definition 1.4]参照)

定義 2.1. 上述の記号を用いる. (x ∈ X)の双対グラフとは,頂点集合を{E1, . . . , En}
とし, 各EiとEjの間の辺の個数が (Ei ·Ej) ∈ Nであるようなグラフであり, 各頂
点Eiには, 重み (ri, gi, ai) ∈ Z3が乗っているようなもののことである.

記法. 本稿において, 2次元正規特異点 (x ∈ X) の双対グラフは以下の方法で記述
する:

� 各 iに対し, 例外曲線Eiに対応する頂点を円 で書く.

� i番目の円の中に ai = (E2
i ) を, 円の下に gi を, 円の上に ri を書く.

ai

ri

gi

ただし, gi = 0 (resp. ri = 1, ai = −2ri)の時には, gi (resp. ri, ai) は書かず
に省略する.

� 各 i 6= jについて, 頂点 EiとEj の間に e := (Ei · Ej) 本の辺を引く.

(If e = 1) (If e = 2) (If e = 3)

eが 4以上の時や, eが具体的な数字でない時には
⟨e⟩

のようにも略記
する.

例 2.2. kを体とする. ただし, kの標数が 3でない時は, 1の原始 3乗根 3
√
1は k

に含まれていると仮定しておく. また, (あまり本質的ではないが) 簡単の為標数は
2でないとしておく. kの非ゼロ元 a ∈ kを固定し, 代数多様体

Xk,a := Spec(k[x, y, z]/(z2 + x3 + ay3 − y7))



を考える. ヤコビアンを考えることで, Xk,aは正規 2次元多様体で, 原点を除いて
k上滑らかであることがわかる. 以下, Xk,a の原点での特異点の様子 (kltかどう
か), 双対グラフ及び極小特異点解消の構成方法を場合分けしながら観察する.

Case.1: kの標数が 3でなく, かつ 3
√
a ∈ kの時.

Henselの補題を用いると k[[y]]内に, a− y4の 3乗根が存在する. したがって,
Xk,aの原点での局所環を完備化して適切に変数変換することで, Xk,aの dual graph
は k[x, y, z]/(z2 + x3 + y3)のそれと等しいことがわかる. よく知られたように, こ
れはD4型の du Val特異点 (特に klt) であり, その双対グラフは下記のようになる.

実際に Xk,a の極小特異点解消を具体的に計算すると以下のようになる: まず
Xk,aを原点で blow-upしたものを

fk,a : Yk,a −→ Xk,a

と書くと,例外集合はP1
kに同型で, Yk,aは 3つの k有理点を特異点として持つ. Yk,a

をその 3点で blow-upしたものを
gk,a : Zk,a −→ Yk,a

と書くと, Zk,aがXk,aの特異点解消を与えており, Zk,a −→ Xk,aの例外集合は 4
本の P1

kであり, これらが上述の双対グラフの頂点をなす.
Case.2: kの標数が 3であり, かつ 3

√
a ∈ kの時.

x3 + ay3 = (x+ y 3
√
a)3 なので, 適切に変数変換して
Xk,a

∼= k[x, y, z]/(z2 + x3 + y7)

である. これは, Case.1と比較して悪い特異点になっているように見える.
具体的にXk,aの極小特異点解消を求めてみよう. まずXk,aを原点で blow-up

したものを
fk,a : Yk,a −→ Xk,a

と書くと, 例外集合Eは P1
kに同型で, Yk,aは 1つの k有理点を特異点として持つ.

Yk,aをその点で blow-upしたものを
hk,a : Wk,a −→ Yk,a

と書くと, Wk,aは正則である. しかし, E ⊆ Yk,aの厳密変換 Ẽ ⊆Wk,a は自己交点
数 −1で種数 0の曲線である為, Wk,aは極小特異点解消でない. (代数閉体上の場
合と同じく) Ẽ を収縮する射Wk,a −→ Vk,aが存在する ([2, Theorem 10.5]).

Wk,a

hk,a //

""

Yk,a
fk,a // Xk,a

Vk,a

pk,a

<<



こうして得られる pk,a : Vk,a −→ Xk,a が極小特異点解消である. (pk,a は, Xk,aを
原点で重み (1, 2, 3)の blow-upをしたものである). また, pk,a の例外集合は cusp
特異点を 1つだけ持つ有理曲線 F であり, その双対グラフは

−1

g = 1

となる. 最後に, KV/X = −F であることがわかり, 係数が −1なのでXk,a は klt
でないことがわかる. F が cusp特異点を持つことから, より強くXk,aは lcでない
こともわかる. (Vk,aをあと 3回 blow-upするとXk,aの対数的特異点解消が得られ
るが, 最後の blow-upで現れる例外因子での相対標準因子の係数が−2である.)

Case.3: 3
√
a 6∈ kの時.

Xk,aの原点 blow-upを

fk,a : Yk,a −→ Xk,a

と書くと, 例外集合は P1
kに同型で, Yk,aは 1つの ℓ-有理点を特異点として持つ. こ

こで, ℓ := k( 3
√
a) は kの 3次拡大である. Yk,aをその点で blow-upしたものを

qk,a : Qk,a −→ Yk,a

と書くと, Qk,aは正則で, Qk,a −→ Xk,aの例外集合は 1本の P1
k と 1本の P1

ℓ であ
る. 更に, 交点数の情報も含めた dual graphは以下のようになる:

3

∗
1

kの標数が 3でない時には,この双対グラフを「展開」したものがCase.1の双対グ
ラフに一致していることがわかる. これは, 次の図式が Cartesianであることに対
応している:

Qk,a

qk,a // Yk,a
fk,a // Xk,a

// Spec k

Zℓ,a

gℓ,a //

OO

Yℓ,a
fℓ,a //

OO

Xℓ,a
//

OO

Spec ℓ

OO

一方, 標数が 3の場合には, Case.2の双対グラフとCase.3の双対グラフには何
の関係もない. 実際, qk,aの Spec(ℓ) への base change

Qk,a ×k Spec(ℓ) −→ Yk,a ×k Spec(ℓ) ∼= Yℓ,a

は, Yℓ,a の non-reduced idealでの blow-upとなっており, Case.2で現れたWℓ,a と
は何の関係もないことがわかる. また, KQ/X = 0であることが計算によりわかる
ので, 注意 1.2から Xk,aが kltであることが従う. 以上をまとめると, 次のように
なる.



3
√
a 6∈ k 3

√
a ∈ k

p 6= 3 klt klt

p = 3 klt non-klt

特に, 標数が 3で 3
√
a 6∈ k の場合は, Xk,aが kltだが k上幾何学的 kltでない.

3 定理Bの証明の概略
以下の補題は注意 1.2からすぐ従う.

補題 3.1. X を体K 上の多様体とし, f : Y −→ X を対数的特異点解消とする.
つまり, f は固有双有理射で, Y は正則でかつ, 例外集合Exc(f)は正規交差因子で
ある. 更に強く,次を仮定する.

(1) Y はK 上滑らか.

(2) Exc(f)はK 上相対的に正規交差, すなわち, Exc(f)の任意の stratumはK
上滑らか.

この時, もしXが klt (resp. lc)ならば, XはK上幾何学的 klt (resp. 幾何学的 lc).

例 3.2. 例 2.2において, 標数が 3で 3
√
a 6∈ k の時の極小特異点解消

Qk,a −→ Xk,a

を考える. 例外曲線のうち一つは P1
ℓ であるが, ℓ = k( 3

√
a)は k上非分離的なので,

P1
ℓ は k上滑らかでない. 従って, 補題 3.1の条件を満たさない.
一方, kの標数が 3でない場合には, 2つの例外曲線 P1

k, P1
ℓ はいずれも k上滑ら

かであり, そのスキーム論的交点 Spec(ℓ)も k上滑らかなので, Qk,a −→ Xk,aは補
題 3.1の条件を満たす.

定理C. X が定理 Bの仮定を満たすとする. この時, 補題 3.1 の条件を満たす対
数的特異点解消が存在する.

定理Bは定理Cと補題 3.1から従う. 最後に, 定理Cの証明の概略を記述する.

Sketch. Case.1: (x ∈ X) が有理特異点の時. [2, Subsection 3.3]より, (x ∈ X)の
双対グラフは, 次ページ以降の図 1,2,3のいずれかになる. 例えば, 双対グラフが

3 1

であるときには,例外曲線はE1, E2の2本であり,いずれも種数は0,更にH0(OE1) =
κ(x)であり, L := H0(OE2) は κ(x)上 3次拡大である. 今, E1は degreeが奇数の
因子 E2|E1 を持つ種数 0の Gorenstein curveであるので, E1

∼= P1
κ(x) であり ([2,

Lemma10.6]), 特にK上滑らか. 同様に, E2
∼= P1

Lも L上滑らかであるが, κ(x)の
標数は 3でない為, Lは κ(x)上分離的である. 従って, E2 もK 上滑らかである.



最後に, 再び双対グラフから E1 ∩E2 は Spec(K)と同型であり, 特にK 上滑らか
である.
他の双対グラフの場合もほぼ同様の方針で証明できる. (グラフの分類より, 出

てくる例外因子が全て種数 0であることと, 出てくる体の拡大も高々4次拡大まで
であることがポイントである.)

Case.2: (x ∈ X) が simple ellipticの時. つまり, 極小特異点解消 f : Y −→ X

における例外集合Eは既約, H0(E) = κ(x)で種数が 1の時を考える. Eが正則の
時には, [8, Proposition 9.11 (2)]より, E がK 上滑らかであることがわかる. E
が特異点を持つときには, Eの特異点は 1つの k有理点のみからなり, 更にその点
においてEは高々nodeであることがわかる ([6, Corollary 3.8, Proposition 3.2]).
特に, その点で更に Y を blow-upすることで, 補題 3.1の条件を満たす対数的特異
点解消を得る.

Case.3: 残りの場合. 3ページ後の図 4に描かれた 4種類のうち, simple elliptic
を除いた 3種類が残りの場合である. このうち, 双対グラフが
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⟨r⟩

⟨r⟩ ⟨r⟩

⟨r⟩

⟨r⟩

⟨r⟩ ⟨r⟩

⟨r⟩

の場合のみをここでは考える. L := H0(OE1)とおくと, Case.1と同様にすると,
全ての例外曲線は P1

Lと同型で, 更に隣り合う例外曲線同士の交わりは SpecLと同
型である. 従って, Lが κ(x)上分離であることを示せばよい. Case.1と違って拡大
次数 [L : κ(x)]が標数と互いに素かどうかわからないので, もう少し精密に調べる
必要がある.
今, 例外曲線を順にE1, E2, . . . , En とおき, Ei ∩Ei+1 = {Pi}とおく. (ただし,

En+1は E1のこととする. すなわち, En ∩ E1 = {Pn}.) この時, 次のような体の
同型写像の列が得られる:

H0(OE1)
∼−→ κ(P1)

∼←− H0(OE2)
∼−→ · · · ∼←− H0(OEn)

∼−→ κ(Pn)
∼←− H0(OE1).

これにより, 体同型写像
σ : L = H0(OE1)

∼−→ L

を得るが, 実は κ(x)はLの σによる不変部分体になることがわかる. 従って, Lは
K 上分離的である.
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図 1: List of dual graphs of numerical klt singularities
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図 2: List of non-twisted dual graphs of rational numerical log canonical singularities
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図 3: List of twisted dual graphs of rational numerical log canonical singularities
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図 4: List of dual graphs of non-rational numerical log canonical singularities
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algébrique d’Angers 1979, Sijthoff & Noordhoff, Alphen, 1980, pp. 273–310.

[6] K. Sato, General hyperplane sections of log canonical threefolds in positive
characteristic, arXiv:2303.14599, preprint (2023).

[7] K. Sato, and S. Takagi. General hyperplane sections of threefolds in positive
characteristic, J. Inst. Math. Jussieu 19 (2020), no. 2, 647–661.

[8] H. Tanaka, Invariants of algebraic varieties over imperfect fields, Tohoku
Math. J. (2) 73 (2021), no. 4, 471–538.


