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正規アファイン多様体Yに対して,因子類群Cl(Y )が有限生成であってY上の
可逆な正則関数が定数関数のみであるとき, Cox(Y ) =

⊕
[D]∈Cl(Y ) Γ(Y,OY (D))に

よって定まるCl(Y )-次数環はYのCox環と呼ばれる. Cox環はその次数付けに
より,因子類群Cl(Y )の指標群であるところの準トーラスG = Spec(C[Cl(Y )])の
作用を持ち,不変式環Cox(Y )Gは座標環C[Y ]に一致する. 特に, Cox環Cox(Y )
が有限生成であるならば,多様体YはCox(Y )から復元されることが知られてい
る. すなわち, Cox環のスペクトラムのG-作用による商多様体Spec(Cox(Y ))//G
が元の多様体Y と同型になる. このとき商射 π : X = Spec(Cox(Y ))//G → Y は
しばしばY の Cox実現と呼ばれる1. さて,商射 πの一般ファイバーのHilbert
関数を hとおくと,組 (G,X, h)に付随する不変HilbertスキームHY =HilbG

h (X)
は Hilbert–Chow射 γY : HY → Y によってY と双有理な既約成分 (これをHY

の主成分といい, Hmainで表す)を持つ. すなわち, HY (もしくはHmain)はY
の特異点解消の候補となるわけである. 本稿では, Y が nの分割 d= [2k,1n−2k]
(n > 2k)に対応するA型の冪零軌道閉包の場合に,そのCox実現の不変Hilbert
スキームについて考察する. 当該研究は永井保成氏との共同研究である.

1 不変Hilbertスキームと商多様体の特異点解消

簡約代数群Gの作用のあるアファイン多様体 X ,およびHilbert関数 hに対
して,組 (G,X, h)に付随する不変HilbertスキームHilbG

h (X)とは, XのG-安定
閉部分スキームであってその座標環が G-表現として Hilbert関数 hで定まる
表現と同型であるもののモジュライ空間である. すなわち, Gの既約表現の同
型類の集合を Irr(G)で表せば,閉点の集合は

HilbG
h (X) =

{
Z ⊂ X

���� ZはG-安定閉部分スキーム
G-加群として C[Z] �

⊕
M∈Irr(G) M⊕h(M)

}
と与えられる2. 不変Hilbertスキームは最初に, Alexeev–Brion [AB05]によっ
て Gが連結簡約代数群である場合に導入された. しかし, 特異点解消の文脈
で調べられるようになったのはそれよりも後のことである. すなわち,のちに
Brion [Bri13]によって連結とは限らない簡約代数群Gに対してもその存在の
証明が拡張され,それにより不変Hilbertスキームは (G-Hilbertスキームの一般

1Cox実現について,詳しくは [ADHL15], [AG10]を参照されたい.
2G が有限群の場合, h として G の正則表現 C[G] の Hilbert 関数 hC[G] を選ぶと, 組

(G,X, hC[G])に付随する不変 Hilbertスキームは Ito–Nakamura [IN96]による G-Hilbertスキー
ム G-Hilb(X)と一致する.



化として自然に期待されるように)商多様体の特異点解消の文脈でも研究され
るようになった. このことをもう少し詳しく見ていきたい. 一般に,多様体 Xが
滑らかであってもそのアファイン商 X//G,すなわちG-作用による不変式環の
スペクトラム Spec(C[X]G)は特異点を持つ. 商射 X → X//G = Spec(C[X]G)に
対し,その一般ファイバーのHilbert関数を hXとおくと, Gの自明表現での hX

の値が 1となるため,組 (G,X, hX)に付随する不変HilbertスキームHilbG
hX
(X)

から商多様体 X//Gへの射

γ : HilbG
hX (X) → X//G, [Z] 7→ Z//G

が定まる. この γは射影的であり, X//Gのある開集合U上で同型となること
が知られている ([Bri13]). このとき, X//Gを双有理的に支配する HilbG

hX
(X)

の既約成分 γ−1(U)は主成分と呼ばれ, Hmainで表される. 射 γ (もしくはその
Hmainへの制限)でもってHilbG

hX
(X)は X//Gの特異点解消の候補となる. なお,

Gが有限群の場合, hX は正則軌道のHilbert関数となるため,射 γはG-Hilbert
スキームに対するHilbert–Chow射に他ならない3.

さて, 上では, 組 (G,X)が与えられたときに Hilbert関数を適切に選ぶこと
で商多様体 X//Gの特異点解消の候補となるHilbert–Chow射 γが定まること
を見た. ここで少し視点を変えて, はじめに特異点 Y が与えられたとしたら
どうであろうかと問うてみる. 与えられた特異点 Y を商多様体の形として
Y = X//Gと書き表すことができれば,それに対応するHilbert–Chow射 γが得
られる. こうして得た γは XとGに依存するため,特異点Yの商多様体として
の記述の仕方を変えればそれに伴い対応するHilbert–Chow射の挙動も変化す
る. そのため, 与えられた特異点を商多様体として表す方法のうち, 対応する
Hilbert–Chow射が特異点解消の観点から良い性質を持ちうるものは何か, と
いう問いは自然である. 本稿では,特異点を商多様体として構成する方法のう
ち,上述の Cox実現によるものに着目し,以下を問う4 .

問題 1. 特異点Y の Cox実現に対応するHilbert–Chow射 γY (もしくはその主
成分への制限 γY |Hmain)はY の特異点解消を与えるか.

問題 1は筆者による [Kub21]の枠組みの自然な一般化になっている.

例 2. Y が A型の冪零錐 O[n] ⊂ sln の場合は問題 1に肯定的な解答を与える
([Kub23]). この場合Cl(O[n]) � Z/nとなるため ([Fu03]), Cox実現の不変Hilbert
スキームはH = µn-Hilb(Spec(Cox(O[n])))となる. Hilbert–Chow射 γO[n]

: H →
O[n] の主成分への制限は冪零錐の Springer特異点解消に一致する. さらに,

3有限とは限らない Gに対する γも同様に Hilbert–Chow射と呼ばれている.
4[ADHL15] より, Cox 実現の一般ファイバーの Hilbert 関数 hSpec(Cox(Y)) は G =

Spec(C[Cl(Y )]) の正則表現の Hilbert 関数に一致する. ここで G は準トーラスであるから,
hSpec(Cox(Y)) は全ての既約表現において恒等的に 1を取る関数とわかる.



H は n = 2の場合に限って既約である. なお, n = 2のとき, 冪零錐 O[2] の
Cox実現はC2への µ2 ⊂ SL2の自然な作用による商射C2 →C2/µ2に他ならず,
Hilbert–Chow射 γO[2]

: H → O[2] は A1-特異点の極小特異点解消に一致する.

2 O[2k,1n−2k]のCox環

A型の冪零軌道,すなわち slnの冪零元の随伴作用による軌道は nの分割と
一対一に対応することが知られている. 本稿では特異点が分割 d= [2k,1n−2k]
(n > 2k)に対応する冪零軌道O[2k,1n−2k ]の閉包の場合に問題 1を考察する. SLn

の標準表現をV = Cnで表すと,軌道の閉包は

O[2k,1n−2k ] = {Y ∈ End(V) | Y2 =O, rankY ≤ k}

で与えられる. このとき, O[2k,1n−2k ]は Springer特異点解消を二つ

W+ = {(Y,V1) ∈ O[2k,1n−2k ]×Gr(k,V) | ImY ⊂ V1 ⊂ kerY },
W− = {(Y,V2) ∈ O[2k,1n−2k ]×Gr(n− k,V) | ImY ⊂ V2 ⊂ kerY }

持ち,合成W+ dW−は stratified向井フロップと呼ばれる. 以下,この節では
O[2k,1n−2k ]の Cox環の記述を見る.

サイズが ℓの単位行列を 1ℓで表す. また,右上の k行 k列のブロックが k次
単位行列 1kであってその他のブロックは全て零行列であるような n次行列を
A2k,1n−2k で表すものとする. すなわち, A2k,1n−2k の (i, j)成分はKroneckerのデル
タ δi, j−n+k に等しい.

SLnの座標を X = (xi, j)で表し, Xの随伴行列を X̂ = (x̂i, j)で表す. このとき,
冪零軌道 O[2k,1n−2k ]は SLnの共役作用による行列 A[2k,1n−2k ]の軌道に他ならな
い. すなわち, O[2k,1n−2k ]は射

SLn → sln, X 7→ Y = X A[2k,1n−2k ]X
−1 (♣)

の像である. 以下,記号の簡単のために A2k,1n−2kおよびO[2k,1n−2k ]をそれぞれ A(k)
およびO(k)で表す. また一般に, n次行列 M = (mi, j)に対し, Mの iℓ (1 ≤ ℓ ≤ r)
行および je (1 ≤ e ≤ s)列を抜き出してできる r × s行列をM (i1, ···, ir )

( j1, ···, js)で表す. す
なわち,

M (i1, ···, ir )
( j1, ···, js) =

©­­­­«
mi1, j1 mi1, j2 · · · mi1, js
mi2, j1 mi2, j2 · · · mi2, js
...

...
...

mir, j1 mir, j2 · · · mir, js

ª®®®®¬



である. この記号を用いると,Y = X A(k) X̂の (i, j)成分は yi, j = X (i)
(1, ···, k) X̂

(n−k+1, ···, n)
( j)

と書けることがわかる. 行列 A(k)の安定化群は

F =
B̃ = ©­«

B ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 B

ª®¬ ∈ SLn

������ B ∈ GLk


と与えられる. F の SLnへの作用を行列の右からの積, すなわち SLn × F →
SLn, (X,g) 7→ Xgによって定めると, (♣)から同型 SLn/F � O(k)を得る. この同
型射は行列の左からの積によって定まる自然な SLn-作用のもとで同変になっ
ていることに注意する. さて, Fの指標群は Bの行列式写像 detBによって生成
され ([Fu03]),その核は

F1 =

©­«
B1 ∗ ∗
0 B2 ∗
0 0 B1

ª®¬
������ B1 ∈ SLk, B2 ∈ SLn−2k


となる. このとき, 冪零軌道O(k) � SLn/Fの Cox環は不変式環 C[SLn]F1 と同
型になることが [ADHL15]より従う. また, O(k) \O(k)の余次元が 2以上であ
るため, 同型 Cox(O(k)) � Cox(O(k))を得る. さらに, Cl(O(k)) � Z ([Fu03])であ
り,指標群C∗(detB)の作用によるC∗-不変式環Cox(O(k))C

∗
は座標環C[O(k)]に

等しい.

1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n に対して, I = (i1, · · · , ik), J =
( j1, · · · , jk)とおき,

tI = ti1, ···, ik = det X (i1, ···, ik )
(1, ···, k) , sJ = s j1, ···, jk = det X̂ (n−k+1, ···, n)

( j1, ···, jk )

と定める. tI , sJはそれぞれ n× k行列 X(1, ···, k)および k ×n行列 X̂ (n−k+1, ···, n)の
極大小行列式であるから,以下の外積表現のベクトルの成分とみなすことがで
きる

T =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ti1, ···, ik ei1 ∧ · · · ∧ eik ∈ ∧kV,

S =
∑

1≤ j1<···< jk≤n

s j1, ···, jk e∗j1 ∧ · · · ∧ e∗jk ∈ ∧kV∗.

ここで, {ei}は標準表現V の基底を, V∗は双対表現を, {e∗j }はその双対基底を
それぞれ表す. また, ei1 ∧ · · · ∧ eik および e∗j1 ∧ · · · ∧ e∗jk を単に eI および e∗J と表
すものとする. 簡単な計算により, tI, sJ ∈ C[SLn]F1 となることがわかる. さら
に, B̃ ∈ Fの tIおよび sJへの作用はそれぞれ det Bおよび (det B)−1で与えられ
るため, tIと sJはC∗(detB)の作用に関してそれぞれ重みが 1と−1の斉次元で
あることがわかる. これらの間の関係式として,以下が成り立つ.

補題 3. (1) tI · sJ −detY I
J = 0.

(2)
∑k
ℓ=0(−1)ℓyiℓ, j ti0, ···, îℓ, ···, ik = 0,

∑k
ℓ=0(−1)ℓyi, jℓ s j0, ···, ĵℓ, ···, jk = 0.



(3) 任意の iおよび (i2, · · · , ik)に対して,
∑n
ℓ=1 yi,ℓtℓ,i2, ···, ik = 0. 同様に,任意

の jおよび ( j2, · · · , jk)に対して,
∑n
ℓ=1 yℓ, j sℓ, j2, ···, jk = 0.

(4) tI および sJ に対する Plücker関係式.

予想 4. Cox環Cox(O(k)) = C[SLn]F1 は座標環C[O(k)] = C[SLn]F上の代数とし
て {tI | I = (i1, · · · , ik), 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}および {sJ | J = ( j1, · · · , jk), 1 ≤ j1 <
· · · < jk ≤ n}で生成される.

予想 4に鑑みて R = C[SLn]F[tI, sJ | I, J] ⊂ C[SLn]F1とおくと, RはC∗(detB)-
作用から誘導される次数付け R =

⊕
m∈Z Rmを持つ. このとき, R0 = C[SLn]F �

C[O(k)]となることに注意する.

3 O[2k,1n−2k]のCox実現の不変Hilbertスキーム

この節では,予想 4の成立を仮定したもとで, O(k)のCox実現の不変Hilbert
スキームを考察する. H =HilbC

∗

h (Spec(Cox(O(k))))を冪零軌道閉包O(k)のCox
実現

π : Spec(Cox(O(k))) → Spec(Cox(O(k)))//C∗ � O(k)

の不変 Hilbertスキームとする. ここで, h は C∗ の正則表現の Hilbert関数
hC[C∗] ≡ 1である. 対応するHilbert–Chow射

γ = γO(k)
: H → O(k), [Z] 7→ Z//C∗

は冪零軌道O(k)上で同型となる.

定理 5. 予想 4が成り立つとする. このとき, O(k)の Cox実現の不変Hilbertス
キームHは Springer特異点解消W± → O(k)のファイバー積W =W+×O(k)

W−

に同型である.

定理 5の証明の概略を述べる. 閉点 [Z] ∈ H に対し, その γ による像を
y = γ([Z])とおく. ここで, O(k)は次のように軌道分解することに注意する

O(k) =
k⨿
ℓ=0

O(ℓ).

もし y ∈ O(k)ならば, Z � C∗である. y ∈ O(ℓ) ⊂ O(k) \O(k)とすると, Zは ∧kV ×
∧kV∗ の原点で交わる 1次元の部分空間 L+ ⊂ ∧kV および L− ⊂ ∧kV∗ を用い
て Z = L+∪ L−と書けることがわかる. z+ ∈ L+ \ {O}, z− ∈ L− \ {O}とすると,
L+ \ {O}, L− \ {O}はそれぞれ z+, z−の C∗-軌道と一致する.

以下,この記述を用いて分類写像を構成する. まず, [Z] ∈ Hに対し点 z± ∈ Z
を上のようにとる. ただし, γ([Z]) ∈ O(k)の場合, z±は Z の任意の点とする.



T(z+), S(z−)をそれぞれT , Sの z+, z−での値を取ったもの

T(z+) =
∑

I

tI(z+)eI ∈ ∧kV, S(z−) =
∑

J

sJ(z−)e∗J ∈ ∧kV∗

とすると, SLn-同変な射

H → O(k)×P(∧kV)×P(∧kV∗), [Z] 7→ (γ([Z]), T(z+), S(z−))

が定まる. 補題 3より tI(z+), sJ(z−)は Plücker関係式を満たすため, この射は
O(k)×Gr(k,V)×Gr(k,V∗)を経由することがわかる. すなわち, SLn-同変な可換
図式

H Φ //

γ

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

N O(k)×Gr(k,V)×Gr(k,V∗)

pr1
��

O(k)

を得る. その構成より, Φの像がW =W+ ×O(k)
W− と一致することは簡単に

確かめられる. さらに, Hilbert関数 hを持つ C∗-安定な閉部分スキームの族
Z ⊂ Spec(R) ×W を構成することでΦの逆写像がスキームの射として得られ
るが,詳細は割愛したい.
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