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1 序文

McKay対応は，商特異点 Cn/Gの特異点解消の幾何と，有限群 Gの表現論を
結びつけるものである．ADE 型の Dynkin 図形で分類される G ⊂ SL(2,C)
の場合に始まり，G ⊂ SL(3,C) の場合, small な G ⊂ GL(2,C) の場合な
どへと拡張されてきた．川又によって確立された GL(3,C) の有限部分群に
対する McKay 対応においては，商特異点と Q因子の組みを考えることに
より，G は必ずしも small である必要はなくなっている．そこで，small な
ものとは対極にある鏡映群の場合に McKay 対応がどのようであるかを考察
し，その応用として C3 上の G-同変連接層の導来圏の半直交分解に関する
Polishchuk-Van den Bergh の予想を考えたい．それは，C3 の鏡映群 G によ
る商と判別式因子（に適切な係数をつけたもの）の組の極大Q分解的端末化
の C3/G ∼= C3 上の MMP の各ステップがG の共役類に対応するか，とい
う問題に翻訳される．本稿は，いくつかの例について報告する．

2 McKay 対応

2.1 既約例外曲線と非自明既約表現の対応

G を SL(2,C) の有限部分群，X = C2/G を商特異点とする．この場合極小
特異点解消 τ : Y → X はクレパント解消であり，例外集合の双対グラフは
ADE 型の Dynkin 図形になることはよく知られている．一方 G の既約表現
に，G ⊂ SL(2,C) により定まる 2 次元の表現をテンソルして分解すること
で，G の既約表現を頂点とする箙を作ることができる．この箙が同じ ADE
型の拡大 Dynkin 図形の二重箙になる，というのが本質的に McKay の発見
したこと [McK80]であった．この古典的な McKay 対応においては，τ の既
約例外曲線と G の非自明な既約表現が対応する，ということになる．
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2.2 点軌道の Hilbert スキーム

この McKay 対応を記述する道具として中村により導入されたのが，点軌道
の Hilbert スキーム，いわゆる G-Hilb である．有限群 G が代数多様体 M
に忠実に作用するとする．M 上の G-cluster とは，M の G-不変な有限部分
スキーム Z で，H0(OZ) が G の表現として正則表現であるもの，すなわち
群環 C[G] を G の表現とみたものと同型であるようなもののことである．例
えば自由 G-軌道に非約なスキーム構造を入れたものは G-cluster である．そ
して G-cluster のモジュライ空間として G-軌道の Hilbert スキーム

G-Hilb(M) := {Z ⊂ M | Z は G-cluster}

が定義される．例えば M = C2 の場合G-Hilb(C2) は

{I ⊂ C[x, y] | I は G-不変イデアルで G の表現として C[x, y] ∼= C[G]}

と解釈される．
次の定理は，n = 2のときが伊藤-中村 [IN99]とKapranov-Vasserot[KV00]，

n = 3 のときが Bridgeland-King-Reid[BKR01] による：

定理 2.1. G ⊂ SL(n,C) は有限部分群で，n ≤ 3 とする．このとき，Y =
G-Hilb(Cn) は Cn/G のクレパント解消であり，Fourie-Mukai 変換によって
導来同値

Db(cohY ) ∼= Db(cohG(C3))

が導かれる．ここで，cohG(C3) は C3 上の G-同変な連接層のなすアーベル
圏である．

2.3 GL(2,C) の場合
一般に有限位数の元 g ∈ GL(n,C) が 擬鏡映とは，g が固有値 1 を重複度
n−1で持つことを言う．つまり，g の Cn における固定点集合が超平面になっ
ているということである．有限部分群 G ⊂ GL(n,C)が smallであるとは，G
が擬鏡映を含まないこと，つまり，Gの Cn への作用が余次元 2の閉集合を除
いて自由であることである．G ⊂ GL(2,C)が smallで G ̸⊂ SL(2,C)のとき
は，極小特異点解消 τ : Y → X の既約例外曲線の数より G の非自明既約表
現の数の方が必ず多くなる．Wunram [Wun88] は既約表現の中から既約例外
曲線に対応すべきものを特定したが，それらの表現は special representation
と呼ばれる．導来圏の間には埋め込み

Db(cohY ) ↪→ Db(cohG(C2))

があって，その差は exceptional collectionによって埋められる [IU15],[Kaw16].
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3 川又による GL(3,C) McKay 対応

有限群 G ⊂ GL(n,C)に対して π : Cn → X := Cn/Gを商写像とする．Gが
small でないときは，π は因子に沿って分岐するので，X 上の Q-因子 B を
π∗(KX +B) = KCn となるように定めることができる．このとき，組 (X,B)
は KLT であり，f : Y → X が射影的双有理射で Y が Q-分解的かつ端末特
異点のみを持つならば，

KY + f−1
∗ B = f ∗(KX +B) +

∑
E:例外因子

aEE

と書いたとき，aE > −1 である．

定義 3.1 ([Kaw18]). f : Y → B が組 (X,B) の極大Q分解的端末化とは，f
の例外因子の集合が，aE ≤ 0 となる X の上空の因子の集合と一致すること
を言う．

極大Q分解端末化の存在は [BCHM10, Corollary 1.4.3]による．なお，一
般には複数の極大Q分解端末化が存在する．
定理 3.2 ([Kaw18]). G ⊂ GL(3,C) は有限部分群で，境界因子 B は上のよ
うに定義されるとする．このとき，極大Q分解端末化 Y → X で次のような
ものが存在する．

• Y は商特異点のみを持つ．Y に付随する滑らかな Deligne-Mumford ス
タックを Ỹ とする．

• 充満忠実な埋め込み Φ : Db(coh Ỹ ) ↪→ Db(cohG(C3)) がある．

• Db(cohG(C3)) は Db(coh Ỹ ) といくつかの滑らかなアフィン多様体の導
来圏に半直交分解される．

半直交分解については，次の節で説明する．上の定理における極大Q分
解端末化 Y は [Kaw18]において次のように構成される．H := G ∩ SL(3,C)
とおくと

Y1 := H-Hilb(C3)
f1−→ C3/H

はクレパント解消である．G := G/H ⊂ GL(3,C)/SL(3,C) ∼= C∗ は巡回群
であるから，商 X1 := Y1/G と Y1 → X1 により定まるQ因子B1を考える
と，組 (X1, B1) はトロイダルKLT特異点のみを持ち， その極大Q分解端
末化として Y を得る．

C3 C3/H X

Y1 X1

Y

π3

f1
π2

π1

f̄1

g

(3.1)
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この構成において，次の事実は重要である．

系 3.3. 導来圏Db(cohG(Y1)) = Db(coh[Y1/G]) は Db(cohG(C3)) に三角圏同
値である．ここで，[Y1/G] は商スタックを表す．

4 半直交分解

定義 4.1. D を三角圏とする．D がその充満部分三角圏 D1, D2 によって
D = ⟨D1,D2⟩ と半直交分解するとは，

• α1 ∈ D1, α2 ∈ D2 ならば，Hom(α2, α1) = 0.

• 任意の α ∈ D に対し，α1 ∈ D1, α2 ∈ D2 と完全三角 α2 → α → α1 →
α2[1] が存在する．

例えば代数幾何学における次のような操作に付随して半直交分解は現れる．

例 4.2 ([Orl92]). X を滑らかな代数多様体，i : C ↪→ X を余次元 c の滑ら
かな部分多様体とする．C を中心とする X のブローアップを f : Y → X,
その例外因子を j : E ↪→ Y で表し，射 E → C を g とおく．このとき函手
Φk : D

b(C) → Db(Y ) を

Φk(−) = j∗(g
∗(−))⊗OE(−k)

で定めると，

Db(Y ) = ⟨Φ−c+1(D
b(C)), . . . ,Φ−1(D

b(C)),Lf ∗Db(X)⟩
と半直交分解する．

例 4.3 ([Kaw06]). φ : X → Y を高々商特異点しか持たないトーリック多様
体の小収縮とし，φ+ : X+ → Y をそのフリップとする．X , X ′ でそれぞれ
対応する非特異DMスタックを表す．また，D ⊂ X を φ の例外集合とし，
F = φ(D) 上に境界因子 C を適切に定義して組 (F,C) に対応する DMス
タックを F とする．このとき，Db(X ) は Db(X ′) といくつかの Db(F) のコ
ピーへと半直交分解される．この主張はトロイダルなログフリップの場合に
拡張される [Kaw18].

例 4.4 ([IU15] Theorem 1.6, [BS20]). X が滑らかな準射影的多様体，D が
その上の滑らかな既約因子であるとき，整数 r ≥ 2 に対して r 次の根スタッ
ク f : X → X が定義される．f は X \D 上は同型であり，f−1(D) が X 上
の既約因子の r 倍になるようなものである．この DM スタック X の導来圏
Db(X ) は，Db(X) と r − 1 個の Db(D) のコピーへと半直交分解される．

３つ以上の部分三角圏への半直交分解も同様に定義されて，例えばD =
⟨D1,D′

2⟩，D′
2 = ⟨D2,D3⟩ のときはD = ⟨D1,D2,D3⟩ となる．半直交分解の

定義は順序に依存しているが，変異という操作で部分圏の埋め込み函手を変
更することにより，順序を入れ替えることができる．
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5 Polishchuk と Van den Bergh の予想

ここで，Polishchuk-Van den Bergh による予想を紹介する．V を滑らかな準
射影的多様体，G を V に効果的に作用する有限群とする．元 g ∈ G に対し，
C(g) ⊂ G で g の中心化部分群を表す．

予想 5.1 ([PVdB19]). 次の仮定をする：

∀g ∈ B, V g/C(g) は滑らかである． (∗)

このとき，D = Db(cohG(V )) の半直交分解で，その各成分は G の共役
類 [g] により添字付けられており，その成分を D[g] と書いたとき，D[g]

∼=
Db(coh(V g/C(g))) が成立するものが存在する．

ここで，条件 (∗) を g = e の場合に考えると，V/G が滑らかということ
になり，V = Cn でGの作用が線形であるときは，Chevalley-Shephard-Todd
の定理によってG は擬鏡映で生成されるということになる．従って，考察す
るのはおもにそのような場合になる．

Polishchuk-Van den Bergh [PVdB19] は，実際に G が A,B,G2, F4 型の
ルート系の Weyl 群であるときに (∗) および予想が成立することを証明して
いる．なお，D 型のときは (∗) が成立せず，E 型のときにも (∗) が成立しな
いと予想されている．

6 実 3次元の鏡映群の場合

実直交群 O(3) の有限鏡映部分群の場合は，(∗) は必ず成立する（[PVdB19,
Proposition 2.2.6]). そこで， O(3) の有限鏡映部分群の場合に McKay 対
応 (系 3.3)を用いて予想 5.1 を示すことを試みる．つまり，系 3.3 の記号で
Db(coh[Y1/G]) の半直交分解を代数幾何的方法で構成しようということであ
る．今の場合 G = G/H ∼= Z/2Z であり，G の非自明な元 (それは KY1 を自
明化する切断の符号を反転する)の Y1 における固定点集合の各連結成分の余
次元は奇数になるので，次が成立する：

補題 6.1. G ⊂ O(3) が有限鏡映部分群のとき，図式 (3.1) においてX1 は
高々端末商特異点しか持たず，従って X1 が極大Q分解端末化となる．すな
わち，Y = X1 である．

商多様体 X1(= Y ) の商特異点に滑らかなスタックの構造を入れたものを
X̃1(= Ỹ ) とし，X̃1 上のQ因子 B̃1 を X 上の B の狭義変換，D̃1 を B̃1 の台
となっている被約整因子 (つまり D̃1 = ⌈B̃1⌉) とすると，商スタック [Y1/G]
は組 (X̃1, D̃1) から定まる根スタックと同型である．よって，例 4.4 のように
Db(coh[Y1/G]) は Db(coh X̃1) とDb(coh D̃1) へと半直交分解する．
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すると，例 4.2, 4.3 を念頭におけば，問題は，X ∼= C3 上の MMP によっ
て X1 から X へ至る過程で，Db(coh X̃1) はどのように半直交分解されるか，
ということになる．ここでは，いくつかの場合を例に取って説明する．

6.1 (Z/2Z)3 の場合
最も簡単な G = (Z/2Z)3 = {diag(±1,±1,±1)} の場合を考える．この場合
はトーリック幾何学的を用いて表示でき，わかりやすい．まず，商を取る前
の C3 は，N := Z3 を 1-パラメータ部分群の格子として持ち，R3 = Z3 ⊗ R
のなかの錐体 C := (R≥0)

3 に付随するトーリック多様体である．有限対角部
分群による商を取るときは，錐体としては同じ C を考えるが，格子が Z3 よ
り細かくなる．G = (Z/2Z)3 による商のときは格子は NG := (1

2
Z)3 であり，

H = G∩SL(3,C)による商の場合はNH := {(a, b, c) ∈ (1
2
Z)3 | a+ b+ c ∈ Z}

となる．C3/H のクレパント解消を考えるときは，C を {(a, b, c) ∈ R3 |
a + b + c = 1} で切った三角形 (junior simplex)のNH の格子点による三角
形分割を考えれば良い．例えば Y1 = H-Hilb(C3) は次の三角形分割に対応
する：

e1 e2

e3

ここで，e1, e2, e3 は R3 の標準基底である．X1 = Y1/G は同じ扇で格子を
(1
2
Z)3 に取り替えたものであるから，次の図で表すことにする：

1
2
e1

1
2
e2

1
2
e3

1
2
(e1 + e2)

1
2
(e2 + e3)

1
2
(e3 + e1)

ここでは，1 次元錐を生成する原始的格子ベクトルは必ずしも平面上にはな
いので，それらを明示するために書き込んでいる．真ん中の三角形と原点で
できる三角錐だけ体積が大きく，対応するアフィン多様体の原点に 1

2
(1, 1, 1)

型端末商特異点がある．この商特異点のところにスタックの構造を入れたも
のが X̃1 であり，商スタック [Y1/G] は X̃1 から 1

2
ei(i = 1, 2, 3) に対応する

3 枚のアフィン平面で分岐する 2 次の根スタックとして構成されるものであ
る．従って，例 4.4 により Db(coh([Y1/G]) は Db(coh(X̃1)) と 3 枚のアフィ
ン平面の導来圏に半直交分解する．
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次に (格子は X1 から変更せずに)扇の分割を変更して

1
2
e1

1
2
e2

1
2
e3

1
2
(e1 + e2)

1
2
(e2 + e3)

1
2
(e3 + e1)

(6.1)

に対応するものを X2 とすると，X2 は滑らかで X1 99K X2 はトーリックフ
リップである．すると例 4.3 により Db(coh X̃1) は Db(cohX2) と 1点の導来
圏に半直交分解する．さらに扇を

1
2
e1

1
2
e2

1
2
e3

1
2
(e2 + e3)

に変更したものを X3 とすると，X2 は X3 を 2本のアフィン直線に沿ってブ
ローアップしたものであるから，例 4.2 により Db(cohX2) は Db(cohX3) と
2本のアフィン直線の導来圏に半直交分解する．最後に，X3 は X をアフィン
直線に沿ってブローアップしたのもであるから，Db(cohX3)は Db(cohX)と
アフィン直線の導来圏に半直交分解する．以上をまとめると，Db(coh(Y1/G))
は Db(coh(X)) と 3 枚のアフィン平面，3 本のアフィン直線，そして 1 点の
導来圏に半直交分解する．これは予想 5.1と一致する．

注 6.2. C3/H のクレパント解消として，H-Hilb(C3) の代わりに他の (Gで
保たれる)クレパント解消を取ることも可能である．例えば Y1 として扇

e1 e2

e3

から定まるものを考える．すると，X1 = Y1/G はいきなり (6.1) になるの
で，MMP のステップは少なくなりフリップは不要となる．その代わり，商
スタック [Y1/G]を X1 の根スタックと見る時の因子の一つがアフィン平面の
１点ブローアップになり，そこに点の導来圏が含まれていて，結果としてで
きる半直交分解は上で説明したものの順序を入れ替えたものになっている．

7



6.2 2面体群と Z/2Z の直積
位数 2n の 2面体群 D2n ⊂ O(2) ⊂ GL(2) と Z/2Z = {±1} = O(1) ⊂ GL(1)
の直積

G = D2n × Z/2Z ⊂ O(2)×O(1) ⊂ O(3)

を考える．これは O(3) の中で正 n 角形を保つ元のなす部分群である．こ
の時，

H := G ∩ SL(3,C) = D2n ⊂ SO(3)

であり，n 角形の回転の群 K ∼= Z/nZ が H の指数 2 の部分群として含まれ
ている．ここでは，C3/H のクレパント解消として H-Hilb(C3) の代わりに

Y1 := (H/K)-Hilb(K-Hilb(C3)) → C3/H

を取ると，注 6.2 同様 MMP は簡略化される．実際，

K-Hilb(C3) ∼= K-Hilb(C2)× C

であるが， K-Hilb(C2) は曲面の An−1 型特異点のクレパント解消であり，
H/K ∼= Z/2Z は K-Hilb(C2) には A 型の Dynkin 図形を折り返すように作
用，C には ±1 で作用する．よって，K-Hilb(C3)/(H/K) の特異点 は 2 次
元 A1 特異点とアフィン直線の積の形のものが２つまたは１つであり，Y1 →
K-Hilb(C3)/(H/K) はクレパント解消である．これをさらに G/H で割ると

X1 → K-Hilb(C3)/(G/K) ∼=
(
(K-Hilb(C2)/(H/K)

)
× (C/±1)

という射ができて，X1 は滑らかな右辺をアフィン直線 2本または 1本に沿っ
てブローアップしたものになる．このようにすると，話を本質的に 2 次元の
場合に帰着できて，予想 5.1 を確かめることができる．

6.3 正４面体の対称群

G ⊂ O(3) を正４面体を保つものとする．このときも，部分群 K ⊂ H =
G ∩ SL(3,C) として K ∼= Z/2Z× Z/2Z となるものを取り，

Y1 = H/K-Hilb(K-Hilb(C3))

とおいて，Y1/G → C3/G を

Y1/G → K-Hilb(C3)/(G/K) → C3/G

と分解すると，それぞれの射がアフィン直線についてのブローアップである
ことがわかり，やはり予想 5.1 を確かめることができる．なお，この場合
G ∼= S4 は A3 型 Weyl 群であり，[PVdB19] ですでに示された場合に含まれ
ている．
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6.4 その他の場合

O(3)の部分群 (で O(2)の部分群でないもの)については，残る正８面体と正
２０面体の場合についても，検討中である．ただし，特に後者について，正
20面体群 H は単純群であり，上記のように正規部分群を用いて因子収縮等
を構成することはできないので，適切な計算法を考えることになる．
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