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ニュートン流体である高粘性液体を鉛直下方に流入させて，上面に開口部を有する 2次元矩形容器内に充填
する数値計算を行った．周囲の低粘性気体を同時に計算するため，密度と粘性の異なる 2つの非圧縮性流体に
対する相平均モデルを利用し，これをコロケート格子有限体積法で離散化した．特に，計算セル境界における
粘性係数，密度および流速の平均化手法に考察を加え，ダムブレイク問題を通じてその有効性を確認した．提
案された計算手法を用いて，高さH の矩形容器に幅 dの上部流入口から高粘性液体を充填する問題を計算した
結果，高粘性液体のレイノルズ数ReとH/dの条件により発生する，steady filling, spreading, splashing, buckling
という異なるフローパターンが既往研究と同様に再現されることを示した．
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1. 緒言

高粘性ニュートン流体の流動特性を解明することは，
工学分野における重要な研究課題の一つである．既往の
研究では，高粘性の液体を上方から容器に流し込むと，
液体の積み重なり方が様々に変化すると報告されてお
り，Tomeら1) は，steady filling，spreading，splashing，
bucklingなどの名称を用いてこれらを分類している．そ
の中で，例えば bucklingは流入過程で高粘性の液体が
左右に振動し，気泡を巻き込みながら層状に積み重な
る現象である．このような液体の積み重なり方がどの
ような条件に依存して変化するかを把握することは，高
粘性の液体を隙間なく容器に充填する上で重要となる．

高粘性流体の容器充填に対する数値計算は，これま
でに有限差分法1)，有限要素法2)，粒子法3) 等の様々な
手法に基づいて行われている．一方で，このような問
題をコロケート格子を用いる有限体積法に基づいて計
算する場合，セル境界上での密度や粘性係数，流速を
評価する必要があるが，その方法に関する検討は，著
者の知る限り十分行われているとはいえない．そこで，
本研究では，運動方程式の粘性項や圧力ポアソン方程
式をコロケート格子上で離散化した際に現れる，セル
境界上での密度や粘性係数，流速の評価方法について
検討する．また，上記の評価方法が計算時間や計算結
果に及ぼす影響を確認するために，液体の粘性係数を

様々に変化させた条件でダムブレイク問題を計算する．
さらに，高粘性の液体を矩形容器へ充填させる問題を
計算し，液体のレイノルズ数や流入幅，容器の高さが
液体の積み重なり方に与える影響について，既往の実
験結果や計算結果と比較する．

2. 数値解析手法

(1) 基礎方程式
本研究では，密度と粘性の異なる混ざり合わない非
圧縮性流体である，2流体 Aと Bの挙動を空間に固定
されたコロケート格子上で取り扱う．2流体の界面が計
算セル中に含まれる場合があるため，以下の相平均さ
れた質量保存則，非圧縮条件，運動方程式を利用する4)．

∂ρ

∂t
+

∂(ρuj)

∂xj
= 0 (1)

∂uj

∂xj
= 0 (2)
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ここで，tは時間，xi は 2次元直交座標系の座標成分，
fiは外力の xi方向成分である．また，ρ, p, µは 2流体
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の体積平均密度，圧力および粘性係数，ui は 2流体の
質量平均流速の xi方向成分であり，それぞれ以下のよ
うに与えられる．

ρ = CρA + (1− C)ρB (4)

p = CpA + (1− C)pB (5)

µ = CµA + (1− C)µB (6)

ui =
CρAui,A + (1− C)ρBui,B

CρA + (1− C)ρB
(7)

ここで，下添字A，Bはそれぞれ流体A，Bの変数であ
ることを表す．また，C は，図–1に示すように，計算
セル中に占める流体 Aの体積割合を表す (0 ≤ C ≤ 1)．
なお，式 (1)に示したように，変数の平均化操作を表す
式 (4)，(5)，(6)，(7)が質量保存則に与える影響はなく，
また，式 (2)，(3)に示される非圧縮条件と運動方程式
は，文献4) に示されているような条件を満足していれ
ば，十分に満足される．

図–1 2流体 A, Bと相平均モデル

式 (2)，(4)を用いると，式 (1)は，次の C の保存形
の移流方程式となる．

∂C

∂t
+

∂(Cuj)

∂xj
= 0 (8)

本研究では，基礎式として，式 (1)の代わりに式 (8)を
解くこととした．

(2) 計算手順
本研究で用いた計算手法の手順を図–2に示す．本研

究の計算手法では，まず相平均された基礎方程式 (2)，
(3)をコロケート格子上で有限体積法に基づき離散化し，
非圧縮性流体の解法であるMAC系解法5)を用いて，予
測段階，圧力計算段階，修正段階の計算により体積平均
圧力と質量平均流速を求める．予測段階では，セル中
心における流速の推定値の xi 方向成分 u∗

i をオイラー
陽解法により求める．運動方程式の移流項には５次の
TVDスキーム6) を使用している．
圧力計算段階では，圧力の計算と流速の更新を反復的

に行うことで非圧縮条件の誤差を制御可能なC-HSMAC

図–2 計算手順のフローチャート

法7) を用いる．以下の圧力ポアソン方程式を離散化し，
Bi-CGSTAB法8) を用いて ϕを計算する．

∂

∂xi

(
1

ρn
∂ϕ

∂xi

)
=

1

∆t

∂u∗
i

∂xi
(9)

ここで，ϕは圧力の時間変化であり，pと時間ステップ
nを用いて ϕ = pn+1 − pnと表される．また，∆tは計
算時間刻み幅である．修正段階では圧力計算段階で得
られた圧力を使って，流速の修正が行われるが，修正さ
れた流速が式 (2)の非圧縮条件を高精度に満足すること
は，非物理的な計算誤差 (例えば移流計算で生じるオー
バーシュートやアンダーシュート)を防ぐ意味で重要で
ある9)．
上記の計算後に，THINC/WLIC法10) を用いて C の
移流計算を方向分離して行う．このとき，ある時間ス
テップ nでは以下に示される式 (10)，(11)を解く．
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∆t
+

∂(Cnun
1 )

∂x1
− Cn ∂u

n
1

∂x1
= 0 (10)
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∆t
+

∂(C∗un
2 )

∂x2
− Cn ∂u

n
2

∂x2
= 0 (11)

その次のn+1ステップでは以下に示される式 (12)，(13)
を解く．
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2
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以降のステップでは同様に式 (10)，(11)と式 (12)，(13)
の計算を交互に行う．最後に，移流計算で得られた C

を用いて式 (4)，(6)から密度と粘性係数を更新する．以
上が計算手順の概要である．

(3) 粘性項および圧力ポアソン方程式の離散化
本節では，運動方程式 (3)における粘性項（右辺第２

項）および圧力ポアソン方程式 (9)の離散化手法につい
て，その詳細を述べる．前節で述べたように，本研究に
おいて基礎方程式はコロケート格子上で有限体積法に
基づいて離散化され，各変数は図–3のように配置され
る．なお，以降は計算領域を 2次元と仮定し，x1，x2

をそれぞれ x，yとし，u1，u2をそれぞれ u，vと表記
する．また，図–3において，下添字 I，J は計算セルの
x，y方向のセル番号を表し，E，W，N，S はセル境
界における変数を表す．

図–3 各変数の定義位置

以降では簡単のため運動方程式 (3) の x方向成分の
みを考える．まず，離散化を行う前に式 (2)の非圧縮条
件を用いて運動方程式 (3)の粘性項（右辺第 2項）を以
下のように変形する．
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(14)

本研究ではコロケート格子上で式 (14) の右辺第 1 項，
第 2項および圧力ポアソン方程式 (9)の左辺を離散化す
る必要がある．以下では，簡単のため x方向の離散化
のみを示すが，y方向の離散化についても同様である．
式 (14)の右辺第 1項および圧力ポアソン方程式 (9)の
左辺の x方向成分は，∂/∂x (A∂B/∂x)のように表され

る．なお，Aは µおよび 1/ρ，B は uおよび ϕに対応
し，図–4のように配置される．また，図–3と同様の下
添字を用いており，∆xは x方向の計算セル幅を表す．

図–4 1次元の場合のコロケート格子配置

本研究では，隣接したセルの値を用いるために，セ
ル中心の値だけでなく，AE および AW のようなセル
境界の値も用いて，以下のように ∂/∂x (A∂B/∂x)を離
散化する．

∂

∂x

(
A
∂B

∂x

)

=

(
A
∂B

∂x

)
E

−
(
A
∂B

∂x

)
W

∆x

=
AE(BI+1 −BI)−AW (BI −BI−1)

∆x2
(15)

このような離散化方法を用いて，式 (14)の右辺第 1項
および圧力ポアソン方程式 (9)の左辺の x方向成分を
以下のように離散化する．

1

ρ

∂

∂x

(
µ
∂u

∂x

)
=
µE(uI+1 − uI)− µW (uI − uI−1)

ρI∆x2
(16)

∂

∂x

(
1

ρ

∂ϕ

∂x

)

=

1

ρE
(ϕI+1 − ϕI)−

1

ρW
(ϕI − ϕI−1)

∆x2
(17)

また，式 (14)の右辺第 3項については，セル中心およ
びセル境界の値を用いて以下のように離散化する．

1

ρ

∂µ

∂x

∂u

∂x
=

1

ρI

µE − µW

∆x

uE − uW

∆x
(18)
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(4) セル境界における物性値と流速の評価手法
前節の式 (16)，(17)，(18)で示したように，運動方程

式 (3)の右辺第 2項および圧力ポアソン方程式 (9)の計
算にはセル境界における粘性係数，密度，流速を用い
るため，隣接するセル中心の値を内挿してこれらを計
算する必要がある．このような内挿計算手法に関して
は様々な検討がなされており11),12)，以下では，上記の
ような先行研究を参考にし，粘性係数，密度，流速の
内挿手法について考察を行う．
a) 流速と粘性係数の内挿
図–5に示すような同方向に異なる速度で動く無限平

行平板間における物性値の異なる 2流体の定常流れを
考える．UA，UBはそれぞれ上の板，下の板が x方向に
動く速度である．図–5のように配置された 2つの計算
セルを考え，uA，uB はそれぞれ流体 A側，流体 B側
のセル中心における x方向の流速，µb，ubはそれぞれ
セル境界における粘性係数，x方向の流速を表す．µA，
µB はそれぞれ流体 A，流体 Bの粘性係数である．

図–5 平行平板間における物性値の異なる 2流体の定常流れ

流れが定常で x方向に一様であり，y 方向の流速 V

が 0および x方向の圧力勾配がない場合を考えると，運
動方程式は次のように変形できる．

∂

∂y

(
µ
∂U

∂y

)
= 0 (19)

ここで，U は x方向の流速である．図–5と式 (19)より，
次のように一次近似する．

µb
uA − uB

l
= µA

uA − ub

l

2

= µB
ub − uB

l

2

(20)

式 (20)を整理すると，以下のように ubは粘性係数の重
み付き平均，µb は調和平均の式で与えられる．

ub =
µAuA + µBuB

µA + µB
(21)

µb =
2

µ−1
A + µ−1

B

(22)

なお，本研究では，セル境界に垂直な方向の流速 vbの
内挿方法についても，式 (21)と同様の手法を用いた．
b) 密度の内挿
図–6に示すように，低密度の流体 Aと高密度の流体

Bが x方向に無限に広がって存在し，各流体が静止し
ている状態を考える．先程と同様に図–6のように配置
された 2つの計算セルを考え，pA，pB はそれぞれ流体
A側，流体 B側のセル中心における圧力，ρb，pbはそ
れぞれセル境界における密度，圧力を表す．ρA，ρB は
それぞれ流体 A，流体 Bの密度，g は重力加速度であ
る．また，ρA < ρB である．

図–6 静止した低密度および高密度流体

流体は静止している，すなわち U = V = 0であるた
め，運動方程式は次のように変形できる．

1

ρ

∂P

∂y
= −g (23)

ここで，P は圧力であり，運動方程式において f2 = −g

とした．図–6において重力は空間に一様に働くことか
ら，式 (23)より次のように一次近似する．

1

ρb

pA − pB
l

=
1

ρA

pA − pb
l

2

=
1

ρB

pb − pB
l

2

(24)

式 (24)を整理すると，以下のように ρbは相加平均で与
えられる．

ρb =
ρA + ρB

2
(25)

3. ダムブレイク問題

(1) 計算条件
計算領域は図–7に示すような正方形領域である．初
期状態において流体は全て静止しており，液体領域の幅
Lは 0.146 [m],高さ 2Lは 0.292 [m]であり，重力加速
度 gは 9.80 [m/s2]である．気体の物性値は空気を仮定
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し，密度 ρgは 1.00 [kg/m3],粘性係数 µgは 2.00×10−5

[Pa·s]とした．

図–7 2次元ダムブレイク問題の計算領域

本数値実験では，表–1のように液体の粘性係数 µlを
µl = 8.50 × 10−4，1.00 × 10−2，1.00 × 10−1，1.00，
1.00×101，1.00×102 [Pa·s]と変えて計算を行った．以
下では，これらを順に Case 1，2，3，4，5，6とする．
密度 ρlは全てのケースにおいて 1.00×103 [kg/m3]とし
た．なお，ケース１の計算条件は，越塚ら13) やMartin
& Moyce14) が水を用いて行ったダムブレイクの実験条
件と一致する．さらに，これら 6ケースについて，セ
ル境界での粘性係数 µbを式 (22)で導出したような調和
平均で計算する場合と相加平均で計算する場合の合計
12ケースについて計算を行った．以下では，表–1のよ
うに µbを調和平均で計算する場合を Case 1-aから 6-a，
相加平均で計算する場合を Case 1-bから 6-bと表記す
る．なお，セル境界での流速 ub，vbとセル境界での密
度 ρbについては，式 (21)，(25)で示したように粘性係
数による重み付き平均と相加平均を用いて計算する．

表–1 2次元ダムブレイク問題の計算ケース

µl [Pa·s] µb の内挿手法
Case 1-a 8.50× 10−4 調和平均
Case 1-b 8.50× 10−4 相加平均
Case 2-a 1.00× 10−2 調和平均
Case 2-b 1.00× 10−2 相加平均
Case 3-a 1.00× 10−1 調和平均
Case 3-b 1.00× 10−1 相加平均
Case 4-a 1.00 調和平均
Case 4-b 1.00 相加平均
Case 5-a 1.00× 101 調和平均
Case 5-b 1.00× 101 相加平均
Case 6-a 1.00× 102 調和平均
Case 6-b 1.00× 102 相加平均

計算セル数は 101× 101とした．計算時間刻み幅∆t

は各ケースで粘性係数や µbの計算手法に応じて異なる
値を用いたが，詳細については後述する．流速の推定値
の計算や圧力計算における空間方向の繰り返し演算を
OpenMP15) で並列化して，スレッド並列数は 16とし，
京都大学のスーパーコンピュータシステム (Cray CS400
2820XT, Intel Xeon Broadwell 2.1GHz 18×2/node) を用
いて計算を行った．

(2) 液体のフロント位置の比較
Case 1-a (µl = 8.50 × 10−4 [Pa·s]) と Case 5-a (µl =

10.0 [Pa·s])における液体領域の時間変化の様子を図–8
と図–9に C（液相の体積割合）のコンター図として示
す．図–8と図–9において，青および緑の領域が液体を
示す．また，t∗ は無次元時間であり，t∗ = t

√
2g/Lと

定義される．図–8と図–9から，µlが大きいほど液体フ
ロントの移動速度が遅いことが分かる．

(a) t∗ = 2.32 (b) t∗ = 3.48

図–8 Case 1-aにおける液体領域の時間変化

(a) t∗ = 2.32 (b) t∗ = 3.48

図–9 Case 5-aにおける液体領域の時間変化

次に，図–10に示されるように，液体フロントの x座
標を Z とし，各ケースにおける Z の時間変化を比較し
た．なお，本研究では C = 0.5を気液界面と定義した．
図–11にCase 1-a，実験結果13),14)，既往の計算結果13),16)

の比較を，図–12に Case 1-a，1-bと Case 5-a，5-bの比
較を示す．図–11から分かるように，本手法で得られた
各時刻の液体フロント位置は実験結果とよく一致して
いる．また，図–12から，本計算条件においては µbの計
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算手法が液体フロント位置の時間変化に与える影響は
十分小さいことが分かる．なお，先にも述べたように，
液体フロントの移動速度は粘性係数が大きい Case 5-a，
5-bの方が粘性係数の小さい Case 1-a，1-bよりも遅い
結果となった．ρbの計算手法を調和平均，ub，vbの計
算手法を相加平均に変えた場合でも計算結果に顕著な
差異は見られなかった．

図–10 フロント位置の定義

(3) 粘性係数の計算手法が計算時間に与える影響
各ケースにおいて安定に計算可能な ∆t の最大値

∆tmax を確認し，得られた液相と気相の粘性係数の比
rµと∆tmaxの関係を図–13に示す．ただし，rµ = µl/µg

と定義される．図–13において，黒線は µb を調和平均
で計算する場合 (Case 1-aから 6-a)，赤線は µb を相加
平均で計算する場合 (Case 1-bから 6-b)の結果である．
なお，計算は液体のフロント位置が x = 3.8Lに到達す
るまで行った．
図–13から，rµ が最も小さい 42.5 の場合 (Case 1-a，

1-b)では，µbの計算手法の違いが∆tmaxに与える影響
は小さいが，rµが大きくなるにつれ，µbを調和平均で
計算することで，µbを相加平均で計算する場合よりも
大きな ∆t を設定して計算を行えることが分かる．具
体的には，rµが最も大きい 5.0× 106 の場合 (Case 6-a，
6-b)では，µbを調和平均で計算することで，µbを相加
平均で計算する場合よりも約 100倍大きな∆tを設定で
きる．また，µbを調和平均で計算する場合と相加平均
で計算する場合とで計算時間を比較した結果を図–14に
示す．図–14において，rtは相加平均による計算時間を
調和平均による計算時間で除した値である．なお，各
ケースにおいて，t∗ = 2.32までの計算時間を計測した．
図–14より，rµ = 5.0× 104以上 (Case 4以降)では，µb

を調和平均で計算することで，相加平均で計算する場
合よりも計算時間を短縮できており，その傾向は rµが
大きくなるほどより顕著となった．なお，ρb の計算手

図–11 Case 1-aと先行研究13),14),16) のフロント位置の比較

図–12 Case 1-aと Case 5-a，5-bのフロント位置の比較

法を調和平均，ub，vb の計算手法を相加平均に変えた
場合には，∆tmax や計算時間に変化はなかった．
以下では，µbの計算手法が∆tmaxや計算時間に上記
のような影響を与えた理由を考察する．図–13から分か
るように，rµがある値以下では rµの増加に伴い∆tmax

も増加するが，rµ がある値を超えると ∆tmax は rµ の
増加に伴い減少する．これは，安定に計算可能な時間
刻み幅がクーラン数か拡散数のどちらで制限されてい
るかに対応している．2次元場のクーラン数 Cnと拡散
数Dn を以下のように定義する．

Cn = ∆t

(
|uIJ |
∆x

+
|vIJ |
∆y

)
(26)

Dn = νc,IJ∆t

(
1

∆x2
+

1

∆y2

)
(27)

ここで，νc,IJ は IJ 番目の計算セルにおける動粘性係
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図–13 rµ と ∆tmax の関係

図–14 rµ と rt の関係

数であり，以下のように定義する．

νc,IJ =
1

ρIJ
max{µE , µW , µN , µS , µIJ} (28)

なお，計算領域内の CnとDnの最大値を Cnmおよび
Dnm と表す．
図–12から分かるように，液体フロントの移動速度は

rµの増加に伴い遅くなる．したがって，上記のCnmに
よって∆tmaxが決まる場合，rµが増加すれば流速の最
大値に基づく時間刻み幅の制限が緩和され，∆tmax は
増加する．一方で，rµがある値を超えて∆tmaxがDnm

によって制限される場合，rµ が増加すれば Dnm も大
きくなるため，それに応じて∆tmaxは小さくなる．こ
のように ∆tmax が Dnm によって制限されるようにな
ると，µbを相加平均で計算する場合の∆tmaxは調和平

均で計算する場合のそれと比べて小さくなる．
上記のような µbの計算手法による∆tmaxの違いが生
じる理由を考察するため，図–15に示すように，IJ 番
目の計算セルとそれに隣接する計算セルのうち，I−1J

番目の計算セルのみが液体で満たされ，それ以外は空
気で満たされている状態を考える．気液相の物性値は
Case 6の場合 (µg = 2.00×10−5 [Pa·s]，µl = 100 [Pa·s]，
ρg = 1.00 [kg/m3]，ρl = 1.00 × 103 [kg/m3]) とする
と，µW を µIJ と µI−1J の調和平均で計算する場合に
は µW = 4.00×10−5 [Pa·s]，相加平均で計算する場合に
は µW = 50.0 [Pa·s]となり, µN，µE，µSはいずれもµg

となる．この時，IJ番目の計算セル中心における密度は
ρIJ = ρg であるため，上記のようにして計算された µb

を用いて式 (28)で定義される νc,IJ を計算すると，µbを
調和平均で計算する場合には νc,IJ = 4.00×10−5 [m2/s]，
相加平均で計算する場合には νc,IJ = 50.0 [m2/s] と
なる．なお，気相および液相の動粘性係数はそれぞれ
νg = 2.00 × 10−5 [m2/s]，νl = 0.10 [m2/s]である．本
研究のように µl ≫ µg かつ ρl ≫ ρg となる条件では，
µbを相加平均で計算すると上記のように νcが νg や νl

よりも非常に大きな値を取る場合がある．これが原因
となり，µbを相加平均で計算する場合では µbを調和平
均で計算する場合に比べて小さい∆tを設定する必要が
生じたと推察される．

図–15 I − 1J 番目の計算セルのみが液体で満たされている
状態

4. 高粘性の液体を矩形容器へ充填させる問題

(1) 計算条件
計算領域は図–16に示すように 2次元の正方形領域と
し，縦の長さはH，横の長さはW とする．上記のよう
な計算領域の上面に幅 dの流入領域を設定し，高粘性
の液体を一定流速 Vinで鉛直下向きに流入させた．上面
のうち，流入領域には ∂p/∂y = ρg および ∂u/∂y = 0，
v = −Vinという条件を設定し，流入領域以外には p = 0

および ∂u/∂y = 0，∂v/∂y = 0 の開放条件を設定し，
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上面以外には no-slip壁面条件を設定した．気体の物性
値は空気を仮定し，密度 ρg は 1.00 [kg/m3], 粘性係数
µg は 2.00× 10−5 [Pa·s]とした．

図–16 高粘性の液体を矩形容器へ充填させる問題の計算領域

本数値実験では，既往研究1) に合わせた液体の粘性
係数 µlが µl = 1.0，5.0，10.0 [Pa·s]の条件下で，流入
幅 dを 2.00 × 10−3 [m]から 6.25 × 10−3 [m]，流入流
速 Vinを 0.24 [m/s]から 2.50 [m/s]の範囲で変化させて
複数ケースの計算を行った．なお，液体の密度 ρlは全
てのケースにおいて 1.00 × 103 [kg/m3]とした．また，
レイノルズ数 Reを以下のように定義する．

Re =
Vind

νl
=

Vindρl
µl

(29)

本計算条件における Reの範囲は，0.15 ≤ Re ≤ 25で
ある．
計算セル数は全てのケースにおいて 200 × 200とし

た．また，計算セル数については，セル数を変化させて
検討を行い，現象を再現するのに 200×200で十分であ
ることを確認した．なお，質量保存則が満足されてい
ることも確認した．計算時間刻み幅∆tについては，各
ケースで安定に計算できる最大値を設定した．流速の
推定値の計算や圧力計算における空間方向の繰り返し
演算を OpenMP15)で並列化して，スレッド並列数は 16
または 36とし，京都大学のスーパーコンピュータシス
テム (Cray CS400 2820XT, Intel Xeon Broadwell 2.1GHz
18×2/node)を用いて計算を行った．

(2) 既往研究との比較
本節では，式 (21)，(22)，(25)で示したように，隣接

するセル中心の値から µb を調和平均，ρb を相加平均，
ub，vb を粘性係数の重み付き平均でそれぞれ計算した
場合の結果を示す．Tomeら1)は，高粘性の液体を矩形
容器に充填する際，H/dや Reに応じて液体の積み重
なり方が変化することを実験と計算の両方で確認して
おり，steady filling，spreading，splashing，bucklingな

どの名称を用いてこれらを分類している．本研究でも，
Tomeら1) が用いた H/dおよび Reを設定することで，
液体の積み重なり方の変化について同様の傾向を確認
した．表–2は，本研究で得られた µl および H/d，Re

と液体の積み重なり方の関係を表す．また，表–2に示
した各条件における計算結果を図–17から図–20にCの
コンター図として示す．なお，µl の大きさに応じて液
体の色を変えている．また，以降では全て H とW は
どちらも 5.00× 10−2 [m]である．さらに，t

′ は無次元
時間であり，t

′
= tVin/dと定義される．

表–2 µl および H/d，Reと液体の積み重なり方の関係

µl [Pa·s] H/d Re

steady filling 5.0 12.5 0.80

spreading 1.0 10.0 2.50

splashing 1.0 10.0 25.00

buckling 10.0 16.6 0.15

(a) t
′
= 7.5 (b) t

′
= 18.75

(c) t
′
= 33.7 (d) t

′
= 56.1

図–17 steady fillingの計算結果（µl = 5.0 [Pa·s]，H/d = 12.5，
Re = 0.80）

図–17の steady fillingでは容器に隙間なく液体が充填
されるため，効率よく充填を行う上で理想的な条件とい
える．また，図–18の spreadingでは，充填された液体
表面の凹凸が steady fillingに比べて大きくなっている．
さらに，図–19の splashingでは，Reが大きくなること
で，液体が左右の壁面に衝突した後に壁に沿って這い上
がるような挙動が確認された．steady filling，spreading，
splashingでは，高粘性の液体が容器内へ左右対称に充
填されていくのに対し，図–20の bucklingでは，流入口
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(a) t
′
= 6.0 (b) t

′
= 10.5

(c) t
′
= 16.5 (d) t

′
= 30.0

図–18 spreading の計算結果（µl = 1.0 [Pa·s]，H/d = 10.0，
Re = 2.50）

(a) t
′
= 9.0 (b) t

′
= 15.0

(c) t
′
= 19.5 (d) t

′
= 34.5

図–19 splashing の計算結果（µl = 1.0 [Pa·s]，H/d = 10.0，
Re = 25.00）

から流入した液体が左右に大きく振れながら容器底部
に積み重なっていく様子が確認できる．

Cruickshankら17),18) は，流入した液体が側壁に接触
しないような十分広い領域で実験し，bucklingが発生す
るには，H/d > 10かつRe < 0.56という条件が必要で
あると報告している．そこで，H/dおよび Reを変化
させた各条件で計算を行い，buckling発生の有無をま
とめた結果を図–21に示す．図–21において，Buckling

(a) t
′
= 12.5 (b) t

′
= 32.5

(c) t
′
= 50.0 (d) t

′
= 65.0

(e) t
′
= 87.5 (f) t

′
= 115.0

図–20 bucklingの計算結果（µl = 10.0 [Pa·s]，H/d = 16.6，
Re = 0.15）

pointsは計算で bucklingが発生した場合，Non-buckling
pointsは bucklingが発生しなかった場合を表す．また，
図–21の Exp.(Cruikshank)，Cal.(Tome)はそれぞれ既往
研究17),18),19)の実験結果または 2次元の計算結果に基づ
いて算出した bucklingが発生するか否かの遷移境界を
表す．図–21から，bucklingが発生する際の H/dおよ
びReについて，Tomeら19)による報告と同様の傾向が
本研究でも得られていることが分かる．

(3) セル境界における密度と流速の評価手法が計算結
果に与える影響

前節では，隣接するセル中心の値から µbを調和平均，
ρbを相加平均，ub，vbを粘性係数の重み付き平均でそ
れぞれ計算した場合の結果を示した．本節では，同様
の数値実験を ρb および ub，vb の計算手法を変えて行
い，それぞれが計算結果に与える影響を確認する．
図–22に，ρbを式 (25)で導出したような相加平均で計

算した場合と調和平均で計算した場合の結果を示す．な
お，本計算において µl は 10.0 [Pa·s]，Reは 0.15, H/d

は 16.6 であり，buckling が発生する条件を設定した．
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図–21 H/dおよび Reと buckling発生の有無

図–22 より，ρb に相加平均を用いた場合には buckling
が発生しているが，調和平均を用いた場合には流入口
から流入した液体が最初はある程度左右に振れるもの
の，徐々に振れ幅が小さくなっていき，ある時刻から
は左右対称に充填された．

(a) ρb を相加平均で内挿した場合

(b) ρb を調和平均で内挿した場合

図–22 t
′

= 115.0 における計算結果（µl = 10.0 [Pa·s]，
H/d = 16.6，Re = 0.15）

図–23に，ub，vb を式 (21)で導出したような粘性係
数の重み付き平均で計算した場合と相加平均で計算し
た場合の結果を示す．なお，本計算において µlは 10.0

[Pa·s]，Reは 0.15，H/dは 8.0であり，steady fillingが
発生する条件を設定した．図–23 より，ub，vb を粘性
係数の重み付き平均で計算した場合には時間が経つと，
図–17と同様の steady fillingが発生したが，ub，vbを相
加平均で計算した場合には流入した液体がある時刻を

境に急激に折れ曲がり，計算不能となった．以上，前節
と本節で得られた結果から，高粘性ニュートン流体の
流れを計算する際，µbに調和平均，ρbに相加平均，ub，
vb に粘性係数の重み付き平均をそれぞれ用いることの
有効性を確認した．

(a) ub，vb を粘性係数の重み付き平均で内挿した場合

(b) ub，vb を相加平均で内挿した場合

図–23 t
′
= 7.7における計算結果（µl = 10.0 [Pa·s]，H/d =

8.0，Re = 0.15）

5. 結言

本研究では，高粘性ニュートン流体の容器充填を計
算するための有限体積法について検討した．特に有限
体積法に基づいて基礎方程式を離散化した際に現れる
セル境界における粘性係数，密度，流速の評価方法に
ついて検討した．検討した手法を適用して，ダムブレ
イク問題と高粘性流体を矩形容器へ充填させる問題の
数値計算を行って，既往の計算結果や実験結果と比較
した．得られた結論は以下の通りである．

• 定常の無限平行平板流れを対象に，µbを調和平均，
ρbを相加平均，ubを粘性係数の重み付き平均で計
算することが妥当であると示された．

• 高粘性流体を用いる際，µb を相加平均ではなく，
調和平均で計算すると，より大きな∆tを設定可能
で，大幅に計算を高速化できることを確認した．

• 高粘性の液体を矩形容器へ充填させる問題を計算
し，液体のレイノルズ数や流入幅，容器の高さが
液体の積み重なり方に与える影響について，適切
な内挿手法を利用することで既往の実験結果また
は計算結果を再現できた．
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