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1 序

本稿の内容は東谷章弘氏（大阪大学）との共同研究に基づくものである．

カンドルの概念は元々 Joyce[6]によって結び目理論の文脈から導入された．集合QとQ上の二

項演算＊： QxQ→Qの組(Q,＊）がカンドルとは以下の条件を満たすことである：

(Ql) x * x = x for ¥:/x E Q; 

(Q2) for ¥:/x, y E Q,ヨ！zE Q such that z * y = x; 

(Q3) for ¥:/x,y,z E Q, (x *Y) * z = (x * z) * (y*z). 

上記の3つの公理は結び目理論における Reidemeister変形にそれぞれ対応する．一方でこの公理を

対称空間論の類似としてとらえなおすこともできる．（Q,*)をカンドルとするとき， xEQにおけ

る点対称sx: Q → Qを8x(Y)=Y*Xにより定める．すると (Ql)~(Q3)は以下のように言い直す
ことができる：

(Ql') sx(x) = x for ¥:/x E Q; 

(Q2') for ¥:/x E Q, sのはQ上の全単射写像；

(Q3') Bx o Sy= Ssx(Y) o Bx for "ix, y E Q. 

対称空間は (Ql')~(Q3')を満たすことが知られているので，対称空間はカンドルである (cf.[6]). 

対称空間論の立場からのカンドルの研究も多くあり（例えば[5,7, 9]など），これらの研究では特に

等質カンドルが主な研究対象である．等質カンドルの定義や性質は3節で扱う．

カンドルは特別な二項演算をもつ集合であり，同じ二項演算をもつ群と似た性質もあればそうで

ない場合もある．本稿では，特に群に“近い’'性質をもつ一般化アレキサンダーカンドルについて，

様々な性質を調べた結果を記載する．一般化アレキサンダーカンドルは群GとGの自己同型写像

心の組(G，心）から得られる（定義は3.2節で与える）．一般化アレキサンダーカンドルについての大

きな問題として，問3.3が考えられる．この問いに関して， Higashitani-Kurihara[3]ではGが対

称群enのときnが小さい場合の一部解決を与えた．さらに [3]の後続のHigashitani-Kurihara[4] 
では，条件(Pl),(P2)を導入し，条件(Pl),(P2)を満たす一般化アレキサンダーカンドルのクラス

に対しては，二つのカンドルがカンドル同型であるための必要十分条件を与えることができた．さ

らにこの必要十分条件を用いていくつかの系を得ることができた．

本稿の内容はHigashit皿 i-Kurihara[3, 4]の結果のまとめと，つい最近得られた結果の紹介で

ある．
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2 準備

以降では，カンドルの演算＊の代わりに点対称の記号sを用いて，カンドルを (Q,s)のように表

す．また点対称sを省略して，カンドルを単にQと書くこともある．

2.1 カンドルの記号の準備

(Q,s)と(Q',s'）をカンドルとする．写像f:Q→ Q'が以下の条件を満たすとき， fをカンドル

準同型写像と呼ぶ：

f o Sx = sf(x) of for any x E Q. 

さらにカンドル準同型fが全単射であるとき， fをカンドル同型写像と呼ぶ．もし QとQ'の間
にカンドル同型写像が存在するとき， QとQ'はカンドル同型であるといい， Q 呉quQ'で表す．

Autqu(Q,s)（もしくは単に Autqu(Q))を(Q,s)上のカンドル自己同型写像の集合とし，これを

(Q, s)のカンドル自己同型群と呼ぶカンドルの公理(Q2'),(Q3'）から SxE Autqu(Q)であること

がわかる． lnnqu(Q,s)（もしくは単に lnnqu(Q)）を {sx:x E Q} で生成される Autqu(Q) の音〖分群

とし，これを (Q,s)のカンドル内部自己同型群と呼ぶ．

2.2 群の記号の準備

Gを単位元eをもつ群とする． Autgr(G)をGの自己同型群とする． 2つの群G,G'が同型のと

き， G竺grG'で表す．

g,h E Gに対して，炉＝ hgh―1と書くことにする． g→炉のことを Gのhに関する内部自

己同型といい， lnngr(G)をGの内部自己同型群とする．ゆ EAutgr(G)が外部自己同型写像とは，

ゅ(/_lnngr(G)であることとする．

心EAutgr(G)に対して，

Fix（心，G)= {g E G:心（g)= g} 

とおく．なお， Fix（心，G)はGの部分群であり，特に心が内部自己同型，つまり心＝ （況と書ける

ときには， Fix(（・）丸G)はgの中心化群Ca(g)と一致する．

3 等質カンドル

3.1 等質カンドルとカンドル三つ組

Qをカンドルとする． QにAutqu(Q)が推移的に作用するとき， Qを等質であるという．またもっ

と強い条件として， QにInnqu(Q)が推移的に作用するとき， Qを連結であるという．

定義 3.1([5, Definition 3.1]). Gを群として， KをGの部分群とする．また心 EAutgr(G)とする．

これらがKcFix（心，G)を満たすとき，三つ組(G,K，心）をカンドル：：：：っ組と呼ぶ．

等質カンドル(Q,s)からカンドル三つ組を得ることができる． G= Autqu(Q, s)とし， X € Qを

一つ固定してK= {f E Autqu(Q, s): f(x) = x}とおく．さらに心： G→ Gをf→sxofos;1で

定めると，（G,K,1/;)はカンドル三つ組になる．上記の証明は例えば[5,Proposition 3.3]などを参

考にしていただきたい．
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逆にカンドル三つ組(G,K,い）から以下のようにして等質カンドルを得ることができる： G/K=

{[g]: g E G}をGのKによる左剰余空間を表すことにして， G/K上に点対称を

S[g] ([h]) := [gゆ(g―1h)] ([g],[h]EG/K) 

によって定めるとこれはwell-definedであり，カンドルの公理を満たす．さらにこのカンドル(G/K,s) 

は等質である．上記の証明は例えば[5,Proposition 3.2]などを参考にしていただきたい．今後この

カンドルを Q(G,K，ゆ）で表すことにする．

3.2 一般化アレキサンダーカンドル

前節のKを{e}として取ると，どのようなGと心に対しても，（G,{e}，心）は必ずカンドル三つ

組になる．これから得られる等質カンドルはQ=Gであり，点対称は

s9(h) = g心(g―1h) for any g,h E G 

となる．このカンドルを一般化アレキサンダーカンドルと呼び， Q(G，心）で表す．なおGがアーベ

ル群のとき，アレキサンダーカンドルと呼ばれている．

等質カンドルの研究には，以下の命題から一般化アレキサンダーカンドルを調べることが重要で

あると思われる．

命題 3.2(Higashitani-K. [3]).ゆ，心'EAutgr(G)とし， K=Fix（心，G),K'= Fix（心＇， G)とする．

もし Q(G，ゆ）望quQ(G，ゅ＇）ならば， Q(G,K，ゆ）望quQ(G,K'，ゅ＇）である．

証明は [3]を参考にされたい．

有限群Gに対して， Q(G)をQ(G，心）の同型類の集合とする．つまり，

Q(G) := {Q(G，心） ：ゆ EAutgr(G)｝／竺qu

とする．以下の問題が本稿の主題である．

問題 3.3.与えられた Gに対して， Q(G)を決定せよ．

以下の命題は Q(G)を大雑把に把握するのに役に立つ．

命題 3.4(Higashitani-K. [3]）．心，ゅ'EAutgr(G)は共役とする．つまり心'=T07/JOT―1となる

TE Autgr(G)が存在すると仮定する．このとき， Q(G，ゆ）竺quQ(G，心＇）が成り立つ．

したがって Q(G)はAutgr(G)の共役類の集合と同じになるかということが気になる．しかし，

そうはならない例が存在する． Cnを位数nの巡回群とする． Nelson[8]はアレキサンダーカン

ドルに対してのカンドル同型写像の必要十分条件を与えた．特に Q(Cn)を初等整数論の言葉で

分類した．以下で Q(Cn)について説明する．まずAut(Cn)争grU(Cn)であることが知られてい

る．ただし， U(Cn)= {x E Cn : xis coprime ton}であり， aE U(Cn)に対して， X→axに
よってら上に自己同型が定まる．このaに関するアレキサンダーカンドルを Q(Cn,xa)で表す．

N(n,a) = ~)とおくとき， Q(Cn, xa)竺quQ(Cn, xb)の必要十分条件はN(n,a) = N(n, b) 

かつa三 b(mod N(n, a)）である．つまり， Q(Cn)は完全に特徴づけられている．

例えば， Q(C9,x4)竺quQ(Cg, x7)である．一方で， U(Cn)は可換群だから， U(Cn)の共役類は

U(Cn)自身である．したがって，この例はAutgr(Cn)の共役類と Q(Cn)は一対ーに対応しないこ

とを示している．
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問題 3.3の解決に向けて，等質カンドルや，その中でも Q(G，心）の不変量をいくつか紹介する．

以降群はすべて有限群であることを仮定する．以下では，命題 3.4や [3]に記載しているいくつか

の不変量を少し一般化した形で紹介する．

定理 3.5(cf. Higashitani-K. [3]). G, G'を有限群とし，心 EAut(G)，似 EAut(G'）とし， Q=

Q(G，心）， Q'=Q(G'，討）とする．

(a) TOゆ＝似 OTをみたす群同型写像 T:G→G'が存在するならば， Q弐uQ'が成り立つ．

(b)もし Q弐uQ'ならば以下が成り立つ．

● |Gl=IG'I; 

• ordAut(G)心＝ ordAut(G')似；

● |Fix（心，G)I= I Fix（ゆ’，G')I;

• lnnqu(Q)竺grlnnqu (Q'); 

• Q(G，炉）竺quQ(G'，炉） forany i E Z>o-

[3]では対称群6nに対しての問題 3.3,つまり Q(6n)の分類を主題とした．定理3.5や6n独自

の理論を用いて以下の結果を得た．

定理 3.6.2さn:S 30, n=I=15となる任意の整数nに対して， Q(6砂と Autgr(6n)の共役類集合の
間に一対一対応がある．

なお， n= 15でQ(615)が分類できない理由は型が(9,3りと (9,3, 1りに対応する内部自己同型

写像から得られる一般化アレキサンダーカンドルたちが定理 3.5の不変量だけでは見分けられない

からである．また6n独自の不変量として，とある両側コセットの要素数があるが，これがn> 30 
以上だと計算機でも計算が終わらないため，定理 3.6ではn:S 30の要請をしている．

定理 3.6については， 4節の系 4.4で再度ふれる．

4 単位連結成分P

Gを有限群とし，心 EAutgr(G)を恒等写像でないものとする．また Q=Q(G，心）とする．この

とき， P=P(Q)をlnnqu(Q)による単位元eの軌道とする．つまり，

P={xEG:ヨa1,...,arE G s.t. X = Sa1 0 • ・ ・ 0 Sar(e)} 

とする．ここではPをQの単位連結成分と呼ぶことにする． Pは問題 3.3を解くうえで重要であ

り，［4］では以下の結果を得ることができた．

定理 4.1(Higashitani-K. [4]). Pについて以下が成り立つ．

(a) pはGの正規部分群であり,心|pはP上の自己同型写像である．

(b) Q(P,心|p)はQの部分カンドルになる．

定理 4.2(Higashitani-K. [4]). G, G'をそれぞれ単位元e,e'をもつ有限群とする．ゆ EAutgr(G), 

心'EAutgr(G'）に対して， Q= Q(G，ゆ）， Q'=Q(G'，ゅ＇）とおく．また P= P(Q), P'= P(Q'）と

お<.Q(G，心）竺quQ(G'，心＇）を仮定し， f:Q(G，心） →Q(G'，ゅ＇）を f(e)= e'であるようなカンド
ル同型写像とする（このようなfは必ず存在する）と次が成り立つ．
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(a) !IPはPとP'の間のカンドル同型写像である． したがって P~quP' である．

(b) !IPはPとP'の間の群同型写像である． したがってP竺grp’である．

(c)心’O!IP= !IP Oゆが成り立つ．

系 4.3(Higashitani-K. [4]). Gが有限単純群のとき， Q(G)とAu知(G)の共役類集合の間に一対

一対応がある．

さらに系4.3を用いれば，［3］の主結果（定理 3.6)は一般のnの場合に拡張され，対称群に対し

ての問3.3は完全に解決される．

系 4.4(Higashitani-K. [4]）．任意の 2以上の整数nに対して， Q(6n)とAutgr(6n)の共役類集合

の間に一対一対応がある．

5 条件(Pl)と(P2)

この節では，条件(Pl),(P2)を導入し，この条件をみたす一般化アレキサンダーカンドルについ

て考察する．詳細は [4]にある．

まずは一般化アレキサンダーカンドルのカンドル内部自己同型群の構造を Pを用いて記述する．

以下の命題5.1,5.2は[3]で対称群の場合に示された結果の一般化となっている．

命題 5.1(Higashitani-K. [4]). Q = Q(G，心）に対して， P= P(Q), m = ordAutg,(G)（心）とおく．

このとき，

lnnqu(Q)告rP)<]¢Cm

が成り立つ．ただしこの半直積心は¢:Cm→Autgr(P), i →ゆI~ から定まるものとする．

命題 5.1はBonatto[2]でも本質的に同じ結果が得られていることに注意する．

命題 5.2(Higashitani-K. [4]）．さらに，もし Pの中心が自明ならば，次が成り立つ：

.心|pE lnngr(P)ならば， P)<]¢Cm写grPX Cm; 

.心|p(/. lnngr(P)ならば， P)<]¢Cm芋grPX Cm. 

なお次の命題は [4]では述べていなかったが，定理4.1,4.2を用いれば容易に示せる．

命題 5.3(cf.Andruskiewitsch-Graiia [1], Bonatto [2]). Q = Q(G，心）が連結（つまり P=G)な

らば，

Autqu(Q)弐rG)<]¢C,p(Autgr(G)) 

が成り立っ．ただし Cゅ(Autgr(G))= {f E Autgr(G) : f o心＝ 'IpO f}とし，半直積心は
C,p(Autgr(G))がGに自然に作用するものとする．

次に今回の主結果に用いられる条件(Pl),(P2)について説明をする． P(Q)= Q(P,心|p)は一般

化アレキサンダーカンドルなので， P2:= P(P(Q))を定義することができる． p2に関して以下の

二つの条件を考える．

(Pl)戸はGの正規部分群である．

(P2)戸＝ ｛sp(e) : p E p}が成り立つ．
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注意 5.4.一般的には(Pl),(P2)は成り立たない．さらに(Pl),(P2)は独立な条件であることが以

下の例からわかる． 8元数群Q8上の位数3の自己同型写像心から得られる一般化アレキサンダー

カンドルQ(Qふ心）は，（Pl)は満たさないが，（P2)は満たす．一方で， G'=釣 x釣上の自己同

型写像T1:G’→G'を討(a,b):=(b,a)で定めると，この一般化アレキサンダーカンドルQ(G'，討）
は，（Pl)は満たすが，（P2)は満たさない．

命題 5.5(Higashitani-K. [4]）．一般化アレキサンダーカンドルQ= Q(G,1/J),Q'= Q(G'，討）に対

して，戸＝ P(P(Q)),P'2= P(P(Q')）とおく．このとき， Q弐uQ'ならば次が成り立つ：

(a) p2弐u匹かつp2号rp12; 

(b) Qは(Pl)を満たす←⇒Q'は(Pl)を満たす；

(c) Qは(P2)を満たす←⇒Q'は(P2)を満たす．

つまり戸と (Pl)と(P2)はカンドル不変量である．

例 5.6.アレキサンダーカンドルQ(G，心）は(Pl),(P2)を満たす．

Proof. • (Pl)を満たすことは， Gがアーベル群であることから自明

• sx(e) = x十心(-x+e)= (Ideーゆ）（x)より， p=ldcー心とおくと， sx(e) = p(x)．さらにこ
れより P=Impである．また戸＝ lmp2= {p(p): p E Imp}= {sp(e): p E P}より (P2)

が言える．

ロ

アーベル群以外にも，二面体群から得られる一般化アレキサンダーカンドルは(Pl),(P2)をみた

す．そのほかにも (Pl),(P2)をみたす一般化アレキサンダーカンドルは存在する．

以下が(Pl),(P2)を満たす一般化アレキサンダーカンドルのクラスにおける同値条件であり，本

稿の主結果である．

定理 5.7 (Higashitani-K. [4]）．一般化アレキサンダーカンドルQ= Q(G，ゆ），Q'=Q(G'，似）につ

いて， QとQ'はそれぞれ(Pl),(P2)を満たすと仮定する．このとき Q竺quQ'であることの必要十

分条件は以下の (A),(B), (C)を満たすことである：

(A) IGI = IG'I; 

(B) I Fix（心，G)I= I Fix（ゆ’，G')I;

(C)以下を満たす群同型写像h:P=P(Q)→P'=P(Q'）が存在する；

(C-1) ho叫p=討|P'oh;

(C-2)任意のaEGに対して， h(sa(e))= s~,(e'）を満たす a'E G'が存在する．

証明のアイディア：

• (C-1)により h:P→P'はカンドル同型写像である．

• (A), (B), (C-2)により特別な全単射k:G/P→G'/P'を作り， kxh: G竺 G/PxP→G室
G'/P'X p'がカンドル同型写像であることを示せばよい．
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定理5.7から以下の4つの系が得られる．本稿では証明の細部は割愛する．詳しくは [4]を参照

していただきたい．

系 5.8(Higashitani-K. [4]．これはNelson[8]のTheorem2.1の群論的な解釈）．有限アーベル群

G,G'に対して， Q=Q(G，心），Q'=Q(G'，心')とし， p= Ideー心，p'=Ida, —心＇とおく．このとき

Q弐uQ'であることの必要十分条件は次を満たすことである：

(A') IGI = IG'I; 

(C') ho切Imp＝心’|Imp'ohを満たす群同型写像h:Imp→Imp'が存在する．

Proof. • Fix（心，G)= kerpより (C'）から (B)が従う．

• h(sa(e)) = h(p(a)）より (C'）から (C-2)が従う．

ロ

几を位数2nの二面体群とする．このとき Autgr(Dn)と{(a, b) : a E C}:, b E Cn}が一対ーに対

応することが知られている．以降(a,b)に対応する Dnの自己同型写像を 'Pa,bで表す．

系 5.9(Higashitani-K. [4]). a, a'ECふb,b'E Cnとし， d= gcd(n, 1 -a, b) and d'= gcd(n, 1 -
a', b'）とおく．このとき Q(Dか 'Pa,b)弐uQ(Dn,'Pa',b’)であることの必要十分条件は次を満たすこ
とである：

(B') I Fix（'Pa,b, Dn) I = I Fix('Pa',b', Dn) I; 

(C') d = d'; 

(C-1') a二 a'(mod肌

系 5.10(Higashitani-K. [4]). C2nを位数2nの巡回群とする．このとき任意のaECぷに対して，

Q(C2n, xa)とカンドル同型になる二面体群から得られる一般化アレキサンダーカンドルQ(Dか 'Pa',b')

が存在する．つまり， Q(C2n)C Q(Dn)である．

nを自然数とし，要素数nの一般化アレキサンダーカンドルの同型類を QGAQ(n)で表す．つまり

QcAQ(n) := {Q(G,1/J): IGI =n,ゆEAutgr(G)}/ ~qu 

とする．またq(n):= IQcAQ(n)Iとする． q(n)の決定は問3.3の発展的な問題であるが， nが小さ

い場合はq(n)を決定することができた．

系 5.11(Higashitani-K. [4]). nが15以下のq(n)は下の表の通りである．

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

q(n) 1 1 2 3 4 3 6 9 11 5 10 11 12 7 8 

注意 5.12.n = 16のとき，（P2)をみたさない二つの一般化アレキサンダーカンドルQ(C2X Qふ心），

Q((C4 Xら） ><1C2，ゅ＇）があり，これらの様々なカンドル不変量はすべて一致する（心と心＇の位数

はどちらも 3)．しかし，（P2)をみたさないため， Theorem5.7が適応できず，これらがカンドル

同型かどうか判定できない．一方で最近，大阪大学の修士学生の小坂迅氏によって，これらがカン
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ドル同型であることが示された．証明手法は2つのカンドルの間に具体的なカンドル同型写像を構

成して示したとのことである．また同様に C2x Qsと(C4X C2) ~ C2上の位数6の自己同型群か

ら得られる一般化アレキサンダーカンドルたちも (P2)を滴たさないが，これらの同型も小坂氏に

よって示された． これらの結果から n= 16の場合の分類が完了した．

17 :Snさ23のときは再びTheorem5.7が適応できるため，注意 5.12の結果を適応すればn:S 23 

までの表を得ることができる．
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