
77

Universal decomposition algebras and the 

classification of 2-generated non-primitive axial 

algebras of Jordan type 

東京大学大学院数理科学研究科矢部貴大

Takahiro Yabe 

Graduate School of Mathematical Science, the University of Tokyo 

1 Introduction 

本講究録では、軸代数 (axialalgebra)と呼ばれる可換非結合的代数で Jordan型

と呼ばれるもので、 2元生成、非原始的であるものの分類について述べる。

軸代数とは、幕等元の生成する可換結合的代数の一般化と見る事の出来る代数

であり、 [5]において導入された。軸代数は、積作用が半単純であるような幕等元で

生成される代数であり、結合性の代わりに fusion則と呼ばれる条件で制御される。

具体的には、以下の様に定義される。 IFを体、 F=(S,*）を IFの部分集合SとSxS
から 2sへの写像＊の組とする（この組を fusion則という）。この時、 IF上の可換非

結合的代数M の幕等元aがr軸 (axis)であるとは， a倍作用が対角化可能であり、

M(a,(J）を a倍作用の (J-固有空間とすると M(a,CJ1)M(a四） C④pEu1*u2 M(a, p) 
を満たすことを言い、 M が界軸の集合Aによって生成されるとき M をrー軸代

数という。ここで、軸 aが原始的とは 1ー固有空間が一次元であることをいい、 A

の元が全て原始的なとき軸代数M は原始的という。

軸代数は群と強い関連を持つ分野と考えられており、いくつかの群を統一的に

扱えるのではないかと研究が進められている。現在、軸代数は次のようにして群

と対応させられている。各軸に対して、 fusion則により特徴づけられる次のよう

な自己同型が定義される。まず、 fusion則F =(S,＊)に対し群Gと写像g:S→G
がSの任意の元(J1,(J2について g((J1*(J砂C{g(CJ1)g((J2)｝を満たすとする（この

ようなとき、 rがG-gradingを誘導する、という）。このとき、 Gの指標xと界

軸代数M及びr軸 aに対し M(a,(J）を x(g((J））倍するような写像はM の自己同

型となる。これを宮本自己同型と呼び、その生成する群を宮本群という。この対

応は一般には軸代数の圏から群の圏への関手とはならないが、［1]において宮本群

を少し拡大する事によって軸代数の圏から群の圏への関手が定まることが示され

ている。

Jordan型の軸代数とは、以下の表の様な fusion則に従う軸代数である。 Jordan

型 fusion 則は Z/2Z-grading を誘導し、くナ.!のとき宮本群は 3—互換群と呼ばれ
るクラスに含まれる ([6]）。また、逆に 3—互換群から松尾代数と呼ばれる Jordan
型軸代数を構成出来る。原始的 Jordan型軸代数の分類については、 [6]において
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 ゜Table 1: Jordan型 fusion則

くナ 1 または 2 元生成の時について解決されている。~ = ½の場合の完全な分類
は未解決である。

もう少し複雑な例として、 Majorana型軸代数がある。これは頂点作用素代数

(VOA)に起源を持つ。モンスター VOAと呼ばれる頂点作用素代数いは、

oo 

い＝％i①④vth

i=2 

という gradingと整数で指数づけられた積構造を持ち、最大の散在型有限単純群

であるモンスター群が自己同型群となる。この胄はIsingfusion則と呼ばれる以

下の表の fusion則に従う軸代数となる。この fusion則を一般化した次の fusion則
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がMajorana型 fusion則である。 Isingfusion則に従う原始的軸代数は Majorana
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代数とも呼ばれ、 2元生成なものは [10]や [7]により 9個存在する事が示されてい

る。 2元生成原始的Majorana型軸代数の分類は（ナ nのときは、標数5以外の体

上では [11]で、標数5の体上では [2]で示されており、 (=nヂいの場合も [12]で

示されている。 Majorana 代数の宮本群は 6—互換群となり、現在 6—互換群から軸
代数を構成する研究が盛んに行われている。

本研究ではこれらの先行研究とは異なり非原始的軸代数を考えた。その動機の

ひとつは次のような疑問にある。ある軸代数が相異なる型の軸を持つ事はあり得
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るのだろうか。そのような例は存在し、例えば2元生成 Jordan型軸代数は多く

の場合単位的であり、軸 a に対して 1-a はがの代わりに 1-~ をパラメータに持
つJordan型の軸である。この場合 1-aもまた原始的であるが、多元生成の場合

は一般に 1-aは原始的でない。このような場合を性制限の数にかかわらず一様

に扱いたいと考え非原始的な軸代数の分類を試みた。

2 Main result 

本研究の主結果は以下の定理である。

Theorem 2.1. <I>を{0,1}の部分集合とし、バ(n)を下の表4の様なfusion則と

する。

このとき、 r①(n)軸代数は、巾ヂ {0,1}かつnヂ｝の時以下の表 5、6の 16の
代数のどれかと一致する。．

1 n 

゜゚
① n 

1 ① 1 n 
n n n 0,1 

Table 4: The fusion rule F<I>(TJ) 

原始的なとき、 0*1= 0がM(a,1) = !Faより従う。・

M |A汀1D 2 d 3 恥(a)' RM' 

lA I 1 1 (1,0,0) t-Ell 1 —1 Fil.EBF（か（ij+l)知） EBIFs,withj ~ 0 o, I 

i=El) 0 -1 IF(a.+1 -a,) EBIF(q-(~+1)/lo)EB El)i=1 ［l IF,; 

区 2 2 2 (2,0,0) i=Ell u -1 JF(a,.,-a,)eF(<i-(ry+l)怖） EJJIFs;

oc (1, 1,0) with j = 0 or 1 
1 

2A 2 2 2 (1, 1,0) 9＝① ー1IFa,Cl)IF(i-（9J+1)a,) 

2A 2 2 3 (2, 1,0) i=④ ゚-1 IF(む＋1-ii;)EBIF(q-(~+1)伽）
3C(ry) 3 3 3 (1,1,1) IFs。EllIFs1 Ell F(ij -(&_1十釘＋ilo))

面(ry) 3 3 4 (2, I, I) IFs。EBFs1 
3C%i) 6 4 4 (2, 1, !) IFs, EBIF(q-(&_】＋ al十両）） withi=0or 1 

m (1,2,1) 

3C00切） 6 4 5 (2,2, 1) IF(d-（a_1+a1十約））

討(”) 6 4 5 (3, I,!) IF si with i = 0 or 1 

o, (2,2, 1) 

3̂C OO (n) 6 4 6 (3,2, 1) {O} 

Table 5: T/ヂ｝で一般に定義できる代数
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M |が| D d D,(a) RM 

3C(-1)X 3 2 2 (1, 0, 1) Fs。E1JIFs1 EBIF(ii-1十妬＋伽） EllIFq 

ぬ—l)X 3 3 3 (2, 0, 1) lFso Ell 1's1 E!l lF/j 

3C0(-1)' 6 3 3 (2, 0, 1) lFs9 ElllF(a_1 ＋佑＋ &0)EB lF/j with i ~ 0 or 1 

or (1, 1, 1) 

3C叫ー1)X 6 4 4 (2, 1, 1) IF(ii-1 +ii1＋iio)E!llF{j 

3̂Co {-W 6 4 4 (3, o, 1) JFs, の野 withi~Oorl

or (2,1,1) 

3-C 00 (-1)' 6 4 5 (3, 1, 1) 匹

Table 6:'T/ = -1の時のみ現れる代数

但し、以上の表の記号は次のように定める。

。Acは次を満たす最小の集合である：

► Ac は生成元を全て含む

► Ta(Ac) C Acが全ての aEA吋こついて成り立つ。ここでTaはaの誘導

する宮本準同形である。

o DはSpanAcの次元である。

o dは代数自体の次元である。

o 軸 aにたいし、 De(a)= (dimM(a, 1),dimM(a,0),dimM(a,ry)）とする。

-oo.........  -oo 
さらに、これらの代数全ては代数3C (n)の商となっている。 RMはM 竺 3C (n)IRM 
を満たすイデアルである。

-oo 
ここで、 3C (n)は線形空間

1 1 

IFqパjjIF゜国〶 IFsj
i=-1 j=O 

に以下の様な積を定める事で得られる。

•竹＝（n ＋ 1)蒻

•砿＝（TJ + l)a2 

•釦釦＝ ai

• a直i十1=—抄＋号(ai + ai+1)＋旱ai-1where妬＝ a_1

• a心＝釣＝ 0 

• s凡＝ sjands。釘＝ 0 

以上の結果は、 '’universalobject” を利用する事で証明された。本研究において、

fusion則及び生成元の数を固定すると、非原始的軸代数の圏は次のような対象 M

を持つ事が示された：
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• M はこの圏の始対象である。

• 任意の対象 N に対し、 M から Nへの射で代数の全射準同形になるもの

が存在する。

このような対象の存在が示せれば、その他の対象は全て Mの商としてかける。こ
-oo 

のM を2元生成 Jordan型軸代数に対して計算すると、それは 3C (n)と同型と

なり、よって主結果が示される。
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