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Leech lattice and holomorphic VOA 
宮本雅彦筑波大名瞥教授

(joint work with Ching Hung Lam) 

Abstract :この講演では格子の利川に興味を持っている方々を対象とし、リーチ格子とその自

己同型群が数理物理で現れる禎点代数をも支配するという新しい魅力を紹介します。

1 ランク24の正則正定値偶格子とリーチ格子の最深洞

リーチ格子 Aはランク 24の正則正定値偶格子の中でルート元（長さが v'2の元）を持たな
い唯一のものです。ランク 24の正則正定値偶格子はNiemeier(1973)によって分類されており

（ニイマイヤ格子と呼ばれる）、全部で24種類あり、リーチ格子以外はすべてランク24となる

ルート系を持ち、ルート構造により格子構造も一意的に決まります。さらに、各格子において

は、ルート系の既約成分 (An,Dn, En)のコクスター敷は同一であるという性質を持ち、かつ

そのようなものはすべて現れます。

格子 Lに対して、 f3€股L で L の元との距離 dis(fJ,L)が最大となる点gをLのdeepesthole 

（最深洞）と呼び、 dis(fJ,L)を深さといいます。通常はdeepestholeを単に deepholeと呼んでい

ます。 deepholeは格子の点からの最小距離が最大のものなので、 deepholeを中心に深さを半径

とする球を考えると、隣接する格子の点（以下deepholeに隣接すると言います）の個数は最低で

もランク以上になります。例えば、 L=./'.泣 X✓沈の場合には、正方形の中心が deep holeで、

深さは⑲です。またリーチ格子のdeepholeの深さもv'2です。深さがv'2というのは代数的に
面白い数字で、 Lが偶格子の場合には、 {a-f3I a EL, lla-fJII = v'2}で張られる格子は同じラン
クのルート系を持つ偶格子となります。この事実を利用して、 Sloan-Conway(1982)はニイマイヤ

格子とリーチ格子のdeepholesの同値類との間に一対一の対応を見出しています。この対応が今

日の話の出発点なので少し説明を加えます。利用するのは、内積〈p,q〉=-1,f.:p,p〉=〈q,q〉=0

で与えられるランク2のローレンティアン格子I/1,1= Zp + Zqです。 gをAの原点に隣接す
るdeepholeとします。 0の長さをv'2です。この時、 A④II1,1~ II25,1において、'/]= (f3, 1, 1) 
は長さ0の元 (i.e.isotropic元）となり、 A①II1,1において炉／（応釦nII2s,1)はランク 24の二
イマイヤ格子となり、 (0,1, -1)の像はルート元です。

一方、 LをCoxter数hのニイマイヤ格子とすると、 Lのルート系R(L)はランク 24で、単

純simplelacedルート系（即ち An,Dn,比）の直和です。各成分のWeyl元の和をpで表すと、

p = (p, h, h + 1) E町L①股I11,1はisotropic元となり、それによる直交補格子

,J_/（町nIl2s,1) 

がルートを含まない正則正定値偶格子（即ち、 リーチ格子）となります。しかも、上記の2つ

の対応がお互いの逆対応になります。今日の話では、これと非常に類似した現象がランク24の

強正則頂点代数においても起こっていることを紹介します。



83

2 格子頂点代数と格子における手法

まず重要な事実として、各偶格子から格子頂点代数と呼ばれる非常に面白いものが構成でき

ます。どんなものかと言えば、ピカソの現代絵画のスタイルの 1つと同じものです。ピカソ自

身が自分の絵画の説明で述べているように、 1つのものを色々な側面から眺め、それを 1つの

絵圃として再構成するというものです。今回は、 1つの格子を複数の而から眺め、それらを微

分を持つ代数構造として組み立てます。

第一の側面として、格子 L から決まる内積空閥（股L, 〈•,•〉)を考え、高階微分を別々のものと

表記するために、股Lを係数とする多項式環罠L[t-1]を考えます。さらに可換積を考えるために

股L[t-1]の対称テンソル租代数 S（股L[t-1])を用意します。別の側面として、 Lの加法群構泊

を捉え、それを上の内租空間と区別するために、 twist群環 eL= CDtEL恥elで表示します。 twist

の意味はa,(3ELに対して ea砂＝ （ーl)(a,/3〉e/3匹 を満たすことです。この 2つの側面を合体

させた
見＝ S（町L[t―1])露股eL

が目的の格子頂点代数の外形です。見に次数（またはウエイト wt)を以下のように導入しま

す。群環部分はwt(e')＝号）とし、 S（股L[t-1])での次数は t-1の幕数で与え、それらの和で全

体のウエイトを与えます。ウエイト nの元全体で張られる空間を(VL)nで表します。 VLのウエ

イト 0,1の空間(V叫o,（VLhは直接見て分かるように

(V叫o=（股）1幻°, （V山＝ （立L)t―10 eo+ 〶fEL,<f,f>=2環1 R e£ 

となり、 (Vかには良LとLのルート元全体で張られています。特に、リーチ格子頂点代数VA

の場合には、 (V心＝ （股A)t-1@e0です。

素晴らしい点は、この2つの側面を組み合せたものの中に、それなりに美しい（数理物理的

に意味のある）関係式を満たす無限個の積が同時に導入できるということです。この無限個の

積を持った代数が頂点代数(VertexAlgebra,略して VA)なのです。

頂点代数 Vとは物理学的には2次元共形場理論の代数部分に対応すると言われています。厳

密に定義を述べると長くなるので、今回の話に関係した部分だけを説明します。

(1)まず、 Vはベクトル空間であって、各nEZに対してn-th積と呼ばれる積 (2項演算）を持っ

ています。左からの積を線形変換と見ると，各VEVに対して、無限個の線形変換{v(n):nEZ}

が与えられていることになります。肝心な性質は、すべての v,uEVに対して、十分大きな

n€Z をとると v(n)u= 0であり、局所可換と呼ばれる性質

n,mEZに対して [v(n), u(m)]＝言(:)(v(i)u)(n + m -i) (2.1) 

を満たすことです。それと（他のものに変化を与えない）真空状態 1EVという元を考え

ます。これらだけで後の話はすべて理解できます。特に、ゼロ積v(O)を考えると、 (2.1)は

[v(O),u(m)] = (v(O)u)(m)となるので、（特に [v(O),u(O)] = (v(O)u)(O)) 

v(O)(u(m)w) = [v(O), u(m)]w + u(m)(v(O)w) 
= (v(O)u)(m)w + u(m)(v(O)w) 
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となります。それゆえ、 0積の作用は微分であり、リー代数の表現となっていることが分かり

ます。

(2)次に少し有限条件を加えた頂点作用素代数(VertexOperator Algebra,略して VOA)を

考えます。これは頂点代数Vの中で自然数次数の有限次元斉次空間の匝和分解 V=①nEN恥

（％で次数nの斉次空間を表す）を持ち、 Vo＝股1となるものです。ここで次数と桔との関係

はv,（m)V］こ V9+J-m-1を満たしています。特に、各VEVi_の元に対しては、 v(O)は次数を保

ち、いはゼロ積で有限次元のリー代数となります。しかも、 VE Vi_に対してexp(v(O)）は V

の自己同型となります。これを内部自己同型と呼びます。

(3)原点代数は代数なのでそれの加群というものを考えることができます。特に、自分自身

も加群と見ることができますが、既約加群が白分白身しかないようなものを正則原点代数と呼

びます。例えば、正則格子から構成されたI貞点代数は正則I貞点代数です。 (Dong1993) 

それでは、格子狽点代数の積の説明を少しだけしましょう。積の定義は筒単ではありません

が、ここで使うのは股Lt-1<:;; (VL)iの元の0-th積だけです。股Lt-1の元at-1のゼロ稽を a(O)

で表すと、
a(O)S（町L[t―1])= 0であり a(O)i=〈a,£〉el (2.2) 

です。これでa(O)のVへの作用と自己同型exp(21ria(O)）が決まります。また VL=S（股L[t-1])⑧

恥砂の構成から、格子Lの自己同型 Tを恥砂の自己同型デに拡張（リフト）し、さらに VL

の自己同型デに誘導することができます。これを Tのリフトと呼ぶことにします。 Tのリフト

Tは内部自己同型の違いを無視すると一意的に決まります。

2.1 軌道構成

ここでは格子の変形の瓜点代数版の話をします。 Lを正則偶格子とし、〈a,a〉E2Zを満たす

QL の元 a を取ると、 L+a は加法で L—加群と見ることができます。この時、 La={£ EL I 

〈£,a〉EZ}はLの部分格了であり、 La+aはL+aの中で、偶数の自己内積を持つ元の集まり

です。さらに、これを拡張して新しい偶格子L= La+Zaが構成できます。これと同じような
現象が頂点代数でも起こります。その説明を円滑に行うために、 Lを乗法群砂で考えてみま

す。すると、
g(eり＝ exp(21ri〈a,fi.〉)ee

で定義されるgは群環股eLの自己同型ですし、（股eL)<g>＝恥上です。また、島のウエイト

の定義で使ったwt(eり＝号いで考えてみると、偶敷の自己内積を持つ元fi.EL+aとはskew群

環股eLの加群恥eL+aにおいてe£ が整数ウエイトを持つことに対応しています。これを頭に入

れて、頂点代数の話に移ります。

Vを正則VOAとし、 gを位数nのVの自己同型とします。すると、 gによる固定部分代数

v<g>と (eL+aに対応している） g-twisted加群 T(V)というのが一意的に決まります。頂点

代数の加群の性質として、作用は次数を整数差しか変形しないので、 T(V)は通常の加群では

なく、 v<g>＿加群です。 T(V)はこの加群としてみると、以下の性質(1),(2)を満たすn個の既

約加群T]の直和T(V)= T1①・・・①Tnとなります。ここで

(I)各jに対してTJの元のウエイトは Zを法として一意的に決まり、

(2) wt(Ti) = wt(Vり＋（i-I)/n (mod Z)を満たしています。
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この設定で、さらにTlが整数ウエイトの元を含む場合には、少し強い条件（強頂点代数）の

下で、 v<g>とTl同士の複数回のフージョン積図（テンソル積のようなもの）とを合わせる

と、新しい頂点作用素代数
n-1 

, ＾、
V = Vg ④T1 EB (T1図TりEB・・・④ (Tl図・・・図Tり

が構成できることが知られています。この構成法が軌迅構成と呼ばれるものです。特別な例と

して、格子原点代数 VLを自己同型g= exp(21ria(O)）で軌道構成した場合には、 T(V)= Vi+a 

であり、 V＝杓となります。

2.2 直和とテンソル積

2つの原点代数VとUに対して、ベクトル空間のテンソル積VRUに

(v R u)(n)(v'R u')＝区v(m)v'Ru(n -m -l)u' 
mEZ 

として積を定義すると、 V@Uも頂点代数となります。格子頂点代数の場合には、 VLRVu'::::'

VLEIJL'となっています。

2.3 直交補空間と Commutant

格子Lの部分集合 Sに対して、 Sの直交補格子sJ_=｛tEL|〈£,S〉=0}が定義されます。

この概念も頂点代数に拡張できます。 Vを頂点代数とし、 HこVに対して、

Comm(V,H) = {v EV I u副＝0 \:/uEH,m~O} 

も部分頂点代数となります。

3 ランク（中心電荷）24の強正則頂点作用素代数

ランクcの強正則損点作用素代数Vが存在すると、その指標chv(r)= e-21ric/24 LnEz(dim Vn)e21r,nT 

がSL(2,Z)のモジュラー関数となることから、 Vのランク cが自然数で8の倍数となることが

分かります。ランクが8や16の時には、そのような頂点代数は格子頂点作用素代数だけです。

しかし、ランクが24になったとたんに格子頂点代数ではないものが現れ、現在までに24個の

格子頂点代数と合わせて71種類見つかっています。 M#0でない（非ムーンシャイン型）の

ランク 24の強正則頂点作用素代数は色々な人たちによって構成され、その分類もすでに完成し

ています。しかも、格子の時と同じように、ウエイト 1空間いのリー代数の構造だけでVの構

造が一意的に決まることも確認されています。確認という言葉を使ったのは、これらの証明は

個別毎の証明になっているからです。丁度、格子の分類におけるNiemeierの結果に対応してい

ます。その後、 SvenMollerとNilsR. Scheithauer (2015)により、 M# 0のランク 24の強正

則頂点代数Vから適切な軌道構成を行うとリーチ格子頂点代数％が構成できることが示され

ました。この軌道構成の逆を辿ると、リーチ格子頂点代数見から軌道構成によってランク 24

の非ムーンシャイン型強正則頂点作用素代数がすべて構成できるわけです。当然同じVを作る
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歎の自己同型は複数あるわけですが、その中で良い条件を満たす自己同型を Conway-Sloanの

Holly constructionで使われたdeepholeの名前を取ってgeneralizeddeep holeと名づけました。

彼らの結果に触発されて、 Conway-Sloanが与えたローレンティアン格子のisotropic元を利

用したニイマイヤ格子の棉成法も、頂点作用素代数に対しては、片方だけですが出来ています。

定理(Chigira-Lam-M2022) Vrr,,,でランク 2のローレンティアン格子頂点代数を表します。

Vをランク 24の強正則頂点作用素代数で、 0ヂいが半単純リー代数となるものとします。い

のカルタン代数Hとルート系を決め、 pをいのワイル元とします。この時、 p= (p, 1, < P, p > 
/2) EH①股II1,1はisotropic元となり、 Z=Z}はランク 1の格子です。 ZこH①股II1,1と見

て、島をVRVII1,1の部分代数とみることができます。この時、次の同型が成り立ちます。

Comm(V R Vrr,,,, Vz)/Vz,__, VA 

この構成は Vの内部白己同型g= exp(21rip(O)）による軌道構成と本質的に同じです。しかも、

フュージョン積を使わないので、必要とする条件が少なくて済みます。

3.1 generalized deep holeとリーチ格子の deepholeの関係

％の自己同型は Aの自己同型 T のリフトデと内部自己同型 exp(21ri/3(0))(/3 € （股A)ぐ＞）

の積で掛けます。それでは、上の定理で使われた軌道構成の逆構成を与えるいの自己同型

デexp(21ri/3(0))とはどのようなものでしょうか？これへの解答が今回の我々の主結果(Lam-M

2023)なので説明して行きましょう。まず次の集合

p = {TE O(A) I/3 € （股L)ぐ＞が存在して恥からデexp(/3(O)）軌道構成された V が½ # 0となる正則頂点代数｝
を考えます。最初の結果は、

命題 1 P <:;; {lA, 2A, 2C, 3B, 4C, 5B, 6E, 6G, 7B, 8E, lOF} 

上の共役類表記は Atlasに従っています。右の集合を戸で表すことにします。

この証明の概略を説明します。 Lepowsky(l985)の結果により、 Aの自己同型Tのリフトデに

よる全twist加群の構造は分かります。特に、その最小ウエイト cp(T)はTの巡回表示だけで筋

単に求まります。デに内部自己同型を加えた軌道構成を考えた場合に、いヂ 0となる為には、

Tの任意の幕 Tmに対して、 cp(Tm)= 1-土丁という条件を満たす必要があります。この性質

を満たしているのが、上記の 11共役類だけなのです。

上記のウに対して Harada-Lung(1990)に載っている表を使うと、注目すべき結果を得ます。

命題 2TE Co.Oに対して、 T：良A→記V で射影を表す。この時、 TE'Pに対しては、

同相写像 μ: v£1r(A)→AT 

が存在する。ここで、 N は固定点集合で、£は Tの標準リフトの位数です。
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この同相写像とV7倍を使うと、 Chigira-Lam-Mの証明から、ウのすべての元に対して、適
切なfJが見つかり、 P＝戸です。さらに、次の結果が出てきます。

定理 3V を½ # oとなるランク 24の強正則頂点代数とする。この時、 VAから軌道構成に
よって Vを構成する自己同型g＝臼exp(21rifJ(O)）における fJとして、 μ(fJ)がリーチ格子の

原点に隣接する T—不変 deep holeを取れる。しかも、この逆も成り立つ。

この様に、 MollerとScheithauerがHollyconstructionのdeepholeから名前を取って、自己

同型にgeneralizeddeep holeと名づけたが、なんと実際にリーチ格子 Aの原点に隣接する（自

己同型不変な） deephole から上の同相写像 (I/✓訂音）を通して構成されたものだったのです。

これらの証明においては、桔本的に、これまでの分類結果や構成結果を利用していないこと

も記しておきます。最後に、この構成の応川として、次の間題に答えてみましょう。

質問： Kはリー代数です。ではそのルート格子をリーチ格子の Tー不変なdeepholeの立場
から説明できるでしょうか？

解答 aを原点に隣接する Tー不変な deepholeで、 9＝デexp(2冠μ(a)(O)）による軌道構成

が Vとします。この時、 aはdeepholeなので、 N=Aa+Zaはルートを持つニイマイヤ格

子となり、 T は自然に N の自己同型になります。この時、 Mのルート格子は嘉μ(Nぐ＞）と

同型になります。
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