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Inset games and their strategies 

仲田研登＊

1 導入と準備

組合せゲーム理論は 1930年代の [9][3]などによる必勝戦略の研究から始まったと言ってよいだ
ろう．ゲームの局面の Sprague-Grundyfunction (SG-関数）は，不偏ゲーム (impartialgame) 

と呼ばれるクラスのゲームに対して，その必勝戦略を記述する基本的な関数になっている．本

稿では不偏ゲームのみを扱うので，組合せゲーム理論の目標は（少々大袈裟だが）与えられた
ゲームの SG-関数を計算することだと言えるだろう．

1.1 ゲームの定義

ゲームの定義には様々なバリエーションが考えられるが，本稿では次のように定義する．

定義 1.1.pを集合→を P上の二項関係とする．このとき，組 (P；→）がゲームであると

は，次の条件 (1)(2)を満たすことである：

(l) pの元の無限列 Po,Pl, P2, ・ ・ ・で， Pi→Pi+lとなるものは存在しない

(2) p の元 pに対して， p→ qとなる元 qは有限個しか存在しない

Pの元を局面と呼び， Pの元 p,qが p→ qの関係にあるとき， qは pの次局面であるとい

うことにするまた， t.p(p),t.pp(p):= {qEPlp→ q}をpの次局面集合と呼ぶ条件 (2)よ

り，＃t.p(p)< 00である． t.p(p)= 0 なる局面 pを終局面と呼ぶ．

局面 p=p0EPを 2人ゲームの開始局面として， 2人のプレイヤーが交互に可能な手を

打つ．
Po→P1 (first playerの手），
Pl→p2 (second playerの手），

釦→ p3 (first playerの手），

可能な手は条件(2)から有限通りである．また，条件 (1)からこのような手順（棋譜）は有限回

の後に終局面 Pnにたどり着く位(p砂＝ 0).もし nが奇数 (resp.偶数）ならば first(resp. 

second)プレイヤーが“勝つ”．もしゲーム (P；→）と (Q；→）がグラフとして同型であれば，
ゲーム（P；→）は (Q；→）とゲーム同型であると言う．
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例 1.2(I-heap nim). Nを0を含む自然数の全体とする．＞を通常の順序関係（大なり）とす

れば (N;>）はゲームである．このゲームを I-heapnimと呼ぶ

1.2 SG関数

次に，［9][3]に従って， SG関数を定義する：

定義 1.3．真部分集合 ScNに対して，

mex S := min(N ¥ S) 

とおく．ゲーム (P；→）に対して， SG= SGp: P→ Nを帰納的に

SG(p) = mex {SG(q) Ip→ q} 

で定める条件 (1)から帰納的に定まることに注意する．関数 SGを PのSprague-Grundy関
数と呼ぶ

補足 1.4.より広い定義では，条件 (2)を仮定しないものもある．この場合 SG関数は一般に

順序数を値にとることになる．

例 1.5(I-heap nim). I-heap nim (N;＞）の SG関数は恒等写像である：

SG(x) = x (x EN). 

次に， Sprague-Grudy関数が必勝戦略を与えることを見る．これは次の命題から従う．

命題 1.1([9][3]). SG関数は次を満たす：

(I) SG(p) > 0ならば，ある qE cp(p)に対して， SG(q)=O.

(2) SG(q) = 0ならば，任意の rE cp(q)に対して， SG(r)> 0. 

(3) qが終局面 (cp(q)= 0)のとき， SG(q)= 0. 

補足 1.6.局面 pEPについて，以下の 2条件は同値である：

(I)局面 pにいるプレイヤーは必勝戦略を持つ（勝ち筋がある）．

(2) SG(p) > 0. 

実際 SG(p)> 0なる局面 uにいるプレイヤーは， SG(q)= 0なる局面 qを相手に渡すこと

ができる． SG(q)= 0なる局面 qを渡された相手は，既に終局面にいるか，さもなくば相手

が返してくる手は必ず SG(r)> 0なる局面である．つまりこの手続きを繰り返せば，条件 (I)
から，相手に必ず終局面を渡すことができる．

この命題に基づいて， SG(p)> 0なる局面 pを先手勝ち局面， SG(p)= 0なる局面 pを先
手負け局面と呼ぶ1.

命題 1.1が与える必勝戦略は SGの計算を要求するしかし， SGを定義通りに計算する

のは，終局面までのすべての SG関数の値を必要とし，計算量が膨大になる．つまり，多くの

場合（ひどく一般的なゲーム Pの場合）， SGの計算は非現実的であると言える．一方で，いく

つかのゲームについては SG関数の計算が簡単であることが知られている例えば，

1歴史的には先手負け局面 (SG(p)= 0なる局面 p)を後手勝ち局面（後手必勝局面）と呼ぶことが多いが，こ
の呼称は初学者には分かりにくいと筆者は考えている．
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• Nim 

• Sato-Welter's game 

• turning turtles 

などである．こうして， 「SG関数が（比較的）簡単に計算できるゲームのクラスは何か」とい

う基本的な問題意識にたどり莉＜．

川中宣明氏は，このようなクラスを完全可解ゲームと呼ぶことを提唱し，その中でも具体

的なクラスとして，平明ゲームを定義した [4].

1.3 Nim和など

次に，具体的に SG関数を記述するために用いるニム和などの基本的な演算を導入する．

zで整数の全体を表わす．整数 aEZの二進展開を

a= [a」=［a;];EN =[...,a;,... ，偽，~, a1,叫

のように表わす乞例えば，次のようになる：

11 = 1 + 2 + 0 + 23 + 0 + 0 +.. ・ = [・ ・ ・ 001011], 
-1 = 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + 25 +.. ・ = [・.. 111111], 

-12 = 0 + 0 + 22 + 0 + 24 +炉＋・・・ ＝ ［・・・ 110100].

整数 a=[a;], b = [b;], and c = [c;] in Zに対して，ニム和は次のように定義される：

a④ b = C 

ここで，右辺は繰り上がりなしの和である：

佑十 b;三 c; (mod 2), i EN. 

ニム和は例えば次のように計算される：

3 EB 5 = [.. ・ 00011]④[・ ・ ・ 00101] = [・ ・ ・ 00110] = 6. 

代数系 (Z；EB,0）は
a EB a= 0, (a E Z) 

を満たす可換群をなす．ここで， Nはzの指数 2の部分群をなすことに注意するまた，ーで

通常の加法に関する逆元（マイナス）を表わすことにすれば，

(-l)EBa=-a-1 

2より正確には， zを二進整数環 Z2 の部分環とみて二進展開している したがって，二進位相に閲して

-1=I:~=02i となる．
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となるまた，整数 aEZに対して，

N(a):=aEB(a-l) 

とおき， a,b E Zに対して，

(alb) =N(a① b) 

とおく．［2,ch.13], [8], [10]に従って，次が得られる：

補題 1.2.整数 a,b, c E Zについて，以下が成り立つ：

(1)整数 aが 2t(t EN)の倍数で， 2t+1の倍数でないならば，

N(a) = [..,Q忙-=2t+1 -1. 

(2) N(a) < 0となる必要十分条件は a=0. 

(3)“すべての XEZについて (alx)= (blx)"ならば a=b. 

(4) (alb)=N(a-b). 

(5) (a I b) = (a+ c I b + c) = (a EB c I b EB c). 

(6) c > 0 (resp. c < 0)ならば，

a EB芦(alh)= a-c (resp. a EB言(alh)=a-c),

ここでこ:(Dはニム和についての総和．

1.4 n-heap Nim 

本節の締めくくりに， Nimの SG関数を紹介しておく．

定義 1.7.整数戸 1に対して，直積集合印上の二項関係→を

伍，・・・ ，％） → （Y1, ・ ・ ・ , Y砂 ：⇔ ヨ1iE{l,2,・..,n}s.t.{ 

で定める．こうして定まるゲーム (N叫→）を n-heapnimと呼ぶ

命題 1.3([1]). n-heap nimのSG関数は次で与えられる：

窃＞ Yi j = i 
窃＝ Yi j -f= i 

SG(x) =功〶窃 EB··· EB Xn, (x =（X1, ・ ・ ・, Xn) E印）．
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2 The Sato-Welter Game 

定義 2.1.整数 n;?:1に対して，集合凡を次のように定める：

凡：＝ ｛xこNIlxl = n}. 

x,y E Pnに対して，以下が成り立つとき， X→AYと表わす：

● |xnyl=n-1; • X E  X ¥ y, y E y ¥ X ならば， y< x. 

こうして得られるゲーム (P面→A)をSato-Welter game with n ballsと呼ぶ

Sato-Welter game with n ballsは， n個の玉 (0)を半直線上に配置するすることで視覚的

に翻訳できるこのとき，プレイヤーの手は，玉をより左にある空いている箱に移動させるこ

とに対応する最後の手を行なったプレイヤーが勝ちである．

例 2.2.例えば，局面 X= {3, 5} E凡は，

X = {3, 5} = OI IO ● ● • E P2 

のように表示できる（左端の箱が 0番目であることに注意する）．この局面の次局面としては，

以下のような局面が得られる：

{3, 4} = 

{3, 2} = 

{3, l} = 

{3,0} = 10 

一旦に）
二

゜

{2, 5} = 

゜゜{l, 5} = 

{O, 5} = 10 ゜
〇＿＿

o
補足 2.3.Sato-Welter gameの局面 X EPn 

をbetanumberとみなすことで叫局面をヤン

グ図形とみなすことができる例えば，局面

X = {3, 5} E凡は分割 (4,3)に対応するヤン

グ図形とみなせ，局面 X= {1,3,4,6} E凡は

分割 (3,2, 2, 1)に対応するヤング図形とみな

せる このとき，手は「フックを抜いて詰め

ること」に対応する．

U |uu UI 

鹸 UI

山 IUIIいI

□
三

□補足 2.4.Sato-Welter game P1 of 1 ballは 1-heapnimとゲーム同型である．

3ャング図形の第 1列のフック長を betanumberと呼ぶ
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さて，局面 X= {X1，功，・・・，叫 EPnに対して，

叫x) ：＝ LEl)X, 〶とEl) (］ち）
9<J 

とおく．叫(x)~ 0となることに注意する関数 anは X1,...'Xnに関して対称になっている

ことに注意して，以下，％（x)= O!n(X1, X:2，・・・，％）とも表わすことにする． Sato[8]とWelter
[10]は独立に次を示した：

定理 2.1(Sato [8], and Welter [10]). Sato-Welter game (P叫→A)の SG関数は次で与えら

れる：

SG(x) = O!n(x), XE Pn. 

例 2.5.例えば，局面 X = {3, 5} E凡の SG値 a2(x)は

叫x)= 3 E0 5 E0 (3 I 5) = 5 1= o 

となるしたがって，局面 xは先手勝ち局面である必勝戦略に沿った手は（この場合はただ

一つだが）
{3,5}→A{3,2} 

である．

3 The Turning turtles 

定義 3.1.集合 Poddを次のように定める：

P。dd:= u Pn = u {xこNIlxl = n}. 
n:odd n:odd 

xEPn,yEPmに対して，以下が成り立つとき， X→oYと表わす：

• n = m and x→AY; or • n = m + 2 and xつy.

こうして得られるゲーム (P。dd；→D)をturningturtlesと呼ぶ

(3.1) 

turning turtlesは，カメを半直線上に配置するすることで視覚的に翻訳できる．カメは‘起

きている＇と寝ている＇の 2通りの状態をとることができ，奇数匹のカメが起きているとす

るこのとき，プレイヤーの手は， 2匹のカメを選んで裏返すことに対応する（ただし 2匹の

うち右のカメは起きているカメを選ばなければならない）．最後の手を行なったプレイヤーが

勝ちであるただし，起きているカメと寝ているカメを描き分けるのは大変なので，本稿では

Sato-Welterゲームとの類似で，起きているカメを玉 (0)で，寝ているカメを空いている箱で
表すことにする．

例 3.2.例えば，局面 X= {2, 3, 5} E ~。dd は，

X = {2, 3, 5} = 01011 110 ・ ・ ・ E Podd 
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のように表示できる（左端の箱が 0番目であることに注意する）．この局面の次局面としては，

以下のような局面が得られる：

{2,3,4｝＝□□[Q]◎|Q[IIJ・ ・ ・, {l, 3, 5} = 110 1011 1011 
{2, 3, l} = I 11011011011 I I I・ ・ ・, {O, 3, 5} = OIi 1011 1011 
{2, 3, O} = 1011 11011011 I I I..., {5} = II I II loll 
{2, 1, s} = I 11011011 II 101 I..., {3} = II loll I II 
{2, o, 5} = IOII IIOII II IOI I..., {2} = II 01 II I II 

補足 3.3.turning turtlesの局面 XEPodd を相異分割 (strictpartition)とみなすことで，局

面をシフトヤング図形とみなすことができる例えば，局面 X = {2, 3, 5} E P,。dd は相異分

割 (5,3,2)に対応するシフトヤング図形とみなせ，局面 X= {l, 3, 4, 5, 6} E Poddは相異分割

(6,5,4,3,1)に対応するシフトヤング図形とみなせる．このとき，手は「フックを抜いて詰め

ること」に対応するも

|UI muu  エ［
戸冒

叩 □
(o番と 5番のカメを裏返す（左のカメが寝ている）） （3番と 5番のカメを裏返す（左のカメが起きている））

(5番の玉を 0番の箱に動かすように見える） （3番と 5番の玉を取り除くように見える）

ロ・ロ`

|u ||UI U 

丁
ロ

定理 3.1([1]). turning turltes (P,。dd；→D)のSG関数は次で与えられる：

SG(x) = x1 EB 112④・・・ E0Xn, X = {x1,功，・ ・ ・ , Xn} E P,。dd・

例 3.4.例えば，局面 X = {2, 3, 5} E P,。ddのSG値は，

a(x) = 2 E0 3 E0 5 = 4 =/=〇

となる，したがって，局面 xは先手勝ち局面である必勝戦略に沿った手は（この場合はただ

一つだが）

{2,3,5}→n{2, 3, l}. 

4シフトヤング図形のフックをバーと呼ぶこともある．
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3.1 Turning turtlesのバリエーション

turning turtlesと呼ばれるゲームには，少なくとも以下の 3通りのバリエーションがある．

(1)起きているカメを奇数匹として，一度に裏返すカメを 2匹とするもの

(2)起きているカメを偶数匹として，一度に裏返すカメを 2匹とするもの

(3)起きているカメを任意匹として，一度に裏返すカメを 2匹か 1匹とするもの．

本節で定義したのは (1)であるが，（2）や (3)も（1)と同型であることは簡単に示される．

定義 3.5.集合 Pevenを次のように定める：

Peven := LJ Pn = LJ { X ~ NI lxl = n }, 
n:even n:even 

xEPn,yEPmに対して，以下が成り立つとき， X→evenYと表わす：

• n = m and x→AY; or 

(3.2) 

• n = m + 2 and xつy.

こうして得られるゲーム (Peven;→even)もturningturtlesと呼ぶ

命題 3.2.J : Peven→Poddを

f(｛功，・・・，叫） ＝ ｛且・・・，叫 U{O} 
｛功，•.．，凸｝ ＼ ｛O} 

で定めると， fはゲーム同型．

定義 3.6.集合凡を次のように定める：

PB:= u Pn = u { xごNIlxl = n}. 

~
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(3.3) 

xEPn,yEPmに対して，以下が成り立つとき， X→BYと表わす：

• n = m and x→AY; • n=m+l and xつy;or • n = m +2 and xつy.

こうして得られるゲーム (PB；→B)もturningtu付lesと呼ぶ

命題 3.3.f: PB→Poddを

f({x1, ・ ・ ・, Xn}) = { ~~;功＋ 1，•.．，%＋ 1} n: even 
｛功＋ 1,・ ・ ・, Xn + 1} n : odd 

で定めると， fはゲーム同型．

本稿で 3種 (1)(2)(3)のturningturtlesのうち (1)を採用しているのは，この定義が図形化

の際に整合性が高いからである．
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4 主結果

本節では，この研究の主たる対象である inasetgameを導入し，その SG関数を紹介するま

ず， turningturtles P,。ddが Sato-Wletergameの “patchwork’'として定義されたことに注目
して， insetgameを定義する．

定義 4.1．整数 N~ 2に対して，集合 PN,1を次のように定める：

PN,1 := PN U P1・

このとき局面 xEPn,yEPm(n,mE{l,N}）に対して，手 x→ yを次で定める：

• n = m and x→Ay; or • n = N, m = l and xつy.

こうして定まるゲーム (PN,1；→）を insetgameと呼ぶことにする．

例 4.2.例えば， N=4とすると，局面 X= {1, 2, 4, 5} E P4,1は，

x = {l, 2, 4, 5} = I 1101101 1010 ... E P4,1 

のように表示できる（左端の箱が 0番目であることに注意する）．この局面の次局面としては，

以下のような局面が得られる：

{1,2,4,3}＝| ||0||0||0||OI I ．． {O, 2, 4, 5} = 0 !O 
{1, 2, 4, o} = 1011011011 1101 I {5} = I II I 110 
{l, 2, 3, 5} = I 11011011011 101 {4} = I II !O 
{1, 2, o, s} = 1011011011 11 101 {2} = IO 
{1, o, 4, s} = 1011011 11 110101 {1} = OI 

補匡 4.3.Sato-Weltergameや turningturtlesをヤング図形やシフトヤング図形で表わした

よっに， insetgameも図形で表わせる．この圏形を insetと呼ぶ互局面 X=｛功心2，・・・，Xn}E 

PN」（功く l'/2< ・ ・ ・ < Xn)に対応した insetは次のような Hasse図で定まる図形である：

N-1 
, 1 ,  

XN-(N-1) 

゜
0- 0- 0 

~ - (N -2) 

0- 0- 0 

•n=N の場合 I I I 

゜

0- .. ・- 0 

＇ ， ＇ 
x1 

Xl 

• n = 1の場合 。 。 0 0 

5研究の背景としては話は逆で， insetと呼ばれる図形が先にあり，それをリポン表示したものが上述のもので
ある．
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n=Nの場合の図形の‘右半分＇はヤング図形になっていることに注意する．また， N=2
の場合は高々2行のヤング図形， N = 3の場合は高々3行のシフトヤング図形になっている

(4.1, 4.2節で述べる）．したがって，本質的に新しいのは N~4 の場合である．

ところで， insetというのは R.A. Proctorによって導入された cl-completeposetの15種
類の既約成分の一つに付けられた呼称である [7]:

(1) shapes, (2) shifted shapes, (3) birds, 
(4) insets, (5) tailed insets, (6) banners, (7) nooks, 

(8) swivels, (9) tailed swivels, (10) tagged swivels, (11) swivel shifteds, 
(12) pumps, (13) tailed pumps, (14) near bats, (15) bat. 

ここで， shapes,shifted shapesというのはそれぞれヤング図形，シフトヤング図形のことで

ある．川中の発想は， Sato-Weltergameや turningturtlesといったよく知られた組み合わせ
ゲームの研究対象を， d-completeposetの文脈の中で眺めてみよう，というところにある．そ

の結果について詳細は [4]に譲ることにするが，ここではその記述が図形に基づいているこ

とだけ言及しておこう．一般の d-completeposetに対して「フック」および「フックを抜い

て詰める」の定義については川中の [4]や筆者の [5]を参照されたい
本研究ではリボン表示に注目しているこの点が川中の [4]と異なるところである．旧来

のSato-Weltergameや turningturtlesのSG関数がリボン表示に基づいて記述されている

ことに注目すると，その他の d-completeposetに対しても SG関数がリボン表示の基づいて

計算できるはずだ，と考えるのは自然なことである．

さて，主結果を述べよう：

定理 4.1([6]). inset game (P兄1；→）の SG関数は次で与えられる：

SG(x) ＝ ｛工゚(-1|aN-1(X叫）い（x）n= N X = ｛mlぶ ・・,X,,)EPN,,.

x1 n = l, 

ここで， x(i)= x ¥ {x,｝であり， anしま Sato-Weltergameの SG関数である．

例 4.4.例えば，局面 X= {1, 2, 4, 5} E P4,1のSG値は，

叩 (x)=（ー1|叩 (2,4,5)）④ (-lla3(1,4,5))

④ (-lla3(1,2,5)）EB (-lla3(1,2,4)）釦叫1,2,4,5)

=(-llO)EB（ー117)EB(-lll)EB(-114)① 6= 10. 

したがって，局面 xは先手勝ち局面である必勝戦略に沿った手は（この場合はただ一つだが）

{1,2,4,5}→{O, 1, 4, 5}. 

4.1 Case N = 2 

N = 2の場合の insetは高々2行のヤング図形になる． これを確かめるためには，単射 f:
P3」→凡を

J({x1, x-.i}) = {x1 + 1, X:J + 1}, J({xi}) = {O, x1 + 1}. 
で定めればよいすると，次が得られる：
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命題 4.2.写像 fは P2,1から像 f(P2,1)へのゲーム同型を与える．特に，局面 XEP2,1の SG
値は， a2,1(x)= a2(f(x))を満たす．

後半部分は，直接計算でも以下のように確認できる：

a2,1({x1,X:2}) = (-lla1({xd)) EB (-lla1({X:2})) EBa2({x1,X:2}) 

= (-1 I x1) EB（ー1|必） EBX直窃〶（叫叫

= (o|功＋ 1)引0|功+1)EBX直必〶（功＋ 1| 功＋ 1)

＝ （功＋ 1）叫＋ 1)EB（功＋ 1|必＋ 1)

= 0!2(｛功＋ 1,:IQ+ 1}) = a2(f(｛互叫）），

叩（｛叫） ＝X1 

=0叫＋1）④ （0|功＋ 1)

＝叫{O,功＋ l})＝叫f(｛叫））．

4.2 Case N = 3 

N=3の場合の insetは高々3行のシフトヤング図形になる．ゲームとしては，起きているカ

メが3匹か 1匹の turningturltesになる．これを確かめるためには，単射 f:P3」→ Poddを

f ({x1, x2, X3}) = {x1, X:2, X3}, f ({xi}) = {x』.

で定めればよい．すると次が得られる：

命題 4.3.写像 fは P3,1から像 f(P3,1)へのゲーム同型を与える特に， a3,1(x)= a(f(x)). 
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