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ハミングスキームのモジュラー標準加群について
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1 はじめに

複素数体上では，アソシエーションスキームの隣接代数は半単純であり，主に固有値に

よる特徴付けによる多くの結果が知られている．一方，正標数pの体上で考えた場合，必

ずしもその隣接代数は半単純になるとは限らない．正標数pの体上でアソシエーションス

キームの隣接代数を考える研究が始まったのは， 1990年代に入ってからである． Brouwer

氏 vanEijl氏 Peeters氏は，同じパラメーターを持つ強正則グラフや距離正則グラフな

どの隣接行列を標数pの体上で階数 (pランク）を計算することにより，それらが異なる p

ランクを持つことがあることを指摘した [3,9]．その後，花木氏（信州大）と吉川氏（兵庫

教育大）は，強正則グラフの隣接行列のpランクが，そのグラフの隣接代数のモジュラー表

現からえられる標準加群の直既約直和分解から決定できることを指摘し，標準加群がpラ

ンクよりも組合せ構造に関する情報を含んでいる可能性を示唆した [8]．現状では，アソ

シエーションスキームのモジュラー表現の一般的な性質は，ほとんどわかっていないので，

まずは様々なアソシエーションスキームの構造を明らかにすることを試みている．本稿で

は，ハミングスキームのモジュラー隣接代数とその標準加群の直既約直和分解を考察する．

2 アソシエーションスキーム

ここでは必要なアソシエーションスキームの定義を述べる．詳しくは [2,4]を参照にし

てほしい．
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Xを有限集合とし， SをXxXの空でない部分集合族とする．（x,s)がアソシエー

ションスキームとは次を満たすときをいう．

(1) S := {Ro, R1,．．．，加｝はXxXの分割である；

(2) R。:＝ ｛（x,x) Ix EX}; 

(3)恥：＝ ｛（z,y) I (y,z) E凡｝ ES;

(4)任意の i,j,kE {O,...,d}に対して，ある非負整数的が存在して， Rkの元 (x,y)

の選び方によらずに (x,z) E Ri, (z, y) E凡となる zEXの個数が一定である．

これを兄と表し，交叉数とよぶ

このとき， Xを頂点集合，｛凡｝。:"::i:"::dを隣接関係とよぶ (X,S)の各隣接関係凡から行

と列を Xで添字付けされた隣接行列Aiが定義できる．

凶）xy= {lif (x,y) ERt9 
0 otherwise. 

アソシエーションスキームの定義から

d 

ZS= 〶ZAi
i=O 

は Mx(Z)の部分代数になる． Rを単位的可換環とすると， Mx(R)の R-部分代数

RS=R露 ZSが定義できて，これを R上の (X,S)の隣接代数とよぶ R上の (X,S)

の表現はRSからある次数の全行列環への R代数準同型であるが， RSはMx(R)の部分

代数なので，罪め込み写像が表現であり，これを標準表現とよぶ．対応する（右）RS—加群を

R上 (X,S)の標準加群とよび，基底として Xを取ることができ，これを RXとかく． F

を正標数pの体とし， FSをモジュラー隣接代数， FXをモジュラー標準加群とよぶこと

にする．考えたいことはアソシエーションスキーム (X,S)に対して， FSとFXの構造

である．

3 ハミングスキーム

Qをq個の元からなる有限集合とし， X をQのn個の直積集合とする． X上に距離を

次のように定義する． Xの元X= (x1心2,...，％）と Y= (y1, Y2, ・ ・ ・，珈）に対し，

知（尤，y):= l{i|叩 #Yi}I-
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と定めると，距離の公理を満たしハミング距離とよぶ．ハミング距離を用いて隣接関係を

定義する．

凡＝｛（x,y)EXxXld爪x,y)= i} 

とすると，（X,{RサO<:'.i<:'.n)は全ての隣接行列が対称行列であるアソシエーションスキーム

となる．これをハミングスキームとよび， H(n,q)と表す．

4 ハミングスキームのモジュラー隣接代数

ハミングスキームのモジュラー標準加群の構造を調べるにはモジュラー隣接代数の構造

を理解する必要があるが，吉川氏（兵庫教育大）によって完全に解明されている．

Proposition 1 ([10]). Fを正標数pの体とし， FH(n,q)をH(n,q)から得られる F上

隣接代数とする．

•PI qの場合， FH(n,q)竺 FH(n,p)(as F-algebra), 

•p 位の場合， FH(n,q) は半単純．

このPropositionより半単純でない場合はFH(n,p)を考えれば十分であることがわか

る． H(n,p)の頂点集合の位数はpnであるが，花木氏（信州大）により一般に頂点集合の

位数が素数pべきのアソシエーションスキームは正標数pの体F上にて局所環であるこ

とが証明されている [7]．特に FはFH(n,p)の分解体である．さらに， FH(n,p)につい

ては次の構造を持つことが分かっている．

Proposition 2 ([10]). nくがなる整数rに対して

Br/Iれ~ FH(n,p) (as F-algebra). 

ただし， Brは， F[X1,X2,..., Xrl/(X『,xg,...,Xf)とし， Iれは，重みが定義された単

項式のうち，重みがnより大きい単項式で生成される Brのイデアル．

5 標準加群

一般の正標数pの体F上でH(n,p)の標準加群FXを考えたいが，現在のところ難し

< p = 2の場合で考える．これ以降は， Fを2元体とし，ハミングスキーム H(n,2)を
(X,S)とする.IXI =2nで|SI=n+ 1である．次のような F代数％を考える．

Vn = F[x1, X2,..., Xnl/(xr, x~,..., 叶）．
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また，次の Wnは見の元で変数m，四，．．．，％の添字を入れ替えても不変な元の集合と

する． Wnは％の部分代数で，基本対称式｛ら｝O<:'.i<:'.nで生成される．

Wn = {J(x) E Vnl f冗x)= f（x),T E Sn}= {J（x) E Vnl f（が） ＝f (X), T E Sn}. 

次の定理は浜辺氏（信州大）によって証明された

Theorem 3 ([6]). Fを2元体とし，ハミングスキーム H(n,2)を(X,S)とする．

• FS竺 Wn{as F-algebra), 

• FX竺 Vn{as FS-module). 

単項式順序は次数付き辞書式順序とする．目標は Vnの直既約直和分解であるが，まず，

ある規則に従っていくつかの％の部分加群を構成し，それらから％の直和分解が得ら

れることを示す．最後に，それぞれの直和因子が直既約であることを示す．

6 対称くさり

恥の直和分解を得るために対称くさり分解を用いる [1]．次数付き有限半順序集合とは

階数関数

r :P→ N 

でr(q)= r(p) + 1 (q -< p, p, q E P)が与えられた有限な半順序集合 (P，-<)である．次
数付き有限半順序集合 (P，-<)における対称くさりとはPの元の列 (pi,...,pいで，以下

を渦たす．

(1)各i(< h)に対してPi-< Pi+l, 

(2) h ~ 2についてr(p1)+ r(ph) = r(P), 
(3) h = 1ならば2r(p1)= r(P), 

ただし， r(P)は(P，-<)の階数関数の最大値を表すとする．対称くさりに含まれる元は対

称的でi番目と h-i+l番目の階数関数値の和が最大値と一致する．つまり，

r(pi) + r(Ph-i+l) = r(P) (1 :::; i:::; h). 

途中の階数関数値をスキップせず得られた対称くさりがP全体を重複なく分割できると

き対称くさりの集合を対称くさり分解といい (P，-<)は対称くさり分解可能という．
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7 対称くさり分解

対称くさり分解について，次の定理がわかっている．

Theorem 4 ([5]). n 2 1に対して，べき集合 (P({1,...,n}), c)に階数関数を濃度で定

義した次数付き有限半順序集合は対称くさり分解可能である．

実際，べき集合（P({l,...,n}),c)の対称くさり C= (Pk,・・・,Pn-k)に対して次のよ

うな表が作れる．

口C" II Pk U { n + 1} ・ ・ ・ Pn-k-l Pn-k 

···~ Pn-kU{n+l}. 

C'は一行目と二行目の最後の元からなり， C"は二行目の最後の元を除いた元からなる．

C', C"は(P({l,...,n+ 1}), c)の対称くさりである．特に，帰納法の仮定からこのよう

にして作られた対称くさり達は互いに素である． Cの長さが1の場合も，対称くさりにな

る．対称くさり分解は一意的ではないが，この分解を標準対称くさり分解とよぶ．

また，べき集合 (P({l,...,n}),c)の対称くさり分解では括弧を用いた考え方があり， Vn

の直和分解を考える上で役に立つ．まず， P({1,...,n})の元を特性ベクトルとして考え

る．つまり，各元に含まれる元の成分の座標を 1として他を 0とする n次元ベクトルを対

応させる．次に，このベクトルの各成分について，左から最も近い 0と1の組を括弧にす

る．つまり 0を“('’に 1を“)'’に対応付けする．こうして出来た括弧と 0,1の元について，

最も左にある組になっていない 0を1に，逆に最も右にある 1を0にすることで対称くさ

りに属する元が得られる．更に，括弧の組になっている 0-1ペアの座標をインデックスと

する二項の和を因数とし，組になっていない 1の座標をインデックスとする単項を考え，

それらの積からできる多項式は見の元として考えることができる．見の標準基底として

の単項式から二項因子の積を含む多項式への変換行列は已角行列で特に正則なので，二項

因子の積の多項式たちも Vnの基底になる．

Proposition 5.べき集合 (P({1,...,n}), c)から得られる二項因子の積を含む多項式

はVnの基底となる．
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8 基底

べき集合 (P({l,...,n}),c)の対称くさり分解において，最も長い対称くさりに対応す

る見の基底を新たに構成する． nに対して，£を 2£ -1さn::::;2£+1 -2を瀾たす整数と

し， hをn= 2£ -1 + h (0 ::::; h ::::;ヅ― 1)を満たす整数とする． hc/-0のとき， hを相異
なる 2べきの和で表し，この時現れる 2べきからなる集合を P(h)とする． h=Oの時は

P(h) = 0とする．また， P(h)はP(2e-1)¥P(h)とする． hc/-0のとき， P(h)の部分集

合Lと0さiさ2£ -1に対して，

叩：＝どと砂l L 砂． (1) 

ScP(h) A1E({1,1LI:「s]l}) A廷 ({2:勺g戸）

ただし，正整数の部分集合N に対して，［N]はNに属する元の総和とし，ば）はNのm

元部分集合族とする． h=Oのとき， 0さiさ2£ -1に対して，

Vc,i := L 砂＝ e,. (2) 

AE({l,'，叫1})

とする．このようにして得られた％の元は次のような性質を持つ．

Proposition 6. {1), (2)のようにして得られた見の元について，以下が成り立つ．

• {vぃ｝LCP(h),O翠 2£-1は一次独立

• ej = ~LcP(h) 虹，jー [L],

• VL,i ・ V£1,i'= VLuL',i+i'or 0. 

• {ej}は，｛Vぃ｝に作用する．

• {vL,O ・叫LcP(h),0'.Sj翌—1 は一次独立

この性質をもとに VnのWnー部分加群Uを次のように定義する．

U:= € Fvぃ＝ 〶 FvL,o ・ e1. 

LCP(h),O<:'.i<:'.2Ll LCP(h),O<:'.j<:'.2L1 

これ以外の Vれの元については，｛1,...,n}から相異なる K個の組からなる集合入＝

{(a1ふ），．．．，（ak,bk)｝に対して，二項因子の積を構成する．

ふ：＝IJ(xa1+叫（％ ＋叫...(x咋＋叫
入
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｛互・・・心｝＼uい｛％五｝上で（1),(2)と同様に n':=n -2k = 2£'-1 + h'(0：：：：： 
h'：：：：： 2£'-1)に対して {v訊,}L'CP(h'),O亨 :::;2t'-1とおいて，

u入：＝ ④ F△,>.V （入）L',i' 
L'CP(h'),O<:'.i1<:::2£'-1 

〶 F（△心。．ei).
L'CP(h'),O:<;i:<;2£-1 

このようにして作られた Wn部分加群達について，次の命題が得られる．

Proposition 7. U,｛広｝,Erといは，先に定義した W町部分加群とする．

(u① 7国）nu入＝｛OJ
であるための必要十分条件は

（匠阿）n{ふ｝＝｛OJ
この命題と対称くさり分解を用いて枕の直和分解ができるまず， Uの元は対称くさり

分解における最も長い対称くさりに対応する．次に，それ以外の対称くさり分解における

対称くさりから Proposition5で述べた二項因子の積を含む多項式において Proposition

7を満たすように｛△ァ｝"/Erを取ることで見の直和分解が得られる．

9 例 n=4の場合

ここまでの内容を n=4に対して述べる．べき集合 (P({1,2, 3, 4}), c)の対称くさり分

解は，

C。:＝ ｛0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}}, 

C1 := {{ 4}, {1, 4}, {1, 2, 4}}, 

C2 := {{3}, {1, 3}, {1, 3, 4}}, 

C3 := {{3, 4}}, 

C4 := { {2}, {2, 3}, {2, 3, 4} }, 

C5 := {{2, 4}}. 
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対応する二項因子の積は，

C。r-+{l,x1,x立2心1X匹3心1X四3叩｝，

C1→{（四十四），m（四十四）心1砂（四十四）｝，
C2→{（四十勾），m（四＋勾），X1（四十図）四｝，
C3 r-+ {(x1 + X4)（四＋祁）｝，
C4→ {(x1十四），（X1+四）X3,(x1 +四）X3四｝，

C5→ {(x1十四）（X3十四）｝．

n = 4 = 22 -1 + 1より， P(l)= {1}かつ P(l)= {2}である． uの基底は

v0,o = 1, 

叫1},0= X1＋砂＋xふ

Vc,l = X4, 

Vc,2 = X1四十X1叩＋x四3,

叫l},1,=(x1十四十四）X4,

Vc,3 = (x1四十X立3+x四3)xも

叫1},2= X1X四 3,

V{l},3 = X1四X⑰ 4・

対称くさり Cいらと口に対して，△入：＝ （四十m)，△μ :=（四十X3)，△II:=(x1＋四），

とおき， n1= 4-2 = 21-1+1 = 2より， P(l)= {1} and戸ITT=0である． Proposition

7より， Un｛ふ｝ ＝｛O}なので， 次のいの基底を Uに加える．

（入）
（硲十四）V0,。＝四十四，

（叫＋四）硲＝四（叫＋四），

（知＋四）v腐，0= x1(x3＋四），

(x3 +叩）v闘，1=叫2（祁＋叩）．

再びProposition7より，（U①い）n｛△v} i= {O}であるが，（U①い） n｛△μ} = {O}な
ので (U①広）には砧ではなく，次の的を加える．

（咋＋叫v認＝四十 Xふ

（咋＋祁）v訂＝（四十⑬）四，

（四＋叫噌，0= X1(四十乃），

（四＋叫v閏＝m（四十巧）X4.
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広と見は W4—加群として同型である．一次独立なが個の基底が得られたのでりの

直和分解がわかった：

Vi=U ① U入① Uµ•

10 直既約性

Theorem 8. Uと{U'Y}"/Erは直既約である．

Uについて説明する．各に (1E r)についても同様に証明できる． uの直既約性を証

明するために Endwn(U)が局所環であること，つまり，任意のべき等元 fE Endwn(U) 

が0とiduであることを証明する．これは， Proposition6より，任意のべき等元 fE 

Endwn(U)とLc P(h)に対して，

J(vL,O. ei) = { ~L,O. e,. 

を証明すれば良い．そこで，任意のべき等元 fE Endwn(U)とLc P(h)に対して，

f(vL,O)の一次結合として

f(vL,o)＝ L afv,jv N,o ・ ej 
NCP(h) 

O<::j<::2£-1 

とおく．ただし， aX,,1E F (N c P(h)）とする．実際， Lc P(h)と〇 :Siさ2£ -1に対

して，

f(vL,O ・ら）＝｛:L,O ・ e, 
が成り立つ．このようにして直既約性が証明できる．
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