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1 Introduction 

Hall-Janko group hは散在型単純群の一種である． Cohen([3]）によって J2が作用する 315点
上の幾何が構成され，その後CohenとTits([2])によってその唯一性が証明された．

Theorem 1.1 ([l], p.408)．距離正則グラフrであり， intersectionarrayが{10,8, 8, 2; 1, 1, 4, 5}と
なるものが唯一存在する．そのグラフの点集合は315個であり distance-transitiveである．また，

このグラフの自己同型群はJ2:2である．

本講究録では， J2が作用する Q(Y5)J:: 14次元可換非結合代数Wを構成する．この代数には

315個の特別なidempotentsがあり，これらは前述した距離正則グラフをなしている最終的に，

このidempotentsと対応している involutionsを構成し W にみが作用することを示す．

2 The definition and some notations 

以下，
l＋西 l-西

r:= 
2'  

s := 
2 

とする． wを以下の集合を基底にもつQ(../5)上のベクトル空間とする．

⑱ =｛t, Xo, Xlぶ2ぶ3ぶ4,Yl,Y公y3,y4,z1,z2ぶ3心｝

Definition 2.1 (inner product)．任意のk= 0, 1,2,3,4, i = 1,2,3,4に対し，以下のように内積（・，・）
を勿の元に定義し，それを線形に拡張する．

(t, t) = 1, (xし科）＝3,(ybYi) ＝ （Zi心）＝ 3戸．

また， U,VE妥に対し， U-fc-Vならば(u,v) = 0とする．つまり役は直交基底である．

次にベクトル空間の元同士に積を定義するが，その前に以下の行列を用意する．

K1=［―1 -1 -1 _J氏＝［一l l -l l]約=［-1 1 1 -1]位＝［ー1-1 1 ll 
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その転置行列を穴と書く．以上を用いて Wに積を定義する．
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Definition 2.2 (algebra product)．任意のk,l = 0, l, 2, 3, 4, また任意の i,j = 1, 2, 3, 4に対し以下

のようにクに稜を定義し，それを W に線形に拡張する．

3 
戸＝t,X凶＝ー30ktf, YiYj =—戸的(t-xo),

2 

tXk = Xk, 
，
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3 
叩＝一戸的(t+xo),
2 
3 

xoy; = -;::y;, 
2 

3 
XoZi =—Zi, 
2 

任意のaEV, 

と表記すると，

3 
X;. (y1, Y2, Y3, y4) = -2(z1, z2, Z3, Z4). K;, 

3 
x; ・ (z1, z2, Z3, Z4) = -~(Y1, Y2, Y3, y4) ・ 1K;, 

3 
y; ・ (z1, z2, z3, z4) = -§:r2(x1, x2, x3, x4) ・ D1D;K;. 

また任意のJEQ（西）に対し，

叫a)={ v E Vlav =,lv} 

上の積の定義から

砂＝〈t〉， w (1) ー1=〈xo,x1,x2ぷ3ぶ4〉, W腐＝伽Y2,Y3,Y4,z1,z2ぶ3,Z4〉

となっていることが分かる． つまり

(t) （t) w=W ①W ① 
l -l 

wt) 
112・ 

また，直接計算することにより以下も分かる．

Lemma2.3.任意のv1,v2, v3 EVに対し，

(v1 v2, v3) = (v1, vザ3)

が成り立つ． つまり， この内稜は結合的である．

3
 
Idempotents 

Wの中には特別な315個のidempotentsがある．前述した通り，これらは最終的にはintersection

arrayが{10,8, 8, 2; 1, 1, 4, 5}となる距離正則グラフをなす．

まず，定義より tEVはidempotentである．それに加え，任意のk= 0, 1,2,3,4に対し，

1 1 
¢ :＝ --t土ーXk2 -2 

とおくとこれら 10．個のベクトルはidempotentsになる．実際に

l l l l l l 2 
(tt)2 = （--t士ーXK)＝ -（-t士xび＝一(t士2xk-3t)= -~t士ーXk = tf 

2 2 4 4 2 2 
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となるので¢はidempotentになることが確認できた．

これら 10個のidempotentsを， tと隣接しているidempotents(adjacent idempotents)と呼ぶこと

にする． tと¢の距離は 1ということである． r1 (t)をtと隣接している idempotentsの集合とす

ると，

と表記できる． また，

(t,t)=l, 

となり，

rl(t) ＝ ｛tt, tf, t;，tt, tt} 

ここまでで手に入った 11個のidempotentsの内積を計算すると，

1 1 1 1 1 
(t;，tい＝ （― -t ＋ -Xい― -t+~Xk)=;(-t+ 科| -t+xk) 

2 2 2 2 4 
1 
= -;(1 +3) = 1, 
4 

1 1. 1 1 1 
(t;，ti) ＝ （--t--Xい― -t-~Xk)=-::;-(-t- 玖| -t-Xk) 

2 2 2 2 4 
1 
= -;(1 + 3) = 1 
4 

自分自身との内積は 1になることが分かる．相異なる idempotents同士の内積も，

1 1 1 
(tltf) = Ctl -~t 土ーXk) = -~ 

2 2 2' 
11  11  1 1 1 

(¢ |ti) ＝ （--t+ -Xk | --t--XK） ＝ー・1--• 3 = --
2 2 2 2 4 4 2 
11  11  1 1 1 

(tf ltf,) = (-~t土—叫— -t 土—和） ＝ー・ 1 土ー •O= -
2 2 2 2 4 4 4 

のように計算できる．（ただし k=k')

4
 
Automorphisms and distance 2 

次に，前回の章で定義したtfと隣接している idempotentsを構成する．

to morphismをいくつか構築する．（Vの全単射線形写像fに対し，
そのために Wのau-

吋，吋）＝（v1, v2), (v1vが＝v信

が任意の v1,v2 EVに対してなりたつときfをautomorphismという．）
まずは以下のように行列を定義する．

X。―;［］ ］ :>l >:l Y。―;[―]1 :li1 ]lll 
To=「-i).T+=；(―ll :),T―=；且―l3)

Lemma4.1. 0＋を Wの全単射線形写像とし，役に閲する表現行列〇＋が

＋
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’

 oo
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o
 であるとする． このとき〇＋はautomorphismになる．
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Lemma4.2. 0—を W の全単射線形写像とし，クに関する表現行列 o—が

T
 

、

’

ヽ
1
-
2
 

＝
 ゚

0 0 

o x。
sX。ty。o

‘

’

 xo yo
o
o
 

r
 

であるとする．このとき O―はautomorphismになる．

Lemma 4.3. p E GL(W)を以下のように定義する．

p:xo一x1→ x2一X3→ X4→ xo
(yf yf吋yf平fzf中＝（Yl Y2Y3 Y4 Zl Z2 Z3 Z4)(~A !), 

ヽァ.::..::.で，

，
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である．このときpはautomorphismになり，その位数は5になる．

Lemma4.1-4.3を使うことによって，各k= 0, 1,2,3,4に対し¢と隣接している

idempotentsを構成できる．定義から

0+:t~t;, 0―: t —• ti 

であり，また
l l l l 

t゚土pk=(tす)Pk=(-~t 土ーxo)Pk = -~t士ー楳＝ tf
2 2 v, 2 2 

である．よって，

とおくと

¢t :＝『pk

パ＝tf
となる．以上より， l=0,1,2,3,4に対して，

utl :＝ （庁）cp;,哨：＝（庁）りk

とおくと，これらはそれぞれi;,t-,;と隣接したidempotentsになっている．
これらのidempotentsが，今までで手に入れた 11個のidempotentsと異なっているとは限らな

ぃ．実際に l= 0のときを計算してみると，

咄＝（炉＝（一；t土;xol+,!'=(-~t 土 ;xol+Pk =—ふ—;t+~xol 土抄＋；xol 
l l l l 3 1 
= --（--t+-XK)士ー(-t+-XK)
2 2 2 2 2 2 
1 1 3 1 
= -t--Xk士(-t+-XK)
4 4 4 4 
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となるので

がいえて，

1 1 
uto = t, UkO =—-t+~Xk=t; 

2 2 

l l l l 1 1 1 K l 3 l k 
喝＝（tt戸＝（―-t土ーxo)『pk=(-¾t 土ーxo)パ＝一ー(--t--XoY 土ー(--t+-Xoy

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
l l l l 3 1 
= --（--t--XK)土ー(--t+-XK) 
2 2 2 2 2 2 
1 1 3 1 
= -1+-XK土(--t+-XK)
4 4 4 4 

となるので
1 1 

喝＝ー§;t十ぅXk=t;, VkO=t 

がいえる． l-fc0のときも直接計算すると，各utl，沿たちはt,tfと異なることがわかり，互いに

相異なることも分かる．つまりそれら uか喝と tとの距離は2である． r2(t)をtとの距離が2

である idempotentsの集合とすると，

「2(t)= { Uかvf1I k = 0, 1,2,3,4. l = 1,2,3,4.} 

となり，

Iい(t)I= 5 ・ 4 ・ 2 ・ 2 = so 

であることも分かる．

5 Distance 3 and 4 

同様の議論を繰り返し，喝，uf1と隣接している idempotentsを作り続けることを考える． Vを

そのようにして手に入れたidempotentsの集合とし， Eをidempotentsのペアで，隣接している

ものの集合とする．

Proposition 5.1. r := (V, E)というグラフを考えると以下が成り立つ．

(1) rの直径は4,

(2) 1r3(t)I = 160, 1r4(t)I = 64. 

(3)このグラフの intersectionarrayは{10,8, 8, 2; 1, 1, 4, 5}になる．

したがって， IVI= 1 + 10+80+ 160+64 = 315となる．

また，以上のプロセスで手に入れた 315のidempotentsと対応する involutionsを構成するこ

とができる．

Proposition 5.2.任意のaEVに対し， T（a)を以下のように定義する全単射線形写像とする．

v ifv E vt) ① V~a{ 
T(a) ： V -｛ ＿v ifvE V腐

このときT(a)はinvolutionになる．

任意のa,a'EVに対し，内禎と r(a)r(a)の位数には以下のような関係がある
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aとa'の距離 0 1 2 3 4 

(a, a') 1 -1/2 1/4 -1/8 (1土3Y5)/16 

order of r(a)r(a') 1 2 4 3 5 

G:＝〈T(a)〉aEVという群を考えると，グラフの一意性より Hall-Janko群が作用するということ

が分かる．
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