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1 はじめに

本論文では，非階層型クラスタリングとして，高次元小標本データに対する k-means法を

考える．高次元データに対するクラスタリングについて， Liuet al. (2008)は， ‘‘statistical

significance of clustering(SigClust)"と呼ばれる 2分割タイプのクラスタリングを提案し

た． Ahnet al. (2012)は，高次元における分割型の階層的クラスタリングを提案し，その

漸近的性質を求めた． Huanget al. (2015)は， Liuet al. (2008)による SigClustを，ソフ

卜閾値法によって発展させた． Yataand Aoshima (2010, 2020)は，高次元混合分布におけ

る幾何学的一致性を示し，それをクラスタリングに応用した．幾何学的一致性については，

青嶋・矢田 (2019)も参照のこと． Nakayamaet al. (2021)は，高次元データに対するカー

ネル主成分分析を用いたクラスタリングの漸近的性質を導出した． Borysovet al. (2014) 

は， 2クラスの高次元データに対する階層的クラスタリングの漸近的振舞いを定式化し，そ

の性質を研究した． Egashiraet al. (2023)は， 3クラス以上の高次元データに対する階層

的クラスタリングの漸近的性質を導出した一方で，高次元データに対する非階層型クラス

タリングの理論的な研究が乏しいように思われる．本論文では，裔次元小標本の枠組みに

おける k-means法の漸近的性質を導出する． 2節では， k-means法を導入する． 3節では，
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k-means法の高次元漸近的性質を与える． 4節では，その漸近的性質を数値的に検証する．

2 k-means法

本節では， k-means法を導入する．与えられたデータセット X に対する k-means法は，

事前に設定したクラスター数 k を用いて，以下の最適化問題として定式化を与えることが

できる．

K 

｛乙，…，似｝ ＝ argmin||尤-図|2
C1,…,C ここK i=lヰ Ci

subject to U似 Ci=X, Ci n cj = 0 (i -=J j). 

ただし，豆は Ciに含まれるデータの算術平均とし， II・ IIはユークリッドノルムとする．

k-means法によるクラスタリング結果は，｛C1,…,CK}として与えられる．一般的に，上

記の k-means法の最適化問題は，以下のような初期値に基づくアルゴリズムで局所解を求

める．

k-means法のアルゴリズム：

1. K個の初期値 ci(EX),i=l,…,Kを設定する．
K 

2.与えられた全てのデータ xEXに対して， i= argmin||x-c』ならば XECiとす
j=l 

る．これをすべてのデータで繰り返し，集合 ci,i= 1,…，Kを構成する．

3.各 iで Ciに含まれるデータの算術平均を新たな初期値とみなし，ステップ 2を行い

集合 ci,i= 1,…，K を更新する．このとき，前のステップでの集合と更新した集合

が一致するまで，このステップを繰り返す．

4.ステップ 3で収束した集合 ci,i= 1,…，K を ci,i= 1,…， K とおき，それらを

k-means法の結果とする．

ただし，初期値にクラスタリングの結果が依存することに注意する．

3 k-means法の高次元漸近的性質

独立な d次元の母集団が 2個あると考える． i= 1,2に対して，母集団町は平均に未知

のd次ベクトルμ,，共分散行列に未知の d次正定値対称行列 :Eiをもつと仮定する．母集
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団叩から m個のデータ年1,..．，叫n,を無作為に抽出する．

xi=｛Xil,・・・ ，屯nJ

とおく． i= 1, 2に対して，以下を仮定として考える．

limsup 
llμill2 

く oo, liminf 
tr(~i) 

> 0, 
d→oo d d→oo d 

limsup 
d→OO 

tr（幻
d 

< 00. 

また，△ ＝ ||μl―μ出， Li= Var[llxij -μ『lとおき， i= 1, 2に対して，以下を仮定

する．

(A-i): tr（迂）／ぶ→ 0,d→oo; 

(A-ii): Ldぶ→ O,d→ 00.

母集団に正規分布を仮定したとき， Li=2tr（エりとなるので (A-i)のもと (A-ii)が成り立

つことに注意する． K=2とし， 2節で与えた k-means法のアルゴリズムにおいて以下が

成り立つ．

定理 1.(A-i)と(A-ii)を仮定する．さらに， CiE Xi, i = 1, 2と仮定する．

|tr（切— tr（エ叫 I
limsup く 1
d→OO △ 

のとき， d→00のもと P(C1= X1, C2 = X2)→ 1となる．

(1) 

定理 1より，初期値を適切に選べば，漸近的に確率 1で C1= X1, C2 = X2と分類で

きる．

4 数値シミュレーション

本節では，高次元小標本のもとで， K=2と設定したときの k-means法を数値的に検証

する．母集団mと7r2について，次の分布を考える．

(i) 7r1 :ふ(μ立1),1r2 : Nd(μ2, ~2); 

(ii) X1j -µl は自由度 5 で共分散行列 ~l の d 次元 t 分布， X2j ― µ2 は自由度 5 で共分散

行列江の d次元t分布にそれぞれ従う．

ここで，すべての成分が 1である d次元ベクトルを ld,最初の「d2/3l個の成分が 1,それ

以外が 0である d次元ベクトルを 12;3= (1,..., 1, 0,…,0汀とする．ただし，「xlはx以上
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表 1k-means法における誤分類確率

d (I) (II) (III) (IV) 

16 0.956 0.930 0.949 0.940 

32 0.925 0.908 0.909 0.927 

64 0.807 0.892 0.827 0.928 

128 0.646 0.925 0.687 0.947 

256 0.383 0.967 0.529 0.971 

512 0.235 0.991 0.425 0.989 

1024 0.176 0.999 0.376 0.998 

2048 0.157 1.000 0.358 1.000 

の最小の整数を表す．次の 4つの設定を考える．

(I) (i), μl = ld, μ2 = 0山 :E1=屯 :E2= 1.5屯 (n1，匹） ＝ （8, 7); 

(II) (i), μl = 12;3, μ2 = 0ふ :E1=屯 :E2= 1.5屯 (n1，四） ＝ （8, 7); 

(III) (ii), μ1 = ld, μ2 = 0ふ :E1= ≪I>, :E2 = l.5≪I>, (n1，四） ＝ （8, 7); 

(IV) (ii), μ1 = 12;3, μ2 = 0山 :E1= ≪I>, :E2 = 1.5屯 (n1，四） ＝ （8, 7). 

t土し， ≪I>=B(o.3li-jl113)B, B = diag({0.5 + 1/(d + 1)}112,…，｛0.5+d/(d+l)}叫

とする．ここで， tr（到＝ dとなる．（I)と(III)の場合は（1)を満たすが，（II)と(IV)の

場合は（1)を満たさないことに注意する．次元を d= 2s, s = 4,…,11と設定する．各設定

のもとでデータを発生させ， 2節で与えた k-means法のアルゴリズムを実行のうえ，正しく

分類されているかを確認した．実験を 2000回繰り返し，誤分類確率を纏めたものが表 1で

ある．標準誤差は 0.011以下であることに注意する．

定理 1の（1)を満たす（I)と(III)の場合は誤分類確率が 0に収束し，（1)を満たさない

(II)と(IV)の場合は誤分類率が 0に収束しないことが確認できた特に，（I)と(III)の場

合に， CiE Xi, i = 1, 2として初期値を仮定せずとも誤分類確率が 0に収束することを確認

できた．

5 付録

一般性を失うことなく tr(~1) ：：：： tr(~叫と仮定できる． b1 = 2tr(~2) ＋｛△― |tr（ロリー

tr(~2)1}/2，ふ＝ △＋tr（江）＋tr（瓦）とおく．△＊ ＝△— |tr（江）— tr （~2)1 +2tr(~2) = 
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△ +|tr(~リー tr （~2)1 + 2tr(~1) となることに注意し，（A-i) と（1) のもとで，

li~ inf { b1 -2tr(~2)}/d > 0, li~inf｛ふー b1}/d> 0 
d→oo d→OO 

が成立する．

定理 1の証明．（A-i),(A-ii), (1)を仮定する．以下の事象を定義する．

B = {max llx1i -五||2< min llx1i —叩爪｝，
i,J i,J 

C = {max llx2i_互 ||2< min llx1i -互||2},
i,J i,J 

E1 = {max||五-五||2< b1}, 
i,J 

恥＝｛maxII五—叩附＜ b1},
i,j 

恥＝｛min||五-互||2> b1}. 
i,J 

(2) 

このとき，包括関係E1n E2 n E3 C B n Cが成立する．従って，以下を得ることができる．

P((B n C)りさ P(Ef)+ P(Eり＋ P(E3).

次に，確率 P(Ef),P(E2), P(E3)をそれぞれ評価する．チェビシェフの不等式を用いる

ことで，（2)に基づき，

n1 

P(Ef)::::: L p(||互→1』|2-2tr（幻＞ b1-2tr（叫）
i,j=l(i=jcj) 

＜ 

＜ 

I: P(III五— X』|2 -2tr（叫＞ b1-2tr（:E1)) 
i,J=l(i=fcj) 

ミ Var[||五-五||2]

(b1 -2tr（図）2
i,J=l(i=fcj) 

= O{(L1 + tr（江））／ぶ｝ →0 (d→oo) 

を得る．同様に， P(Ei)→0(d→ oo)を得る．ここで，

llx1i―;I冷j112 =llx1i -μ1 ll2 + llx2j―μ2|ド+||μl―μ2112 -2(x1i -μ1f (x2J―μ2) 

+ 2(µ1 ― µ2汀｛五— µ1- （X2j ― µ2)}

となり， E（||五-互||2)＝ふである．さらに， Var{(xii-μ1汀(X2J―μ叫＝ tr（:E1昆）さ

{tr(:Ei)tr(:E~) }1/2 = o（△り， Var[(μ1―μ2汀{X1i-μl―（X2j―μ2)}] = (μ1―μ2汀(:Eけ
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工砂(μ1―μ2):S△{tr（ヰ）1/2+tr（均）1/2}となることに注意すれば， Var(||X1i-X2j 112) = 

o（凶）を得る．よって，

n1 n2 

P(E3)さととP(lllx1i→ 2』|2_ふ|＞ふー b1)
i=l j=l 

= 0(Var塁”*1̀：:1||2)）→0 (d→oo) 

となる．以上より， P((Bn C)）→ 1 (d→ oo)を得る．これは， CiE Xi, i = 1, 2であれ

ば，ステップ 2で漸近的に確率 1でC1=X1,C2=X2となることを意味する．

各 iで元i= L如％加とおく．さらに，ふ＝ △＋tr（:E1)/n1 + tr(:E叫／四とおく．

次に，任意の X1E X1と四 EX2に対して，以下の事象を定義する．

B =｛||X1-面 ||2<||X1-西 ||2},

6 = {llx2-面 ||2< llx2-X1112}, 

凡＝｛1|X1-面 ||2< b叶，

尼＝｛1|X2-恥 ||2く妬｝，

島＝｛1|叩ー元出＞妬｝，

広＝｛1|四ー歪叶12>妬｝．

ただし， b2= (n1 -l)tr（:E1)/n1+ふ／2,妬＝ （匹一 l)tr（ロサ／匹＋△＊／2とする．このと

き，包括関係凡 n島 n島 nE4c Encが成立する．従って，以下を得ることができる．

P((Bnct)~P(E「)＋ P(Eり＋ P(E3) + P(Eり．

次に，確率 P（駅）， P（写）， P（窟）， P（炭）をそれぞれ評価する．チェビシェフの不等式を

用いることで，

P（芦）＝ P(I|X1-両 ||2-(n1 -l)tr（江）／閉＞ b2-(n1 -l)tr（:E1)/n1) 

さ;P(llla打一 i訂112-(n1 -l)tr(:E1)/n叶＞ △＊/2) 

= O{(L1 + tr（江））／ぷ｝ → 0 (d→ oo) 

を得る．同様に， P（勾） → 0 (d→ oo)を得る．ここで， Var(||尤li―尤2』|2)= 0（ぶ）と同

様に Var(||X1-正 ||2)= 0（ぶ）となることを注意すれば，

P（尽） ~p(|||尤 1 -西||2_（△＋tr（:E1) + tr(正)/四)|＞ふ／2)

= 0(Var(||允人；鱈））→0 (d→oo) 
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を得る．また， P（腐） → 0 (d→ oo)を得る．以上より， P((Bn 6)）→ l (d→ oo) 

を得る．これは， Ci =― a:・ i = 1,2としてもステップ 2の結果が漸近的に確率 1で

C1 =Xぃ←＝ふとなることを意味する．よって，定理 1を示すことができる． ロ
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