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1 はじめに

統計理論と統計モデルの幾何学的性質には深い関係があることが情報幾何学によって明

かされてきた [5]．例えば，漸近理論において高次の誤差項が曲率に依存することなどが良

く知られている [4]．また， Bayes統計学においても，幾何学的性質に甚づいた無情報事前

分布の提案等が行われている [18]．これらの結果を支える幾何学的構造は， Fisher情報行

列から定義される Riemann計量 (Fisher計量）と，アファイン接続の 1パラメータ族 (a

接続）である．

しかし，上記の議論は正則条件を満たすような統計モデルを前提としており，そうでな

い統計モデルの取り扱いが課題の一つとなっているよく知られる非正則モデルとして，

片側切断指数型分布族 (oTEF)と呼ばれる統計モデルが挙げられる [6,1]．このモデルの

分布は指数型分布族に近い密度関数を持つ一方，その密度のサポートはパラメータに依

存しており，正則条件は満たさない．情報幾何学における oTEFの扱いは少なく， Pareto

分布族を対象として，形式的な幾何構造を入れたものが多かった [14,17, 16]．そのため，

幾何構造と統計理論との関係性は不明瞭であった．最近， Yoshiokaand Tanaka [19]は

oTEFに幾何構造を入れ， a=lでの a平行事前分布の存在を示した。しかし， a接続の

定義は形式的なままであった
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本稿では， oTEFに幾何学的構造を入れた下で曲率に関する 2つの性質を導く．一部

にYoshiokaand Tanaka [19]の概説を含む．幾何学的構造を入れる際には，正則モデル

のFisher計量． a接続を拡張し， oTEF上の Riemann計量とアファイン接続を定める．

Riemann計量は oTEFの最尤推定量の漸近的振る舞いをもとに定議する．一方，アファ

イン接続は，等積接続という観点から a接続を拡張したもの (/3接続）を用いる．この幾

何学的構造の下で， oTEFが (3=1でアファイン座標系を持つこと，及びサブモデルに制

限した際に /3=0でスカラ一定曲率になることを示す．

2 準備：正則モデルの情報幾何

非正則モデルを扱うための前準備として，この節では正則モデルの情報幾何で用いられ

る幾何学的構造を紹介する．詳細は Amari[4]や Amariand Nagaoka [5]等を参照せよ．

その後 Bayes統計学への応用として， a平行事前分布 [18]を紹介する．

2.1 統計モデル多様体

n個の実数 0= （O¥…， 0門でパラメータ付けされた，標本空間 x上の確率分布 P。

の族

ァ＝｛P。： 0 € e} 

を考える．ここで， 0 は民n の（連結な）開集合である．このような確率分布族アを， n

次元パラメトリック統計モデルと呼び， n次元多様体として扱う．また，分布 P。は（ル

ベーグ測度に関する）確率密度関数p(x,0)を持つとし，その対数を l(x,0) = logp(x, 0) 

と表記する．

情報幾何学では，統計モデルに対して次の正則条件を仮定する．

定義 2.1（正則条件 [4]).

パラメトリック統計モデル少に課される以下の条件を正則条件と呼ぶ．

1.確率密度関数 (x,0)は， xの関数として 0によらないサポートをもつ．
8 

2.以降で扱う関数に対して，偏微分ー＿とルベーグ測度による積分は交換可能で
B0i 

ある．

3.任意の 0において，

8 
． 

80i 
l(x, 0) (i = 1, 2,…,n) 
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はxの関数として線型独立である．
8 

4. —l(x, 0)の任意の次数のモーメントが存在する．
80i ． 

正則条件を満たす統計モデルを正則モデルと呼ぶ．以降この節では正則モデルのみ取

り扱う．

次に，統計モデルで重要な幾何量である Fisher計量を紹介する． Fisher計量とは，

Fisher情報行列をもとに定義される Riemann計量である．

定義 2.2(Fisher計量 [4]).

Fisher計量とは，第 i,j成分 (i,j=l,…， n)を

gり(O)＝島［叩(X,0)叩(X,0)] (0 Ee, X ~ Pe) 

とする正定値行列 (gf;)によって定まる Riemann計量である．

接ベクトル A=Ai仇 B=B屯iE T。アの Fisher計量は

〈A,B〉=E0[Al(X, 0)Bl(X, 0)] 

となる．

また，情報幾何学では， a接続と呼ばれるアファイン接続の族を用いる．

定義 2.3(a接続 [4]).

統計モデルァの a接続とは，接続係数

(a) 1 -a  
r'ij,k(0) = E [8，叩叩l+―E ［叩叩叩］

2 

(a E尺， i,j,k=l,…，n)

． 

によって定まるアファイン接続の，パラメータ a E 政に関する族である． ここで，

l = l(X, 0)と省略した ・
(a) 

a接続に対応する共変微分を▽と書く．

a接続係数は， Fisher計量に基づく Levi-Civita接続係数 rgと3次テンソル Tijk= 

E ［叩叩叩］を用いて

凡，k(0)＝「い(0)一号い(0)

と表せる．この表現により， 0接続，つまり a=Oのa接続は Levi-Civita接続に対応し

ていると分かるなお， Levi-Civita接続とは Riernrnan計量から定められるアファイン接
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続であり，接続係数は

閃，k= 8iぃ＋む恥— 8k9ij

と表現できる．［13].

2.2 体積要素と a平行事前分布

情報幾何学の Bayes統計学への貢献の一つに， a平行事前分布という無情報事前分布が

ある．

パラメータ空間 E C艮れ上の事前分布 T は，情報幾何学において，統計モデル多様体

J-.の体積要素と同一視される．例えば， Jeffreys事前分布 [12]元T<X v'de汀戸可に対応す

る体積要素 WJは，局所座標系を用いて

WJ=~d01 八…八 d0n

と表現される．そして，体積要素 WJは0平行という幾何的特徴をもっている．

Takeuchi and Amari [18]は0平行な体積要素を a平行な体積要素へと拡張し， a平行

事前分布を提案した． Jeffreys事前分布と同様に， a平行事前分布もパラメータ変換に対

する不変性をもつ．

この節では，正則モデルにおける a平行事前分布とその存在性に関わる定理を簡単に紹

介する．

まず， a平行事前分布を定義するために必要な微分幾何学の概念を述べる．

定義 2.4（等積接続 [21]).

アを n次元多様体とし，▽をァ上の捩れの無いアファイン接続とする．

1のいたるところで

▽w=O 

となる体積要素 wが存在するとき，▽を（局所）等積接続 (equiaffineconnection)という

（または等積的という）．また，そのような W を▽について平行な体積要素という． ■ 

Riemann多様体の場合， Levi-Civita接続が等積接続の一種となる．

アファイン接続▽が等積接続となるための必要十分条件は，曲率によって記述され

る．ここで，▽による Riemann曲率テンソルを

Riiヽ＝ airjばー ojrikl+ rirnlrj□-rjrnlいご (i,j,k,l=l,…，n) 
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と定めるまた， Ricci曲率テンソルを Ricciijと表記する．

アファイン接続を持つ一般の多様体に対して，次の命題が成立する．

命題 2.5（野水 and佐々木 [21]).

アを多様体とし，▽をア上の捩れの無いアファイン接続とする．

このとき，次の三つは同値である．

1.▽は（局所）等積接続である

2. p上で Riiげ＝ 0 (i,j = 1,…， n)が成立する．

3. p上で Ricciij=Ricciji (i,j = 1,…， n)が成立する．

．
 

さて，統計モデルァの場合に話を戻し， a平行事前分布を定義する．

定義 2.6(a平行事前分布 [18]).

統計モデルァ上に， a接続に対して平行な体積要素 w(a)が存在すると仮定する．

このとき， w(a)の 0座標系による表現

w(a) = 7r(a)d01八… Ad0れ

に表れる関数 7rE C00（:P)をa平行事前分布という．

ここで， W位）は a平行な体積要素とも呼ばれる．

正則な統計モデルに命題 2.5を適用すると，次のような結果が得られる．

命題 2.7(Takeuchi and Amari [18]). 

統計的モデルァについて，

oiTj砂ー ojTぷ＝ 0 (i,j=l,…， n) 

．
 

ならば，任意の aE艮に対して a接続は等積的である．そうでなければ， 0接続のみ等積

的である ■ 

定義 2.8（統計的等積 [18]).

統計モデルァについて，ァ上の各点で

aiTj/ー切Tぷ＝ 0 (i,j=l,…,n) 

が成立するとき，少は統計的等積 (statisticalyequiafline)であるという． ． 
すなわち':Pが統計的等積とは，任意の aについて a平行事前分布が存在することであ

る．統計的等積なモデルの例として，指数型分布族が挙げられる [18].
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3 片側切断指数型分布族とその幾何学的構造

この節では，片側切断指数型分布族 (oTEF)について簡単に解説した後， oTEF上に

Riemann計量とアファイン接続を定義する．

3.1 片側切断指数型分布族

oTEFとは，次のような確率分布族である．

定義 3.1（片側切断指数型分布族 (One-sidedTruncated Exponential Family) 

[6]). 

パラメータ 0，ァをもつ確率分布族ァ＝ ｛P。，'Y:0E8,"(EJ}を考える．なお，パラ

メータ空間 0を良”の（連結）開集合とし， I=(Iいら）を開区間とする．そして，それ

ぞれの確率分布 P。,Tが確率密度関数

p(x, 0,'Y) = exp { tがFi(x)+ C(x)一凶(0,'Y）}・年，ら）（x) (x E J) (3.1) 
i=l 

を持つとき，ァを片側切断指数型分布族とよぶ．ここで， CEC00(J), Fi E 000(!) (i = 

1,…,n),ゆEC00(8 XI)とした． ． 
0を自然パラメータ， Tを切断パラメータと呼ぶ．以降 8i= 8/8t,8ァ＝ 8／8Tと略記

する．また，添え字 i,j,k,…の範囲が 1,…， n,添え字 a,b, c,…の範囲が 1,…， n，ァと

なるように書き分ける．

oTEFは正則条件を満たさないような統計モデルである．実際，確率密度関数p(x,0,'Y) 

のxに関するサポートは区間 b,I2]であり，パラメータァに依存している．

更に，パラメータ Tによる偏微分と xに関する積分の順序交換ができないという点でも

正則条件を満たしていない．例えば，対数尤度の T偏微分の期待値は 0ではなく，

E ［い（X,0,'Y)] = -8位(0,'Y)

となる．ただし， X ＝ァで 8-ylは存在しないため，積分範囲を ('Y,I2)として計算した同

様に，

E向い(X,0,'Y)] =―似知(0,'Y) (i = 1,…,n) 

E仇叩(X,0,'Y)] ＝—叩い(O ， 'Y)
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となるため， Fisher情報量に関する等式 [7]

-E [8a叩 (X,0，'Y)]= E［い(X,いい(X,0,'Y)] (a= 1,…， n，'Y) 

も一般に成り立たない．これらの計算は，対数尤度の T偏微分

仇l(x,0,'Y) = -8位(0,'Y) (x>'Y) 

がxに関して定数となることによって簡単に分かる．

oTEFは非正則モデルだが，パラメータァを固定した場合には指数型分布族となり，正

則モデルとなる．このことは確率密度関数の形 (3.1)から確かめられる．つまり，正則条件

に抵触しているのはパラメータ Tに関する部分のみである．

3.2 Riemann計量

この節では，最尤推定量の漸近的性質を用いて oTEFのRiemann計量を定義する．

定義 3.2(oTEFのRiemann計量 [19]).

P = {Pe,,: 0 E 0, "f E J}をoTEFとする． oTEFのRimann計量を，

的＝ E［叩(x,0，ァ）叩（x,0，'Y)l 
9i, = 0 

的＝｛8位(0,"!)}2

から定まる Riemann計量とする．ここで， i= 1,…,nとした

なお， gijは，指数型分布族と同じように

9ii = -E [8丸l(x,0, "Y)] 

= [Ji[)炒(0，"Y)

と関数心の二次導関数のみで表せる．

次に，定義 3.2に至った手順について解説する．

■Riemann計量の定義の仕方 まず， oTEF:Pを二つの多様体

c-y = {P0,'Y : 0 E 0} 

巧＝｛Pぃ：ァ EI} 

． 

に分けて考える．らは oTEFの切断パラメータ 7を固定して得られる n次元指数型分布

族であり 9.i.E則モデルとなる．一方， 9。は自然パラメータ Tを固定して得られる 1次元
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非正則モデルである．このとき，接空間は

T。;P= Span｛仇…， 8叶＋ Span{8サ
= T。パぢ＋To,-9。

と分解される．すると，正則モデルの接空間 T0，礼ぢには， Riemann計量として Fisher計

量が自然に入る．よって，

的＝ E［叩(X,0,'Y)叩(X,0,'Y)] (i, j = l,…,n) 

と定めればよい．残るは，接ベクトル aiと8ァの内積 gぃ (i = 1,…,n)及び 9。の

Riemann計量 gァTである．

ここで， Fisher計量の正則モデルにおける統計的意味を振り返る．ァ。を，パラメータ

O E尺れを持つような正則モデルとする． Fisher計量とは， Fisher情報行列から定義され

るRiemann計量である．そして，最尤推定量 0の分散を展開すると

V [0]＝点(gむ）―1

となり， 1次の係数と (gり）―1が対応する [4].

oTEFでは逆の手順を取り，最尤推定量の分散の係数から Riemann計量を定める．

oTEFの最尤推定量 0，うの分散は，

V [0]＝点(9ij戸＋o（声），
V [~]= 

1 
+o 

N囁甚(O,7)｝2 (~), 
Cov [0,~] = 0（日[ ^ ̂ 

と表せる [3]．ここで， N はサンプル数を表す．すると， Fisher情報行列と同じように，

{8位 (0,'Y)}2は第一項の係数の逆数として現れる．このことから，ク。の Riemann計

量を

g"  = {a位(0,"'()}2

と定義する．

また， V[e]や V［う］と比較して Cov[e，1']のオーダーが小さくなっていることに注

目する．更に，うに関して， 0既知か否かは分散の一次の項に影響しない [3]．これは 0の

推定でも同様である．これらの事実を鑑みて，接ベクトルaiと8,は直交しているとし，

9i, = 0 (i = 1,…,n) 
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と定める．

以上により，定義 3.2のRiemann計量が得られた

さて，我々の Riemann計量と，先行研究 (Rylov[16],Li et al. [14]）で用いられてい

た Riemann計量を比較する．先行研究では， Fisher計量をもとに形式的に定義された

Riemann計量を用いていた実は，その Riemann計量は定義 3.2と同じものである．つ

まり

9ab = E [oal(x, e,')')O以(x,e,'Y)l (a, b = l,…，n、,'Y) (3.2) 

が成立する．

3.3 アファイン接続

この節では， oTEF上のアファイン接続について検討する．目的は，正則モデルで用いら

れてきた a接続を oTEFへと拡張することである．

しかし， oTEFへの a接続の拡張は，複数通り考えられる．例えば， Rylov[16]とSun

et al. [17]はPareto分布族に a接続を与えて議論しているが，それら二つの a接続は異

なるものになっている．

ここでは，等積接続という観点から oTEFのアファイン接続を考える．以前より，指数

型分布族は統計的等積という事実が知られている [18]．つまり，指数型分布族において，任

意の aERに対し， a接続は等積接続である．そこで，この性質を保存するような片側切

断指数型分布族のアファイン接続を考える．

まず， Sunet al. [17]がPareto分布族を扱った時と同様の方法で， oTEFのa接続を形

式的に定める．

定義 3.3(oTEFのa接続 [19]).

aE民に対し， oTEF上の a接続を，接続係数

巳，c(0,'Y)= E [8凸叫＋デE［い叫l] (a,b,c= 1,…，n,'Y) 

によって定義する．ここで， l= l(X, 0,'Y)と省略した． ■ 

上記の定義は，正則モデルにおける a接続の式に oTEFの確率密度関数を代入するこ

とによって得られるただし，正則条件を満たさないため， Levi-Civita接続を含んでい

ない．
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a接続係数は，添え字 i,j,k=l,…,nに対して，

(a) 1-a 
r ij,k=― [Ji[Jj[J砂，

2 
(~) l+a 
r ij,'Y=―8直炉8泣，2 
(a) 1-a 
r丘 j=-― [Ji[)凡弘ゆ，

2 
(a) 

r丘 T= 8直孔弘ゆ，

(r) 
'Y'Y,,、・ = 0, 

(a) 

r T7,T = 8孔8位8位―
1-a 

2 
(8位）3'

のように関数ゆ（e,,y)を用いて表せる．

上記の a接続について，等積接続になるかどうかを調べたところ，次のような結果が得

られた

定理 3.4(Yoshioka and Tanaka [19]). 

少を oTEFとし，定義3.2のRiemann計量と定義 3.3のa接続を微分幾何学的構造と

して入れる．

この幾何構造のもと， a=lのとき， a平行な体積要素が存在する．そして， 1平行な体

積要素の密度を 7r(l)とすると，

7r(l) (0，,y) ex -8位 (0,,y)

と表せる． ． 
定理3.4より， oTEFの等積接続として， 1接続が得られた他に，定義 3.2のRiemann

計量に関する Levi-Civita接続も等積的である．これらを用いて，等積接続の 1パラメー

タ族を構成する．

まず，一般のアファイン接続に対して次の補題が成立する．

補題 3.5.

ァを n 次元多様体，▽°べ戸をァ上の等積接続とする． 9€ 罠に対し，ァ上のアファ
(/3) 

イン接続▽を

(/3) 
▽=  （1-9)▽1 + /3▽° 

と定義する．
((3) 

このとき，任意の f3E良に対し，▽は等積接続である．

．
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証明．アの座標系 0= (0\ …， 0門€ 0 をとる． 0座標系の下で，

゜▽°，▽1の接続係数をそれぞれ {rtJk}{ l } 

(f3) 
, rtjk とかく．また，▽に対する曲率テンソ

(f3) 
ルを R と表記する．

(f3) 
このとき▽の接続係数は

アファイン接続

(B) 0 1 

r'il = (1-/3) ri/ + /3ri/ 

となる．

この接続において，命題 2.5の条件

(i,j, k = l,…,n) 

((3） 

Rijkk = 0 (i,j=l,...,n) 

の成立を確かめればよい．

左辺を計算すると，

(B) （B) （B) （B) （B) （B) （B) 

Rijげ＝8t rJ此一ajt¥げ＋ r'jヽ rtlk -r ] r兄
(/3). (/3) 

= ai'r'jげ一切「ikk

= (1 -f3) (ai tk k -ajい）＋f3 (aiい一切い）
となる．

ここで，▽°べ戸が等積接続であることから，
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が任意の i,j= 1,…， nで成立する．
({3) 

よって，アファイン接続▽において

({3) 

Riパ＝ 0 (i,j=l,...,n) 

(f3) 
が成立する．したがって，命題 2.5より，▽は等積接続である． ． 
上記の補題に基づき， 1接続と Levi-Civita接続をパラメータで結んだアファイン接続

の族を定義する．



49

定義 3.6(/3接続）．

/3€ 恥に対し，接続係数

(/3) 

r'ab,c(0,'Y) = /3E [8辺以叩］ ＋（1―/3）r似，c (a,b,c=l,…，n,'Y) 

によって定義されるアファイン接続を B接続と呼ぶ．ただし， rgはLevi-Civita接続の接

続係数を表す． ■ 

正則モデルにおいて， 9接続は (3=aのa接続に一致する．よって9(3接続とは正則モ

デルの aを定義 3.3とは異なる形で拡張したものである．

g接続係数は，関数心を用いて

(B) 1 - (3 
r勺，k=―aia位砂(0,'"'!)'

2 
(B) 1 - (3 
r ij,,=(3aiajゅ8Tゆ—―aiaja,ゆ，

2 
(f) 1-(3 
r行，j＝ テai聾位，

(/3) 

r i,,, = aia位 8位，
(/3) 

r,,,i =一 (1-(3）如ゆ似ゆ，

(/3) 

r?,,=(38氾泣8位＋（1ー (3)8直泣8位

と表せる．

上記の 9接続に関して 9平行事前分布の存在を調べると，次のような結果が得られる．

なお， 9平行事前分布とは B接続に関して平行な体積要素に対応する事前分布のことで

ある．

定理 3.7((3平行事前分布）．

ァを oTEFとし，定義 3.2のRiemann計量と定義 3.6の9接続を幾何構造として入

れる．

このとき，任意の (3ERにおいて 9接続は等積的であり 9(3平行事前分布が存在する．

そして， 7r(f3)をf3平行事前分布とすると，

旱

砂3lex: { det (giJ} 2 (-8位）

と表せる．

証明任意に (3E民を一つ固定する． ．
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表1 O!接続の比較

a接続（指数型分布族） I a接続 (oTEF)| /3接続 (oTEF)

等積接続

Levi-Ci vita接続

aE艮

a=O 

a=l 

含まない

補題 3.5と(3接続の定め方より (3接続は等積接続でぁる

(3平行事前分布の表示を求める．

(3接続係数の和を取ると，

ぼ） 1ー (3
_r'ia a=―Bi log (det(gjk)) + Bi log (-8位），

2 

(f:) n 1-(3 
rT訊＝万―a'Ylog (<let（い）） ＋a'Y log (-8位）．

となることが分かる．

/3 €艮

/3 ＝ 0 

よって， a平行事前分布と同様に， Takeuchiand Amari [18]の命題 1より，

上
が!3lex { det (9ij)} 2 (-a位）

が得られる． ． 
9平行事前分布は， Jeffreys事前分布と定理 3.4の 1平行事前分布を含むような事前分

布の族である． /3=0のときに Jeffreys事前分布， {3= 1のときに定理 3.4の 1平行事前

分布を表す．

定理 3.7により， 9接続は指数型分布族における a平行事前分布の存在性を保存してい

ることが分かるよって，等積的という観点からみた場合，定義 3.3の a接続よりも定義

3.6の9接続の方がふさわしいといえる．これらの接続の比較を表 1に表した．

また，上記の 1平行事前分布は，ある Referenceprior [9]と一致する． Referenceprior 

とは， Bernardo[8]によって提唱された，情報理論の観点から導き出される無情報事前分

布である．具体的には，事後分布と事前分布の KLダイバージェンスを最大にするような

事前分布として定義され， nuisanceパラメータがない場合には Jeffreys事前分布に一致す

る [8]．しかし， nuisanceパラメータが存在する場合にはそうとは限らない． Ghoshand 

Mukerjee [10]らは，適切な罰則項の下で汎関数の最大化を考えることにより， nuisance

パラメータが存在する場合の Referencepriorに新たな定式化を与えた．更に， Ghosal[9] 

はその Referencepriorを密度のサポートがパラメータに依存するような非正則モデルに

拡張した．ァを興味のあるパラメータ， 0をnuisanceパラメータとして oTEFに適用した
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とき， Ghosal[9]のReferencepriorは

応 hosa1(0,"f) CX: -8位

となる．よって，定理 3.4の 1平行事前分布に一致する．

4 片側切断指数型分布族の曲率

3節で oTEFに幾何構造が導入されたことで，幾何的性質の議論が可能となった．この

節では， oTEFの曲率に関する性質を二つ紹介する．一つは， oTEFが /3= lでアファイ

ン座標系をもつというものであり，もう一つは oTEFのあるサブモデルが Levi-Civita接

続 (/3=0)に対してスカラー定曲率になるというものである．

4.1 片側切断指数型分布族の 1アファイン座標系

アファイン接続をもつ多様体には，

ri/=0 (i,j,k=l,…，n) 

となる特別な座標系が存在することがあり，アファイン座標系と呼ばれている [20]．この

座標系はユークリッド空間におけるカーテシアン座標系に対応する．統計モデルの場合，

指数型分布族の自然パラメータは 1接続に対するアファイン座標系となる [4].

同様に， oTEFにもアファイン座標系が存在する．

定理 4.1.

アを oTEF とし， J3 接続を用いる．また，~ = (01,…, 0叫ゆ(0，-y))E8xゆ(exI) 

を座標系として入れる．

このとき， /3=1でくはアファイン座標系となる．つまり，

(1) 

r stu (~) = 0 (s, t, u = 1,…,n, n + 1) 

が成立する．

証明．二つの座標系を

． 
刊
切

9

9
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n
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0

 

9

9
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．
 

．
．
 

．
．
 

9
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1

 

0

0
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，
ー
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仁

と表記する．
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藤原 [20]より，

(1) 

rsげ(l;)= 0 

となるための必要十分条件は

(s, t, u = l,…， n, n + l) 

(~) rp abc(y) = aij知戸） rぷ (y)= ~噸yb (a, b,u = l,…,n, n + 1) (4.1) 

で与えられる．この条件の成立を確認すればよい．

まず，式 (4.1)の右辺を計算する． yからくへの座標変換における Jacobi行列は，

虜）＝
灼

1
0
0
8
1
 

（

＼

 

0
.
.
.
o
 ゅ

0

0

1

n

 

8
 

＼

ノ

ゅ

0

0

0

~

 

8
 

であるから， a,b= 1,…,n，ァに対して

8屹u Jo 
8y噸 yb= {8辺心

(u = 1,…,n) 

(u=n+l) 

となる．

次に，式 (4.1)の左辺を計算する．添え字 a,b= 1,…,n,'Y, i = 1,…,nに対して， 1

接続係数の反変表現は，

(1) 

raい(y)= 0 

(1) 

rab7(y)= 
8⑳心

8位

となるよって，

(~) ~ abc(y) = (~) ~ 戸 rぶ（y)=（言） tab'Y(y)

= ｛〗泣砂 (u=l,...,n) 

(u=n+l) 

である．

したがって，式 (4.1) が成立するため，~ = (0¥…，初，ゆ）はアファイン座標系で

ある． ． 
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多様体に関して，アファイン座標系を持つことと平坦であることは同値であるため [20],

次の事実が導かれる．

命題 4.2.

アを oTEFとし 9(3接続をアファイン接続として入れる．

このとき， rは(3=1で平坦である． ． 
4.2 定曲率なサブモデル

この節では， oTEFのあるサブモデルにおいて， Levi-Civita接続に関するスカラー曲率

が定数になることを示す．なお， Levi-Civita接続は (3=0の(3接続に対応する

上記の結果は， Pareto分布族が定曲率であることの拡張といえる．先行研究では， oTEF

の一種である Pareto分布族について，その Riemann幾何学的性質が調べられてきた

具体的には， Pareto分布族は Levi-Civita接続に関して定曲率空間であること [16]や

Pareto分布族と Poincarも上半平面は等長であること [14]などが知られている．なお，式

(3.2)より，これらの研究で採用されている Riemann計量は定義 3.2と同じものである．

実は， Pareto分布族の高次元版を考えることにより，類似した幾何的性質を導くことがで

きる．

まず，先行研究を高次元に拡張するために， Pareto分布族の n次元版にあたる統計モデ

ルを考える．

定義 4.3("f共通サブモデル）．

T共通サブモデルとは，確率密度関数

q(x, 0, "f) = exp{—言が｛凡(m) -F凸）｝＋言log0i}・].l"('Y) (X) 

(x=(x1,…, Xn) E X E IJ In) 

を持つような恥n 上の確率分布 Qo,7の集まり Q= ｛Qo,7 : O€ 0，ァ€ I}である．こ

こで， FiEC刊尺）を単調増加関数， I=Fi（罠）， J("/)=In['Y,oo)とし，パラメータ空

間を e= R%，TEIとした．

．
 

ァ共通サブモデルは，切断指数分布を関数凡で変換して同時分布をとったのちに''Yを

共通とすることによって得られる．確率変数 Xdi=1,…， n)は確率密度関数

PE(x, 0,'Y) = exp {-0(x -"()}・lb,(X)）(x) 
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を持つような分布に従うものとする．この分布は切断指数分布や 2パラメータ指数分布と

呼ばれ， oTEFに含まれている． xiを変換した凡(Xりでパラメータァを取り直すと，そ

の確率密度関数は

Pi(x, 0, ~) = F{(x) exp {-0(Fi(x) -Fし(9)）}• 1［,,=)(x) 

となる．ここで， Fl'は凡の導関数を意味する．そして，｛F1(Xり，…， Fn(Xn)}は共通

の切断パラメータ Tを持つと仮定する．すると，｛F1(Xり，…， Fn(Xn)}の分布は Qo,7

となる．

T共通サブモデルの代表例には，ァ共通の Pareto分布族 (Rohatgiand Saleh [15]）や

T共通の切断指数分布族 (Ghoshand Razmpour [11]）などが挙げられる．

では， T共通サブモデルの曲率を調べるために， Riemann計量テンソルと Levi-Civita 

接続係数を計算する． Riemann計量を計算すると，

1 
的＝戸8ij

9i, = 0 

叫＝｛G(0,~)}2

となる．そして， Levi-Civita接続係数は

1 

rij,k =-—Jijk (0り

rij,"(= o, 

r丘 j= 0, 

(i,j, k = 1,…， n)' 

r匂，"f= F[('Y)G (0,'Y), 

r五 i= -F[('Y)G (0,'Y), 

r "f"f,"f = G (0,'Y) &"fG (0,'Y) 

となる．ただし， G（O,7）＝こ0iF[（T）とした． なお， F［（'Y）は導関数 dFifd'Y('Y）を

表す．

上記の計算結果から， T共通サブモデルの曲率テンソル

R 
F出）

i"(j"(=― G(0,'Y)8ii oi 
Rijab = Rabij = 0 

が得られる．なお，曲率テンソルの他の成分は 0または等式

Ra  bed = -Rbacd = -Rabdc (a,b,c,d=l,…， n,'Y) 
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により求められる [13].

そして，曲率テンソルからァ共通サブモデルのスカラー曲率を計算すると，以下のよう

に定数となる．

定理 4.4(Yoshioka and Tanaka [19]). 

T共通サブモデルのスカラー曲率は

灰＝ー2

である． ． 
この定理は， Pareto分布族が定曲率という結果を， n+l次元に拡張したものである．

ただし，主張はスカラー曲率定数に弱められている．一般の Riemann多様体において，ス

カラー曲率が定数となることは定曲率を意味しない．しかし， 1+1次元の場合，つまり 2

次元多様体に限っては定曲率とスカラー曲率が定数になることは同値である．この事実は

先行研究における Pareto分布族が定曲率ー2という結果に該当する．

では，ァ共通サブモデルが定曲率になるのはどんな場合だろうか．実は， n=lでのみ定

曲率になることが分かっている．

命題 4.5.

T共通サブモデルは n=lでのみ定曲率． ． 
証明． n=lで定曲率ー2となることはすでに述べた． nz2では定曲率にならないこと

を示す．

Qをnz2のT共通サブモデルとし，定曲率 KE艮であると仮定する．

このとき，定曲率の同値条件 [13]

Rabcd = K (9ad9bc -9ac9bd) 

より，モデル Q の曲率テンソルは

Rりi,- K (9;,9,i -g心） ＝ ~G（い）＋占がG(0，分｝2

=0 

を満たす．この式を変形すると，

n oj 
F{("Y)+KL戸炉）＝ 0

j=l 
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が得られる．

よって， F:り） ＞〇より， 0りがはすべて定数である．

しかし，これは (0,'Y)が n+l次元の座標系であることに矛盾する．したがって， Qは

定曲率でない． ■ 

5 まとめと今後の展望

本稿では，非正則モデルの一つである片側切断指数型分布族に幾何構造を入れ，いくつ

かの幾何的性質を導いた．幾何構造として，最尤推定量の漸近的性質に基づいて定義され

たと，等積になるような a接続の拡張を用いた．そのもとで，また，あるサブモデルにおい

てスカラー曲率が一定となることを示し， Pareto分布族が定曲率という定理を拡張した．

今後の研究の方向性として9(3接続と高次漸近理論との関係を詳しく調べることが挙げ

られる例えば，最尤推定量の漸近分散において，切断パラメータの有無が高次の項に影響

すると知られており [1]，幾何的性質による表現が期待される．また，切断指数型分布族か

ら切断分布族 [2]への理論の拡張も考えられる．

6 謝辞

本研究は JSPS科研費 JP23K11006及び JST次世代研究者挑戦的研究プログラム

JPMJSP2138の助成を受けたものである．

参考文献

[1] Akahira, M. (2017). Statistical Estimation foT加 ncatedExponential Families. 

Springer Briefs in Statistics. Springer, Singapore. xi+ 122. 

[2] Akahira, M. (2021). "Maximum Likelihood Estimation for a One-Sided Truncated 

Family of Distributions". In: Jpn J Stat Data Sci 4, pp. 317-344. 

[3] Akahira, M. and Ohyauchi, N. (2017). "Second-Order Asymptotic Loss of the MLE 

of a Truncation Parameter for a Truncated Exponential Family of Distributions". 

In: Comm. Statist. The四 Methods46, pp. 6085-6097. 

[4] Amari, S.-i. (1985). DifjeTential-Geometrical Methods in Statistics. 28. Lecture 

Notes in Statistics. Berlin: Springer-Verlag. 



57

[5] Amari, S.-i. and Nagaoka, H. (2000). Methods of Information Geometry. 191. 

Translations of Mathematical Monographs. Providence, RI: American Mathemati-

cal Society. x+206. 

[6] Bar-Lev, S. K. (1984). "Large Sample Properties of the Mle and Mele for the 

Natural Parameter of a Truncated Exponential Family". In: A加 InstStat Math 

36, pp. 217-222. 

[7] Bartlett, M. S. (1953). "Approximate Confidence Intervals". In: Biometrika 40, 

pp. 12-19. 

[8] Bernardo, J.M. (1979). "Reference Posterior Distributions for Bayesian Inference". 

In: Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Methodological) 41, pp. 113-

128. 

[9] Ghosal, S. (1997). "Reference Priors in Multiparameter Nonregular Cases". In: Test 

6, pp. 159-186. 

[10] Ghosh, J. K. and Mukerjee, R. (1992). "Non-Informative Priors". In: Bayesian 

Statistics, 4 (Peniscola, 1991). Oxford Univ. Press, New York, pp. 195-210. 

[11] Ghosh, M. and Razmpour, A. (1984). "Estimation of the Common Location 

Parameter of Several Exponentials". In: Sankhya: The Indian Journal of Statistics, 

Series A (1961-2002) 46, pp. 383-394. 

[12] Jeffreys, H. (1961). Theory of Probability. Third. Oxford: Clarendon Press. 

ix+447. 

[13] Kobayashi, S. and Nomizu, K. (1963). Foundations of Differential Geometry. Vol 

I. New York-London: Interscience Publishers (a division of John Wiley & Sons, Inc.) 

xi+329. 

[14] Li, M. et al. (2022). "Fisher-Rao Geometry and Jeffreys Prior for Pareto Dis-

tribution". In: Communications in Statistics -Theory and Methods 51, pp. 1895-

1910. 

[15] Rohatgi, V. K. and Saleh, A. K. M. E. (1987). "Estimation of the Common Scale 

Parameter of Two Pareto Distributions in Censored Samples". In: Naval Research 

Logistics (NRL) 34, pp. 235-238. 

[16] Rylov, A. (2018). "Constant Curvature Connections On Statistical Models". In: 

Information Geometry and Its Applications. Ed. by N. Ay et al. 252. Cham: Springer 

International Publishing, pp. 349-361. 



58

[17] Sun, F. et al. (2021). "The Bayesian Inference of Pareto Models Based on Infor-

mation Geometry". In: Entropy 23, p. 45. 

[18] Takeuchi, J. and Amari, S. (2005). "Alpha-Parallel Prior and Its Properties". In: 

IEEE Transactions on Information Theory 51, pp. 1011-1023. 

[19] Yoshioka, M. and Tanaka, F. (in press). "Information-Geometric Approach for 

One-Sided Truncated Exponential Family". In: Entropy. 

[20]藤原彰夫 (2021).『情報幾何学の基礎：情報の内的構造を捉える新たな地平』． Tokyo:

共立出版

[21]野水克己・佐々木武 (1994).『アファイン微分幾何学：アファインはめ込みの幾何』．

Tokyo:裳華房


