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Second order asymptotics in Bayesian estimation for 
a one-sided truncated family of distributions 

1.はじめに
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統計学の応用分野においてパレート (Pareto)分布は重要な役割を果す．実際，経済学，

物理学，水文学，地質学，天文学等の分野において広範に用いられているパレート分布に

ついては，その歴史的概略を含めて Arnold[Ar15]において，また， Johnsonet al. [JKB94] 

においても論じられているさらに，パレート分布を含む，切断母数ァと自然母数0をもつ

切断指数型分布族において，ァ（または 0)を局外母数として大きさ nの無作為標本に基づく

0（または1)の最尤推定，ベイズ(Bayes)推定が論じられた (Akahira[Al7]）．特に， 1が既知

のときの0の最尤推定量 (maximumlikelihood estimator,略して MLE)0ifLと1が未知の

ときの 0のMLEIJMLが1次のオーダーでは漸近的に同等であることがBar-Lev[B84]にお

いて示されたが， 2次のオーダーでは補正MLEIJML＊が， 0ふLより漸近的に良くないことが

示されるとともに 0ifLに対する 0ML＊の 2次の漸近捐失も求められた ([A17]）．また，ベイ

ズ推定においても最尤推定の場合と同様の結果が得られた ([A17]）．さらに下側切断指数型

分布族を拡張して，一般の下側切断分布族における最尤推定も考察できる (Akahira[A21]). 

本稿では，局外母数0と切断母数ァをもつ一般の下側切断分布族において， 0が既知また

は未知の場合に 1のベイズ推定量の確率展開 (stochasticexpansion)を求め， 0が既知のと

きの 1のベイズ推定量に対する 0が未知のときの1のベイズ推定量の 2次の漸近損失を，

2次の漸近分散を用いて求める．その際未知の母数0を0のMLEで代用するまた，下

側切断指数型分布族の場合の結果はその系となるが，拮本的な構造は変わらないことを示

し，例として切断コーシー分布の場合を挙げる．

2.片側切断分布族における切断母数のベイズ推定量

まず， X1,X2,・・・,Xn,・・・ をたがいに独立に，いずれも (Lebesgue測度に関する）密度

f(X;0,1)＝{p(x,0)／b(O,1) （c < 1 S X < d)，（2.1) 

0 （その他）

をもつ分布 P0,7に従う確率変数列とするただし,-oosc<dsooとし， p(x,0)は区間

[r,d）上で正値とするまた， 1E (c, d)について

8('Y) := { 0 I O < b(0, 1) := !,a p(x, 0)dx < oo} (2.2) 



109

とおくと， /1く /2となる任絋の 11,12 E (c, d)について 0（叫 ce（叫になるここ

で，任意の 1E (c, d)について〇二 0(1)は空でない開区間であると仮定する． このと

き，分布族丸＝ ｛PぃIe E e,, E (c, d)}を片側切断分布族 (one-sidedtruncated family 

(oTF) of distributions)という．厳密には下側切断分布族 (Lower-truncatedfamily (£TF) 

of distributions)という．特に，（2.1)において

p(x, 0) = a(x)e伽 (x) (2.3) 

の形になるとき，片側切断指数型分布族 (one-sidedtruncated exponential family (oTEF) 

of distributions)乃という ([B84],[Al 7]）．ただし， a（・）は正値でほとんど至るところ連続

で，区間 ('Y,d) 上で u(•) は絶対連続で du(x)/dx 芸 0 とする．

次に， p(x,0)が区間［"f,d）のほとんどすべてのxについて， 0に閲して 3回微分可能であ

るとし， b(0,'Y)の精分記号下で0に関して 3回微分可能であると仮定する．また，

入1(0，'Y):=恥，7[羞logp(X1,0)]，入2(0,'Y)＝怜7(羞logp(X1,0)), (2.4) 

入3(0,,y)
が！

：＝ 
802 

入1(0,,y),

如 (0,,y):= ~ { ~b(0,,y)} (j = 1, 2, 3) 

とおく．このとき

入(1)(0,,y)＝入1(0,,y)
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(2.7) 

になるまた， £(0,x) := logp(x, 0), R,Ul(0, x)：＝⑱／00惰(0,x)(j = 1,2,3)とおき，次の

期待値は存在すると仮定し，それらを左辺の記号で表わす．

Ip(0,1) := E。,,[{t(ll(0，ふ）｝］，（2.8)

み(0,"f):= E:。,7[｛仰(0,X1)｝｛炉(0,X1)}],

KP(0，"!) :=恥［｛仰(0，ふ）｝］．

このとき，（2.6),(2.8)~(2.10) より

知）（0,"f):=E。97[£(2)（0,Xリ］ ＝枷(0,1)-Ip(B,1), (2.11) 

"'(s)(0, "!) := E。,,[£C3l(B,X1)]＝入(s)(0,"f)-3Jp(0,"f) -KP(0,"f) (2.12) 

(2.9) 

(2.10) 

になる．また

1 
n 

Z1(0,1) := 
Vふ(O,1)ni=1 

と｛炉（0,X』—ふ(0,1)}, (2.13) 
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1 
n 

Z2(B,1) :=ーL{£(2)(0，ふ）一位2)(0,,)} 
[ 

i=l 

(2.14) 

とおく．

次に， 7r(1）を開区間 (c,d)上の (Lebesgue測度に関する）事前密度とし， L（う，1）をX:=

(Xi,・・・ ふ）に基づく 1の任意の推定量う＝う(X)の2乗損失（う一州とするここで， 0

を0に任意に固定するこのとき， Lと7rに関する 1のベイズ推定量は

うB,0(X):=［ふ1)b:]い！『） bn悶，）t）dt (2.15) 

になる．ただし， x(l):= minにi-C:nふとする．

なお，本稿における漸近平均，漸近分散の定義は Akahiraand Takeuchi[AT87]に依るが，

それらの高次への拡張も可能である．

3.局外母数0が既知のときの切断母数パのベイズ推定

まず， v:= n(t -1)とおくと，（2.15)より

is,0(X) = 1 + ~ (1応 ） 位 (1+（v/n)） dv / jT(1) T (1+ （v/n)） 
n Tn 炉 (0,1+ （v/n)） Tn 炉~dv)

となるただし，石：＝ n(c-1), T(l) = n(X(1)一1)とするまた，

8] 
b(j)(0,1) := ~ logb(0,1) (j = 1, 2, ・ ・ ・), 

ぁ／］

8J 
冗）（1):=~log1rb) (j=l,2,・・・) 

的J

になる．ここで，（2.2),(3.1)より

）

）

 

1

2

 

．

．

 

3

3

 

、

ー

（

p('Y,0) 
k(0,"f) :='2-iS = -bc1)(B,1) (3.3) 

b(0, 1) 

となるこのとき，次の定理を得る．

定理1密腹 (2.1)をもつoTFP,。について， 0が既知のとき初，。を 2乗損失Lと事前密度T

に関する 1のベイズ推定鼠 (2.15)とするこのとき， TB,0:= n(iB,0 -'Y)の確率展開は

TB,0 =T(l) -¼＋喜（羞 logk) T(1) 

-~{2 （羹 logk) -町1J}+Op(~) 

であり， kTB,。の漸近平均，漸近分散は，それぞれ

E-y(kTB,0) ＝一~{2(羞 logk)-m) ｝ +0い），（3.5)

(3.4) 
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V,(kTB,0) = 1ーニ（羹logk)+ 0（喜） (3.6) 

であるただし， k,町1)しま，それぞれ (3.3),(3.2)における k=k(0,ry)，町1)＝町1)(1）と

する

証明は [A17]のoTEFの場合の Theorem6.3.1のそれと同じである．

注意 1母数0が既知の場合，島＝ k(0,X(l)）とすると 1の偏り補正した MLE稽｛L*は

1 
X贔＝ X（1)一^

k0n 

になり， T(*1)=n(X「l)―1)の確率展開は (3.4)の右辺において

-~{2 （羹 log k) —叩1)}
を除いたものになる ([A17]のRemark6.3.1参照）．このとき

k(TB,0 -7'iい） ＝一¾i{ 2（羞logk) -'lf(iJ} + Opい）
となり，（3.5),(3.6)より kTB,。と kT(*1)は1/nのオーダーでは漸近平均が異なるが，

V1(kTB,0) -V1(k7'iふ） ＝ 0い）
となって，それらの漸近分散は o(l/n)のオーダーまで漸近的に等しく，また kTB,。の漸近

分散は o(l/n)のオーダーまで事前密度バこ無関係になる．

4.局外母数0が未知のときの切断母数パのベイズ推定

まず， 1：：：：： X(i) := min1琴 n凸， X(n):= max区四ぶ<dを満たす X:= (x1, ・ ・ ・, Xn)につ

いて (0,"I)の尤度関数は

1 
n 

L(0,1心） ：＝ 
炉(0,1) 

ITp(xi, 0) 
i=l 

(4.1) 

になるこのとき，（4.1)より任意に固定した OE 0について， 1のMLEはぅML=X(1)と

なるまた，任意に固定した"/E (c, d) について， 0 の尤度方程式 (1/n) 区~=1 P,(1)(0, 1) = 

入(0,"I)が各nと尤について唯一つの解を持つと仮定すれば， n→ooのとき漸近的に確率

1 で凡は 0 の MLE になるので，（1/n) と~=1 £(1) (0，今り月＝ふ(0，うm ）の解は n→ooのと

き漸近的に確率 1で0のMLEi}MLになるよって i}MLは漸近的に確率 1で尤度方程式

ーこf(1)
n 

i=l 
(0ML, Xi)＝入1(0ML,X(l)) 

を満たす．
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ここで，ふ＝入2(0,1) と表わし， U:=~韮ML -0)とおく．このとき，次のことが成

り立つ．

定理2密度(2.1)をもつoTF丸について』が未知のときに (2.15)のベイズ推定量初，。に

おいて 0にBMLを代入した推定星を祁，0MLとするこのとき， TB,0ML:= n（うB,0ML-"()の

確率展開は

1 
T ~,0ML =T(l)一 i

＋炉二信）［U+ ふ｛｝（岱）—; （み—入団(2) 十位3)2バ3)}］

+~（羹 logk) 恥＋ 2k叫 n{ ：20：ー：信）2}(U2 -1) 

＋喜＋ Op(¾.)
であるただし

B = 2k入2{［（塁）（み—入団(2)+~ー入~) +~} 

(4.2) 

ー¼{ 2(羹logk)-町1)} (4.3) 

とするまた， kTB,0ML の漸近平均，漸近分散は，それぞれ

E。,,[krB,oML] = ~ + o（ふ），（4.4)

庄 (kTB,oMJ= l —五（羞 logk) 十六｛罰(O， 'Y) 一汀＋ o(土） （4.5) 

である．

証明は，［A17]のoTEFの場合のTheorem6.4.1のそれと同様ではあるが分布族を一般

化したことによって少し複雑にはなるなお， Uの確率展開は

1 
U = Z1 + ~Z1Z2 + 叩）—ぶz2 

l (8入1

い 2羽／2占 l―心い）応＋Opし）
となり，

崖 (U)=羽；7n{JP―入団（三（位3)-_¥3)} + ~)二（悶）＋0 (¾)' 
鯰 (Uり＝ 1+ 0 (¾) 
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になる ([A21]）．ただし， Z1，約をそれぞれ(2.13),(2.14)とする．

注意2TB,0MLの確率展開 (4.2)において Uを含む項は初，。の 0に(}MLを代入したことか

ら生ずるまた，（4.3),(4.4)より KT ^ B,0ML の漸近平均漸近分散において入2, Jか ""(2),""(3), 

ぶに依存する項も同様の要因と考えられる．

注意 3TB,0MLの確率展開（4.2)の右辺の B/(kn)を除いた部分は o(n-りのオーダーまで

T(*1} ：=n(X:t)一ア）の確率展開と一致する．ここで

幅＝X(1)＿ ； ＿炉ふn2（塁）（ん一入1螂＋ k（3) 2ー入3)

1 / 8吐
-2試 n2に）

は1の偏り補mしたMLEぅML*で， k::= k(BML,_, x(li), a由脚＝ （か／^脚）（OML,X(1)）（J = 

1,2)，入j=入J（OML,X(1)）（j = 2,3)，Jp = J証ML,X(l)),加＝叩(0ML,X叫 (j= 2,3), 

ふ＝ふ(0ML,X(1))とする (Akahiraand Ohyauchi[A021]）．このとき，

k(T 
B 1 

B,0ML -Tり） ＝f +Opい）
となり KT̂B.0 とKT*＊は 1/nのオーダーでは漸近平均が異なるが, ML (1) ／ 

恥(kTB,oMJ —恥(kT(;j) = 0 ( 
1 ~) 

となり， kTB,0MLとkT(l)の漸近分散はo(l/n)のオーダーまで漸近的に等しく，またkTB,0ML

の漸近分散は o(l/n)のオーダーまで事前密度バこ無関係になる

特に，分布族をoTEFたに制限すれば次の系が得られる

系l([Al7]) p(x, 0)として (2.3)をもつoTEFたについて， 0が未知のときに (2.15)のベイ

ズ推定量％，。において 0に{}MLを代入した推定量を詮，{jMLとする．このとき， TB,0ML= 

n（今B,0ML―1)の確率展開は

TB,0ML =T(l)一；十 k2人（;)[u ＋ふ{¼ (~土） +2>32}]

+~（羹 logk) 加＋ 2k2入2n{:20: —: （塁）2}(U2 -1) 

＋喜＋ Op(~) (4.6) 

である．ただし，

B:= 一式｛ぶ（塁）—]（芦） }—¼ { 2（羞logk)-1r(l)}, (4.7) 
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k = k(0,--y)，入］ ＝ふ(0,--y)(j = 1,2,3)とするまた， kTB,0MLの漸近平均と漸近分散は，そ

れぞれ

B 
恥 [kTB,0ML]=— +o( 

1 
~+o(~), 

兄 (kTB,eMJ= 1 —責（羞 logk) ＋古{u(7) 一汀＋o(~)

‘‘,j‘‘,＇‘、

8

9
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である

証明 oTEFの場合には，（2.2),(2.3), (2.5), (2.11), (2.12)より ,,.,,(2) =馴＝ 0,ふ＝ふ：＝

（が／8炉）logb(0,1),JP= 0, R,C1l(0,1) = u（,)になるから (4.2)~(4.5)より（4.6)~(4.9)を

得る．ロ

5.加，。に対するう＾ ヽB,0ML の2次の漸近損失

第 2節において， 0が既知のとき 1のベイズ推定量祁，。の漸近分散を求め，第 3節にお

いて 0が未知のとき 0のMLEを用いた1のベイズ推定量ぅB,0MLの漸近分散を求めた．こ

こで，涵，。に対するうB,0MLの2次の漸近損失 (secondorder asymptotic loss)を

dn（篇，0ML虚，0):= n{恥(kTB,eMJ —恥(kTB,0)}

で定義し， n→ooのときのその極限を求める．

定理3密度 (2.1)をもつoTFP。について，初，。に対する今B,0MLの2次の漸近損失は

dn（む，0ML⑮ ,o)＝ t {f(1)（0,1）一ふ｝2+o(l) (n→oo) 

である

証明は定理 1,2より自明

系2([Al7]) p(x, 0)として (2.3)をもつoTEFPeについて，％，。に対する咋，0MLの2次の

漸近損失は

心（霧，0ML⑮ ,0)= i {uh) —入手＋ o(l) (n→oo) 

である．

証明は定理3と(2.3)より自明

次に， oTEFに属さず， oTFに属する分布の例として片側切断コーシー分布の場合を考

える

例（片側切断コーシー分布）． X1,X2,・ ・ ・,X玉..をたがいに独立にいずれも (Lebesgue測

度に関する）密度

f(x, 0) = ~ { 1 +り｝―1 (-(X) ＜,::;x<(X)） 
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に従う確率変数列とするここで， 0> 0, p(x, 0) = {1 + (x/0戸｝ー1とする．このとき

b(0,,) = J,00 { 1 + Gr}-l dx = 0 /400 ~dt = 0 信— tan―1 i) (5.1) 

になる．また，

£(0, x) = logp(x, 0) = -log (1 +（い〗

より

仰 (0,x) =—£(0,x) =; ・ 0 2 (x/0)2 

00 0 1 + （x/0)2 

になる．そして，（2.4),(5.1)より

(5.2) 

ふ(0,7)＝羞b(O,7)／ b(O,7) ＝ ； {1 十且— tan―1iRITT} (5.3) 

となり， l= 1/0とおくと (5.2),(5.3)より

炉 (O,1)一ふ(0,1)＝ 0(1[ t2) (¢-1 -;— t an―,;;) (5.4) 

となる次に，（5.2)より

E。,,[ { £(11(0, X1)} 2] =E。,"/[。打14[〗［10]；戸） 2 ］ ＝ Ob(；1) 11: （1 :4炉）3dt

4 (00 t4 

o2 に— tan― 1 ])1/o (1 ＋炉）3dt
2 0 

(5.5) 

となるから，（2.4),(5.3), (5.5)より

入2(0,ry)＝恥（別(0,X1))=E。,'Y［｛仰(0,X1)} 2] —入f(O,T)

7 2 

o2旦―:an―1;)11:(1 :4秒）3dt-》 {1 十旦— tan― 1 ;］ (l + （i)2) ｝ 
(5.6) 
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となるこのとき，定理3,(5.4)より加，。に対する篇，IJMLの2次の漸近損失は

dn(iB,IJML'うB,0)= g叫（：＋ざ） （ぐー 1 一（~r+o(l) (n→oo) (5.7) 

となるここで，ふ＝心(0,'Y)は(5.6)より

2 

ふ(0,o) ＝声 [i — 4an―1く[OO(1 [4炉）3dt-{1+ （i tan―lc) （1 ＋ぐ）｝ ］ 
となるので，入；（0,'Y)= 02 >-2(0,'Y)とする．

特に， "(=0とすると{;=0となり (5.6)より

8 °° t4 
叩，0)＝；［ （1 +炉）3dt-1 

となるこのとき

[00 (1:4炉）3dt=［00 1 : t2dt -2[00 (1 +1炉）2dt+ ［00 (1 +1炉）3dt

3 
＝一7r
16 

となるから，これを (5.8)に代入すると

8 3 1 
入；（0,0)＝ー・一T-1 = -

1r 16 2 

となり，（5.7)より

1 
心bB,(IML'"/B,0)=喜＋o(1)=2+o(l) (n→oo) 

になる．

(5.8) 

上記の例の片側切断コーシー分布を一般化した，自由度 vのt分布を切断した片側切断

ゎ分布 ([A21],[A021]）についても同様に定理3を適用可能である

6.おわりに

片側切断分布族丸の切断母数1の推定問題において，最尤推定の場合には偏り補正を

行った上で 2次の漸近損失を求めたが，ベイズ推定の場合には偏り補正を不要とする長所

があるまた，ベイズ推定の場合に事前密度バよ 1の推定量の漸近平均の l/nのオーダー

には影響を与えるが，漸近分散の l/nのオーダーには影響しないので 2次の漸近損失は n

に無関係になる本論では下側切断分布族の場合に論じたが，適当な変換によって上側切

断分布族において同様な結果が成り立つ ([A17]のRemark4.5.3参照）．

従来，切断指数型分布族丸において最尤推定，ベイズ推定について論じたが ([A17]），指

数型であることは本質的ではなく，一般の切断分布族丸で同様の結果が得られる．
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