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Abstract 

In computer algebra, two kinds of polynomial representations are used. One is the recursive rep-
resentation and another is the monomial representation; see Sect. 1 for details. The resultants were 
developed on the recursive representation, and the Grabner bases are computed with the monomial 
representation. The key operation in Grabner basis theory is the Spol(G, H) which is defined by 
canceling the leading-monomials of G and H by multiplying the lowest-order monomials to them re— 

spectively. Similarly, we can define "TrmElim(G, H)", Elim(G, H) in short, to be an operation which 
cancels the leading-terms of G and H by multiplying the lowest-order terms to them respectively. 
Both the Spol(G, H) and the Elim(G, H) are "critical-pair"s of Knuth-Bendix. In this paper, we study 
the Elim operation for G, H E区[x,u],where (u) = (u1,...,un), with x>-u1,..., Un-The TES is a 
degree-decreasing sequence of Elim operations for relatively prime G and H, s.t. degx(G) 2'. degx(H), 

i.e., (A :=G, A :=H, P3 :=Elim(G,H),..., Pk :=Elim(Pk-2,Pk-1)), where Pk E恥[u].Similarly, 
we can decrease the x-degree by computing an S-polynomial set, SpS in short. Let Sylv(G, H) denote 
Sylvester's determinant. We note that most multivariate resultants contain "extraneous factors". 
We can understand the TES by comparing Sylv(G, H) with resultants by the TES and the SpS. The 
Sylv(G, H) mostly gives us resultants of large extraneous factors if G and Hare sparse. The TES and 

SpS, with no extraneous-factor removal, will give_us resultants with much smaller extraneous factors 
（⇒Theorem 2 in 3.3)，!:'.ut they seldom give us 82, the lowest order polynomial in〈{G,H}〉nlK[u].
In order to obtain the 82, we must do as follows: suppose we obtained a resultant Pk by TES or 
SpS. Then, we compute Elim(E, Pk) or Spol(E, Pk) for each element E of TES or SpS. We show a 
wonderful theory of extraneous-factor removal for TES（⇒Theorem 3 in 3.3). 

(Impo汎antparts of the text, such as theorems, are written in English.) 

1 Introduction 

最初に多変数多項式の再帰表現 (recursiverepresentation)と単項式表現 (monomialrepresentation)を定義

し述語を定める。 G とH は変数 (x)= (x1,...,Xm)の数体区上の多項式とし，それらの X1に関する次数

をそれぞれ dとeとする (d2 e)。（”')＝ （X2,..,Xm)とすれば， G とH は下記のように表せる。

G = 9d(x')xf + 9d-1(x')xf―1 + ・ ・ ・ + go(x')x~, H = he(x')x1 + he-1(x')x~-l + ・ ・ ・ + ho(x')x~. (1) 

ここで，係数多項式 g,（ぷ）や柘（x')はさらに変数x'に関して再帰的に表現する。これが再帰表現である。

一方，単項式表現では多項式 GやHを単項式の和として表現する。ここで，単項式は数係数を除き一意的

に順序づけられるとする。そのような順序は多々あるが，変数消去の観点からグレブナー基底計算を論じる

ため，本稿では辞書式順序 (lexicographicorder; LEX順序と略記）のみを扱う [5,6]。

G = M1 + M2 +・・・+Mk, M1 >-M2 >-・ ・ ・ >-Mk, where 

M;=c;x『'1亨・ • ・x盆べ c; E区， e，」 ENU {O}, M; >-Mi(>i) ⇔ （2) 

either [e;,1 > ej,1] orヨl> l s.t. [e;,1 =ej,1, ・ ・ ・, e;,1-1 =ej,l-1, e;,z > ei,zl• 

*1〒305-8571坂城県つくば市天王台 1-1-1-1 E-mail: sasaki如 ath.tsukuba. ac.jp 
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上式（1)と(2)において，釦（の＇）吋と M1をそれぞれGの主項及び主単項と呼び，それぞれ ltm(G)及び

lmn(G)と表す。また， gdば）と C1を主係数と呼び，それぞれ lcf(G)及び lc(G)と表す。 Gから主項と

主単項を除いた残りの多項式をそれぞれ残余項および残余単項と呼び， rest(G)及び rst(G)と表す。 Gの

砂次項を定数項と呼び， ctm(G)と表す。

グレブナー基底を計算する際の韮本演算は S多項式生成である； M簡約りは S多項式の特殊な場合なの

で， S多項式に含める。多項式 GとH を単項式表現したとき， Spol(G,H)は次式で定義される [6]。

Spol(G,H) := [lmn(H)/C]-G-[lmn(G)/C]-H, C := gcd(lmn(G),lmn(H)). (3) 

数式に限らず例えば論理式の集合が与えられた場合，各論理式のみならず，それぞれの基本単位も含めて

“項”と呼び，与集合を次々に変形して目的の集合に到達する体系的手法を“項書き換えシステム’'と言う。

項書き換え算法の中で際立っているのが Knuth-Bendixの‘'完備化手順 (completionprocedure)"である。

ここで，完備化された集合とはグレブナー基底のようなものである。この手順の基本演算は，項集合の任意

の二つの項T1と花に対し，それらの先頭項H1とH2とをキャンセルさせるに足る最低位の項 t1とゎを

それぞれ石と花に掛けて，新しい項 T3:= t1 X Ti -t2 X T2を生成し， T3が0でなければそれを項集合

に付加することである。花は正に S多項式に対応し，また，冗が乃で消去されることもある。花は T1

と乃の臨界対 (criticalpair)と呼ばれる。すなわち，グレブナー基底計算は単項式表現された多項式集合

における完備化操作であると見倣せる。なお，一般の項書き換えシステムでは，完備化手順が停止性を持つ

ことも結果が完備性を持つことも保証されない。詳しくは [7,12]等を参照されたい。

本章の頭で述べたように，多項式の表現として単項式表現と再帰表現という異なる二種があるのだから，

再帰表現に対しても臨界対を定義すべきである。日本の研究者がグレブナー甚底を知って 4~5年後，岩波

講座応用数学の一分冊『計算代数と計算幾何』の前半部分の執筆依頼があった。何処でどう使うかの思案が

全くないまま，「とりあえず書き記しておこう」と書いたのが下記の Elim(G,H)である [13]。

Elim(G,H) := [!tm(H)/C]-G-[!tm(G)/C]-H, C := gcd(ltm(G),ltm(H)). (4) 

上式 (3)と(4)を比較すれば， “lmn(*)"と“ltm(*)"が入れ替わることを除けば全く同じである。このこと

から， Elim(G,H)は Spol(G,H)と同様に根源的役割を果すのでは？，との期待が膨らむ。

まず変数消去の観点から， Spol(G,H)に某づくグレブナー基底法と終結式に基づく消去法（これを旧式

終結式法と呼ぶ）を比較する。本段落では，与えられた多項式系を F = {Fi,...,Fm,Fm+1} C 訳[x,u],

（x) =(xi,・・・ 心m),(u) = (uぃ•..， Un) とする。そして， X1,...,Xm をこの順に消去し u の多項式を得る

ことを目的とする。グレブナー甚底法は、 EとFj（ナ）の先頭単項を消去し最低順位の S多項式を生成する

のみならず、その S多項式を他の多項式でM簡約し，生き残った多項式を rに付加し、あらゆる対に対し

てS多項式を生成し続ける。この“最も低順位の多項式”と“あらゆる対に対して”という二つの臨界性の

ため、 rの(LEX-順序での）グレブナー基底 GB(F)の最低元がイデアルぴ〉の最低元となる。その代償

として，計算に多大な時間がかかる (m+nに関して 2重指数的［8]）。終結式法では、 Gを係数ベクトル

(g小 gd-l,・・・,go)に対応づけることで、消去結果を行列式で表現する。実際、 G,HE氏[x,u]に対しては、

擬剰余 Prem(G,H) 些 remainder(h~-e+1c,H)は底[x,u]に含まれ、 degx(Prem(G,H))< eであり、 G

と豆—eH, ．．．，砂H の係数ベクトルを行とする行列式で表すことができる。 G と H が互いに素なとき、 G

とHから xを消去すればuの多項式が計算できる。これが旧式終結式である [9,10, 2, 3, 4]。旧式終結式

をGとHの係数ベクトルで表すのが有名な Sylvester行列式である。

以上より，旧式終結式法はグレブナー基底法とは全く異なる消去法だが，理論的にはまとまっていること

がわかる。しかしながら，大きな問題点を含む：旧式終結式は大抵の場合，余計因子 (extraneousfactor)を

l) Buchberger did not put the "M". Since the word "reduction" is used in many different meanings, the author attach M 

to emphasize that the reduction is performed on each monomial. 
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含むのである。余計固子の存在は， 20世紀初頭に Macaulayや Dixonらが多変数多項式系の旧式終結式を

研究した際に既に気付いていた。その後， 1980年代に Kapurと彼の協力者ら多くの研究者が余計因子除去

に取り組んだが，失敗した。余計因子と Kapurらの研究については [11]を参照されたい。なお， Macaulay

たちの理論も Kapurらの理論も，旧式終結式を行列式で表現する点は同じである。

さて， Elim(G,H)は再帰表現での土項消去に他ならないので，これを繰り返せば変数 Xl,・・・,Xmを順に

消去できる。本稿では，この方法で計算できる底[u]の多項式を終結式あるいは新型終結式と呼ぶ。二つの

与多項式から始まる擬剰余計算の列を PR S (Polynomial Remainder Sequence)というので， GとHから

始まる主項消去演算の列を TE S (Term Elimination Sequence)と命名した。

G,HE訳[x,u]に対する TESの定義とその性質は次章に述べるが，簡単なものである。そして， TES

に基づく終結式計算とグレブナー基底計算（ただし，終結式計算まで）との関係も明快に解明される。だが，

それだけでは全く不十分である： TESとグレブナー基底との関係をより深く調べるには， Eulidの互除法

に関する拡張互除法のような概念が是非とも必要である。そのことを簡単な例で示そう。

ド記の二多項式系石のイデアルの最低元ふは実に興味深い性質を持つ

石＝｛ G＝丑x（伍＋uv)＋丑x(U2-uv)＋ （炉＋uw)，

H=が x(uv＋炉）ー x2x (uv＋炉） ＋ （v2-vw). 

gcd(lcf(G), lcf(H)) = u + v, cont(G) = u, cont(H) = v 2)に注意されたい。

Buchberger算法を多項式系 F2に適用して得られる多項式の中で，変数 xが消去された多項式は順に凡＝

(u-v)品， P7=V82,凡＝ w82,P11 =品である。ここで，ふはイデアル〈石〉の最低元で，次式で

ある：品＝ 3u4v+ 3u3炉＋ 4u3vw-3u2v3 + 4u2v2w + 4u％研＋ uv4-4uv3w + 4uv2研．参考までに，

p6 = A心＋恥H を満たす多項式 A6,B6を提示する：心＝丑x(-u3v -u2v2) + (2u3v + u2炉＋ y研），

B6 ＝丑x(u3v+yデ）＋（ U丘研v+2u叩）。 A’'比は Piを生成元 GとHで表現する “P;=Aぶ十B;H"

の係数なので，生成元係数 (Coefficientsof Generators, CofGsと略す）と命名する。 CofGsは二多項式系

のみならず多多項式系にも定義する呪次に AnとB11を提示する。 P11は終結式を越えて消去を行った

ので，次数条件 (degreeconditions) degx(A5) < degx(H), degx(B5) < degx(G)を満たしていない。なお，

Buchberger算法における CofGsの算法については，文献［1]の第 2章3節を参照されたい。

Example 1 

(5) 

A11 

B11 

=
＋
+
+
 _
＿
+
+
+
 

砂 x(8研v-8悦）
xパ(-8u2v+ 4uv2 -Suvw + 12企— 8炉w)
丑x(-2炉v+ 2uv2 -12沢＋ 16炉w)
(3u2v + 2u炉＋ 2uvw+ 3v3 -10炉w+Sv研）

砂 x(-8研＋ 8u炉）
が x(-8研＋ 12炉v+ 8研w-12u炉＋ 8uvw
丑x(-6研＋ 6u2v+ 4u炉）
(砂 -6u2v+ 6研w+ uv2 -6uvw + Su研）．

実は，本例題の二多項式系は，論文 [14]の研究の中で現れた系である。そこでは，“拡張ヘンゼル構成”

という演算の結果式を，グレブナー基底の最低元とその CofGsを用いて最も簡潔な形で表現したかった。

そこで， A11とB11が簡単にならないかと，試みに AnをH で， BnをGで割ってみたところ，いずれ

も剰余が多項式になった。参考までに，これら除算の剰余を提示する。

ふ := remainder(An, H) 

＾ En:= remainder(Bn, G) 

ー丑 x(2u2v + 2叫） ＋3u2v + 2u性＋ 2uvw —悦＋ 2v知，

研 X(2研＋ 2炉v)+砂-2炉v-2研w+ uv2 -2uvw. 

2)F= fz(u)が＋ fl-1(U)が一1+..・+fo(u)のとき， cont(F)= gcd(fぃfz-1,•••,Jo) である。
3)G,H E JK[x]の場合，（A;,B,）は Coefficientsof Bezout's identityと呼ばれるが， Bezout'sidentityはEuclidの拡張且除法

の公式そのものである。今の場合，生成元は多変数多項式でしかも 3涸以上でもよいので， CofGsの方がよい命名であろう。
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quotient(Au, H)-G + quotient(Bu, G)-H = 0なので， AnG+BnH＝品が得られる。筆者はこれには

驚くとともに，このことは一般的に成立するに違いないと確信した。証明は第 3音で与える。 II 

ほとんどの読者は，特にブレブナー基底算法の信奉者は，多変数多項式イデアルの最低元は Spol(G,H)

演算を用いなければ計算できない，と思っているだろう。しかし，少なくとも二多項式系に対しては，上例

に示した CofGsの性質を使えば， S多項式を一切計算することなく，イデアルの辞書式順序での最低元が

PRSとGCD演算で計算できる。なお， CofGsの性質自体は， TESによって明快に解析されることを

付記しておく。多多項式系に対しては，まだ証明したわけではないが， S多項式を使わなくてもイデアルの

最低元を計算できると筆者は思っている。だが，筆者自身はその研究を遂行する気はない。

2 Definition of T E S and D ・erivation of various formulas 

本章では， degェ(G);::> degx(H)を満たし 2個以上の項を持つ， relativelyprime G, H E恥[x,u]から始まる

TES (P1:=G, P:が＝H,P3:=Elim(P1,P2), ・ ・ ・, P;+1:=Elim(P;-1,P;), ・・・, P,炉＝Elim(Pk-2,P,い）），

pk E応[u])，を考える。各Elim(P;-1,P;)において， p，_1とP'をそれぞれoperand,eliminatorと呼ぶ。

前章では， Spol(G,H)との類似性を強調するため Elim(G,H)を(4)式で定義したが，実際計算の観点から

はxを表に出した方が解り易く，次のように書き改める；こうしても内容は不変である。

｛虹：＝Elim(P9-1,Pi) ＝ [lcf(R) / c,]•P,-1 -［lcf(P，-1)／c,］・砂p',

c., = gcd(lcf(P;-1),lcf(P;)), 8; = degx(P;_i) -degx(P;). 

2.1 Generation rules of TES and basic properties of TES 

初期基底を {P1,P叶，現基底を {P;-1,P;}とするとき， TESの生成規則は次の三つである。

規則 1 : operand P;-1は現基底の最大次数元である。

eliminator P;は現基底の残りの元である。

==> P;+i := Elim(P;-1,P;)を生成する。

規則 2 : =?  pi-1を現基底から削除する。

規則 3 : ==>P;を新基底に付加する。

TESの基本的性質は次の三つである。

性質A : deg(P;口） < deg(P;-1)~ dj哩rdeg(Pj) ; 

d;-1 = d;, d;-1 > d;の両場合でそうだから。

性質B : operandは現甚底の次数最大の元だが，

di-1 = d，の場合，一意に定まらない。

⇒ TESは二つに枝分かれする。

性質C : 同じ多項式を複数回 eliminatorに使うこともある。

(degx(P;_i) 2'degx(P;)+2が必要）。

⇒ TESをabnormalと呼ぶ。

まず，枝分かれ (branching)の場合（即ち， degx(P;_i)= degx(P;)の場合）の特徴を述べる。

なお，枝分かれの実際の状況は分かり難いので，次節で具体例を与える。

特徴 1 : pi+lは土符号を除き operand選択に依らない。

~ Elim(P;-1,P;) = -Elim(P;,P;-1)ゆえ。

(6) 
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特徴2 : P;+2では operand選択の差が現れる（下記の二通り）。

P;+1 =Elim(P;-1, P;)⇒ P心＝ Elim(P;,P;+1)-

P;+1 =Elim(P;, P;-1)⇒ P;+2 = Elim(P;-1, P;ョ）．

いずれの場合も P9+3=Elim(Pi+1,pi+2)．

特徴3 : 枝分かれを全て辿れば，最低順位の終結式が得られる。

上記の特徴 lを見て，筆者は “TESは土符号を除いて一意的だ’'と早合点したが，ゆっくり考えて，‘、Pi+2

の計算時点で分岐する”と気付いた。特徴3については第3音第一節で具体的に述べる。

次に， abnormalな場合（同一要素がr(> 1)回， eliminatorとして使用される）を詳しく述べる。簡単の

ため， TESが先頭項から abnormalとなる場合を扱い， TES中の abnormalな要素等はP；のように＇を

つけて区別する =⇒ P{=G,P{+r=H。この場合，（P{,P~, ・ ・ ・,P;, P{+r)をabnormalな要素列とする；

Pい＝H ゆえ Pいは Elim演算で計算すべき要素ではなく，下記で知るように deg(P:)= deg(P{+r)と

なる可能性があり，その場合は (P:,P{+r)で枝分かれするので， P{+rをabnormal列の最終要素とした。

上記のように定めたTESのabnormal要素の生成公式と性質は次である。

｛凰：＝ ［lcf(H)／c;]P; -［lef(p；)／吟lx6;H (1 < j < T)， 

c1 = gcd(lcf(P;), lcf(H)），号＝ degx(P;)-degx(H)2: 0. 

a) TESが先頭から abnormalとなる必要十分条件は

degx(Elim(G,xdeg(G)-deg(H)H)) 2': degx(H)である。

b) TESの途中からでも abnormalになりえる。

c) deg(G=P{) > deg(?:り＞．・ ・ > deg(P:) 2': deg(H)である。

d) pいの続きは P3:= Elim(P:,H)から始まるが，

deg(P:) = deg(H)の場合は枝分かれする。

(7) 

a)とb)は自明だろう。 (7)式より， p;の主項は x6;Hで消去されるので，号＞〇なら deg(P{+1)< deg(P;) 

であり，釘＝ 0は j=rの場合にのみ生じ得る ⇒C)。abnormalT E Sの最終甚底は (P:,H=P{+r)で

あるが， d)の凡は，枝分かれが生じるか否かに関わらず， normalなTES要素と見倣す。

2.2 An  example of computing braching TES 

Example 1 (continued) : Branchingを起こす TESx(G,H)を具体的に計算してみよう。

P1 := G=バ（研＋uv)＋丑(u2-uv) +（研＋uw), cont(A) = u, cont(P:砂＝ v.

P2 := H= 丑 •(uv+ 炉）一丑(uv +炉） ＋ （v2 -vw), gcd(lcf(A),lcf(A)) = u + v. 

lも：＝ ［（uv + v2)/(u+v)] xPi -[(u2 + uv)/(u+v)] xlも＝ 2x2u2v+ u2v -uv2 + 2uvw. 

TES の先頭から branching が始まっている~二つの枝を追跡する！

gcd(lcf(Pふlcf(P3))= u, gcd(lcf(P:かlcf(P3))= v. 

P41 := [(2u2v)/u]xA -［国＋uv)/u]x凸 ＝ 丑(u3v-2u亨ー2u2vw+ uv3 -2uv2w) + 2u3v + 2u2vw. 

P42 := [2u2v/v]xP2 -[(uv ＋炉）／v]x丑凡＝丑(-3u3v-2u2茫— 2u2vw+ uv3 -2uv2w) + 2u2v2 -2u2vw. 

二つの枝をさらに追跡する！

gcd(lcf(P;孔lef(Pい）） ＝uv, gcd(lcf(P;叶，lcf(P42))= UV. 

p51 := ［lef(Pい）／uv]xP3 -[(2u2v)/uv] xP41 = 3u4v + 3u3役＋ 4u3vw-3u2悦＋ （5 terms) = 82. 

P52 := [!cf(P42)/uv] xP3 -[(2u2v)/uv] xP42 = -3u4v -3u3v2 -4u3vw + 3u2v3 -(5 terms)= -82. 

ウワー，ビックリ仰天だ・・・一気に品が出てきちゃったよ！ II 
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2.3 Derivation of CofGs for each element of T E S 

第 1章の Ex.1で，グレブナー基底計算中に現れる多項式の CofGsの重要性を述べた。重要性はTES

に対しても言える（本稿ではそうでもないのだが…）。本節では，まず AiG+BiH = P.。を満たす CofGs

(Ai,Bi) E氏[x,u]2を， TESがnormalな場合と abnormalな場合に対して別々に導出する。

TESがnormalな場合： （A1,B1) = (1,0), (A2,B2) = (0,1)は自明である。さらに， A;+1,Bi+lが

A;+1 := [!cf(P;)/c;] A;-1 -[lcf(P;→)／叫 X6•A,9

Bi+l := [lcf(P;)／叫B;-1-[lcf(P;-1)/c;] x8'B;, 
(8) 

なる逐次公式で計算できることは， iに関する帰納法で簡単に示せる。また， TESの最終要素 pkE区[u]

に対しては，次式が成立する； deg(A砂と deg(B砂の差は (A2,B2) = (0, 1)に基づく。

deg(A砂＝妬十...十 8k-1= deg(H) -deg(Pk-1), 

deg(Bり＝必＋・・・十 8k-1= deg(G) -deg(?.い）．
(9) 

TESの要素 P'の次数は iに関して単調減少だが， A;とB;の次数は単調増加ゆえ， 2.1節の性質Aより

deg(A;+1l > deg(A;_i), deg(B;+1l > deg(B;-1)である。したがって，（8)式より次式が得られる。

ltm(A;十1)= -[lcf(P;-1)/c;]砂 -ltm(Aか ltm(Bi+1l= -[lcf(P;-1)/c,]砂 -ltm(B;). (10) 

次にabnormalな場合の CofGs:前節と同様， P{=Gかつ P{+r=H（すなわち先頭の r項がabnormal)

とする。自明な (A~,BD = (1,0)から出発し，各要素 P[(2 ~ i ~ r)に対し， A;c+BfH= P[を満た

す (A;,B:)E 恥[x,uドを算式 (7) に基づき計算する。 i=2 では， P~ = [lcf(H)/c~]G -[lcf(P{)/c~]x8iH 

だが gcd(G,H)= 1ゆえ，（A;,Bり＝ （［lcf(H)／叫],-[lcf(P{)/ci]x8i)と一意に決まる。 i =3では，

A;c+B賃＝ P~ = [lcf(H)/c且Pi-［lcf(Pり／外］X姥H なので， 右辺の p~ を前記の G と H で表すと，
A; = [lcf(H)/c糾lcf(H) ／叫］， B~ = -[lcf(H)／叫l[lcf(P{)fci]x8i-[lcf(PD/c付凸が得られる。 A;とAら

は漸化式 A;= [lcf(H)/c;J-A; を満たし， B~ と B；は B~ = [lcf(H)/c幻 •B; -［lef(Pi)／伶]x約を満たす。

念のために， i ＝ 4 の場合も計算したところ， A~ = [lcf(H)／唸l[lcf(H)／令］［lcf(H)/ci]= [lcf(H)/c;J xAふ
B~ = -[lcf(H)／唸l[lcf(H)／外l[lcf(P{) / c~]ェo; -[lcf(H)/cり［lcf(P~) ／伶]x必＿ ［lcf(PD/c;]”約が得られた。

B~ と B~ は漸化式 B~ = [lcf(H)/c;JxB~ -[lcf(P~) ／唸］xo; を満たす。これらを一般化したのが次式である。

A;+l = [lcf(H)/d;] xA;, Bf+1 = [lcf(H)/c;J x Bf -[lcf(P[)/d;]x8;, 

degx(Aい） ＝0, 

証明は簡単なので読者にお任せする。

ltm(Bい） ＝ ［lcf(H)/c;] xltm(B;). 

3 Usage of T E S for two-polynomial systems 

(11) 

従来，旧式終結式法とグレブナー韮底法との間にはほとんど接点がなかった。前者は後者から全く相手に

されなかったのである。前者の研究者は何とか後者との関わりを示した＜，たとえばWangは深い関係を発

見したと主張している [18]が，筆者には深い関係とは思えない。だが，二多項式系尻i={G,H}に関して

は， TESと“主変数の次数を低下させる Spolの集合’'との間には深い関係がある。本章では第一節で，そ

の関係を定理の形で提示する。次いで第二節では，二多項式系の最低元を計算する算法を与える Thm.2を

証明する。実は，その証明として 2017年論文 [16]に記したものは複雑かつ細部の説明が不明確であった。

そこで，今年度 (2023年）に怖単明瞭かつ完全な証明を行った。本稿では最新証明に加え，旧証明との対比
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も行う。 Buchberger算法は，主変数が消去された（終結式に対応する）多項式と他の多項式との S多項式を

次々に生成し，イデアルの最低元を生成する。第三節では，これと同様な方法をTESに対して試行する。

その結果，正に“出来過ぎだ”と形容してもよいだろう定理を見出した。

まず，本章で里要な役割を果す定理をThm.0として提示する。証明には [15]と文献 [8]を参照されたい。

Theorem O Let GB（石） bethe reduced Grabner basis of〈石〉 w.r. t. the monomial order x>-U1,...,Un 

{the u-order may be any). Then, we have GB(F2)nlK[u] = {S:叶．（Hence,any polynomial in〈f砂n氏[u]

is a multiple of均）ロ

3.1 Deep relationship between the TES  method and Buchberger's method 

まず，深い関係とはどんなものか，簡単な例を提示する。

Ex.2 Given G:＝丑•(u+v) + x2•(u-2w) + (2v+w) and H:＝丑(u-w)＋丑(2u+v)+ (v-2w), 

eliminate only the x4-term of { G, H} by both the Elim operation and Buchberger's method. 

系 {G,H}に対して E1:= Elim(G,H) = (u-w)xG-(u+v)xHを実行すると x丸項が消去されて，

E1 = (u-w)[x2 (u-2w) + (2v+w)] -(u+v)[x2 (2u+v) + (v-2w)]を得る。

次に， X生項消去を S多項式生成で行うのだが， Buchberger算法は可能な限り S多項式生成を行うので，

制限された S多項式だけを生成するように， G= x4u + x4v + Re, H＝がuーがw+RHと書き換える。

すると， Spol集合として，たとえば Spol(G,H)= G-H = x%＋丑w+ Re -RH =: Ga,⇒ 
Spol(G, Ga)= -x4uw + x4v2ー (u-v)Re+ (u+w) RH旦わ―(u-w)恥＋（u+v)御 ＝ ： 届

Spol(H,Gサ・・ £ -(U-W)祝＋ （u+v)邸＝瓦を得る。見て分かるとおり， E1=瓦である。 II 

丑項を消去して得られる多くの多項式の中で，上記の恥が最低順序の多項式であることは， Elim(G,H)

演算が臨界対であることによる。 Elim(G,H)は正に単刀直入， TESの面目躍如である。

上記の例を一般化すれば次の定理が得られる： なお下記では，当然ながら GもH も複数項から成り，

FE区[x,u]に対し， F」e'はFの項のうち xー次数がe'以上の全ての項の和を表すとする。

Theorem 1 Let deg(G) = d 2'. e = deg(H). Let e'be any integer s.t. e > e'> 0 and at least one of 

GJe,-1-GJe, and HJe,-1-HJe, is not zero. Let Pe, and且， bethe lowest-order polynomials obtained 

by eliminating ~ and only the terms of G」e'andH」e',as follows. The Pe, is obtained by the TES 

method, by tracing all the branches encountered and finding the lowest-order polynomial. The Pe, is 

obtained by Buchberger's method. So, degx(Pe') = degx（恥＜ e'.Then,凡＝ cPe',where c E JK. 

Proof指数e'はGand/or Hのどれか一つの項を定めているが，このことは定理には必要不可欠である。

実際の計算においては，次数が e'未満の項全体を別記号で鷹き換えるのが間違いがなく効率的である。

さて，各演算 Pi+l:= Elim(Pi-1, P,,)は， pi-1とP， の主項どうしを消去して得られる多くの多項式の

中で最低順位のものである。今の場合，多くの Elim演算を繋いで G」e'及び H」e'の項消去が行われる。

当然，枝分かれが何度も起きるだろうが，全ての枝を辿り，それらの中で順序が最低の多項式を選び出し，

それを Pe,としている。したがって， Pe,は定理が目的とする多項式である。

問題は Buchberger法がPe'の定数倍の多項式を計算できるか，である。それには Pe'に対する CofGs列

を利用する；この CofGs列は初期系 {G,H}から几に至る“最短経路’を示すから，最短経路に沿いつ

つBuchberger法を適用すればよい。しかも， Pe,の計算は Elim演算の列であるから，個々の Elim演算が

Buchberger法に変換できれば十分である。当該の Elim演算を Pi+l:= ¢Pi-1一似x0'Piとする。ここで，

¢ = lcf(Pi)/ci,ゆ＝ lcf(Pi-1)加であるが， Ciは後で割るとして本段落では 1とおく。¢とゅは再帰
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表現での uの多項式だが，これらを単項式表現に変換して¢および贔と表し，¢ =釘＋況＋・・・＋ s/J,9

心＝ t1+ t2 + ・ ・ ・ + t,.,,s1 >--s2 >--・ ・ ・ >--sμ,, t1 >--t2 >--・ ・ ・ >--ゎとする (s/J,and/orゎは定数も有り得る）。

上記Elim演算は，その主係数だけに着目するとか<lcf(Pi_i)―心xlcf(Pi)= (¢ゆーゆ¢)= 0なる恒等式

である。この恒等式は単項式表現に変換しても当然成立する。さらに， Ri-l:= rest(Pi-1), Ri := rest(Pi) 

とおき， d= degx(Pi-1)とすれば，上記 Elim演算は下式のように表せる（（ふ切と(¢，心）は同値）。

[(s1 + ・ ・ ・ + sμ) x (t1 + ・ ・ ・ + t,.,)・Xd + ¢Ri-1] -[(t1 + ・ ・ ・ + t,.,）x(s1+・・・+sμ)・エd十心x8'R;]. (12) 

上式で砂の係数を見ると，各添字対 (J.1，ゆ）に対して sれ伍＝ tj2Sj1ゆえ，左部の s]1t]2と右部の tゎS31は

正確に打ち消し合う。すなわち，（12)式のぉ叱項の係数部を単項式表現で素腹に計算するだけで， Xd-項が

消去される。以上より， S多項式を計算するまでもなく，非常に簡単に定理が証明される。 ロ

Remark 1上記定理で e'=1とすると新型の終結式が計算できる。だが， Thrn.1で計算される且はイデ

アルの最低元品ではない。第 1章の Ex.1で言うならば， P1は多項式 p6に対応する。実際， P1も凡も，

それらの CofGsは次数条件を満たす。品は， P1と他の多項式との S多項式 sを次々に計算して得られる。

なお，本稿は“次々と S多項式 sを計算しないで品を計算してやる”，という野心的なものである。 II 

3.2 Computingふ withoutconstructing any Spolynomial 

Theorem 2 (S and Inaba [16]) Let G, H E恥[x,u], with deg(G)：：：： deg(H)：：：： 1, be relatively prime, Pk E 

応]be the last element of PRSx(G,H), and Ak,Bk E氏[x,u] be the CofGs of Pk. Let忌bethe lowest-

order element of_ GB({G,H}), and A，互 E訳[x,u] be the CofGs of忌． IfA and B satisfy the degr;_ee 

conditions, deg（ふ＜ deg(H)and deg(B) < deg(G), then we have Pk/ gcd(cont(Ak), cont(Bり） ＝ c忌，

where c E民． IfA and B do not satisfy the degree conditions, we can convert them to remainder（ふH)

and remainder(B, G), respectively. 

Proof 拡張互除法に関する有名な定理は，“次数条件を満たす AkとBkは凡から一意的に定まる”，と

主張する。今の場合， A とBが次数条件を満たすならば， Thm.Oから pk=C品， CE図[u]，ゆえ，

(Pk,Ak,Bk) = Cx（品，ふB)，となり， C= c gcd(cont(Ak), cont(B砂）， CE恥，と定まる。

次に， AとBが次数条件を満たさない場合を考える。 PKはイデアル〈石〉の要素ゆえ， Thm.Oによれば，

pk = C忌を満たす多項式 CE灰[u]が存在する。 Cを使えば，定理の最終行が下記のように簡潔に証明

できる。なお，次の段落では簡単のため remainder(A,D)を rem(A,D)と表す。

前提 AG+BH＝品と C品＝ pk＝ふG+BkHとから， Cx(AG+BH)= C品＝ふG+BkH ===;,-

(CA-Ak)G + (CB-Bk)H = 0を得る。 gcd(G,H)= 1ゆえ， CA-AkとCB-BkはそれぞれH とG

の倍数===;,-rem(CA-Ak,H) = 0かつ rem(CB-Bk,G)= 0が成立する（ここで， Cをremainder演

算内に残すのは， H とGによる除算で Cの一部がlcf(H)とlcf(G)に食われる可能性があるからである）。

次数条件 deg(Ak)< deg(H), deg(B砂 <deg(G)より， rem(CA-Ak,H)= rem(CA,H) -Ak = 0かつ

rem(CB-Bk,G) = rem(CB,G)-Bk = 0となり，さらにrem(CA,H) G+rem(CB, G) H = AkG+B辻{=

pk = C品を得るので， remainder演算内の Cを外に出すことができる。以上より， A:=rem（ふH),

B :=rem(B,G)とおくと，政G+BH=品を得る。 ロ

Remark 2上記の証明は，論文 [16]のTheorem2の証明と同じに見えるが，同論文の Theorem2は本論

のThm.2とは全く異なる。論文 [16]では，最も重要な命題は Lemma1と2である。 Lemma1では， Aと

Bの高次項で次数条件を満たさない部分の係数部は 1:= gcd(lcf(G),lcf(H))の倍数であることを， GとH
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のElim演算を利用して導いている。ついで Lemma2では，（ふ恥：＝ （rem（ふH),rem(B,G))E区[x,u]2

であることを導いている。 論文 [16]のTheorem2は，上記の証明の第一段落に相当する。 II 

Thm.2は第 1章の Ex.1に対処するもので，定理の証明ではCAとCBを無条件に H とGで割っており，

Ex.1の計算をそのまま実行している。誰しも，上記の証明はずーっと以前に発見されたと思うに違いない。

ところが然に非ず，証明は 2023年 1月に発見されたのである。以前の証明は， 2017年の論文 [16]に記さ

れたもので，非常に複雑で読者に解りにくいし，ふhを直接扱わずTESを介するという点で筆者も不満

であった。以前の証明がどんなものだったかを振り返ってみるのも読者に有用だろう。

まず， 7嘔fgcd(lcf(G),lcf(H)) と定める。今の場合，次数条件を満たさない A,Bが対象である。最初に

考えたことは， AとhをそれぞれH とGで割ると，剰余が共に応[x,u]に入る条件を求めることだった。

次数条件が成立しないので， deg(AG)= deg(BH) 2: deg(GH) ===> ltm(AG) + ltm(BH) = 0が成立。

よって， 'Y= 1ならば目的が達成される。なぜなら， 'Y= 1 ===> !cf(G) I !cf直）と lcf(H)I !cf(A)が成立

する===>多項式 qA:= quotient(ltm（ふ，ltm(H)）と qB:= quotient(ltm（恥，ltm(G)）は qA＋仰＝ 0 

を満たす===>A=qAH+A', B=qBG＋和と表すと， i/と和は多項式で iIG十秒H=品，かつ

deg⑭) ＜deg（ふ， deg（和） ＜deg(B)を満たす。この操作を繰り返せば， AG+BH=品かつ次数条件

を満たす多項式ふBが計算できる。

次に，アナ 1の場合を考えた。 d= degx(G), e = degx(H)とする。この場合でも，ふBの計算過程で，

Aのe次以上と Bのd次以上の項の係数部が全て？と互いに素になるならば， AとBの次数はそれぞれ

H とGによる除算で低減できる。しかし， iとBの具体的表現は未知が前提である。そこで， AとBの

高次項の係数部に Tの因子がどのように入り込むかを， TESとGrabner基底計算を対比することで考察

した。前節の議論によれば， Grabner基底計算と TESェ(G,H)計算とは深い関係がある。 TESx(G,H)の

要素且に対する CofGsを(A;,B;)とする。 P'のか次数の減少につれて， A,とB;のx-次数は増加する。

そして，ァの因子がどのように A;とB;の土係数に入り込むかは，非常に明快に解るのである。

そのことを簡単に見ておく。 7の定義式より， Tは尺と圧の主係数には含まれているが， iが増加する

につれて， 7の因子がP;-1の主係数から何処かへ行く運命にある。そこで，？の因子であるうが， p._1の

主係数には含まれているがP;の主係数には含まれていない，と仮定する。 TESの基本的演算である公式

(6)によれば， c;= gcd(lcf(P;_1), lcf(P;））はうを含まないので， lcf(P;-1)／うはうを含むが， lcf(P;）／うは

令を含まない。よって，公式 (10)によれば，うは A9+1とBt+1の主係数に飛び移っていることがわかる。

したがって， TESの計算が終了した時点では， Tはすべて AkとBkの主係数に移っていることになる・・・

ただ一つの例外を除いて。例外とは， GとHの定数項を除く全ての項の係数部が， 7の多項式因子をもつ

場合である。よって，例外対策を考えれば一応，話は出来上がる。なお，上記はTESがnorma]な場合で

あるが， abnorma]な場合にも同様な議論ができる。それでもなお，前記の筆者の不満は尤もだろう。

不満を抱えながらも，多項式の再帰表現に基づく，多・多項式系のグレブナー基底計算の高速化の研究に

没頭され，証明の改良はごく最近まで放っておいた。グレブナー甚底計算の高速化に関する一連の研究を

サーベイ論文 [1]にまとめたあと，改めて Thm.2の証明の改良に取り組んだ結果，拍子抜けするほど簡単

に申し分ない証明が得られた；それがThm.2の直下に書いた証明である。

3.3 New theorem on the extraneous-factor removal for石

In Buchberger's algorithm, the lowest-order polynomial忌ofthe Gri:ibner basis GB（石） iscomputed 

as follows. Suppose a resultant Pk (u) has been computed4l, and let I'2 := { E1, Eか ...,E1}C 恥[x,u]be 

an intermediate b邸 iswhen the Pk has just been computed. Then, the algorithm computes Spol(E;, I',り

4lin actual computation, neither the user nor the system programmer recognizes when the P:以u)is computed. 
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for each element E; of I'2, updating I'2. We will do a similar computation for the TES: for each element 

P; of the TES, we eliminate x by Pk, with the Elim operation.現在のところ二多項式系に限定されるが，

これにより，一世紀以上も未解決だった“余計因子除去’'が簡単明快に解決されるのである。

第2章に定義した Elim演算では operandもeliminatorもxを含み， Elim演算により xー次数が下がって

いく。しかしながら，その演算では上述の試みは実行できない。本節では， weallow polynomials in区[u]

as the arguments of the Elim operator. We note that, the formula in (6) gives us Elim(g, h) = 0 for 

Vg,h E応[u].Hence, we add the following性質Dto Basic Properties of TE S given in 2.1. 

性質D : ForVg,hE照[u],we have Elim(g, h) = 0. 

Let TESx(G,H) := (P1(=G), P2(=H), P;ふ•.．， Pk) be "optimal TE S", in that its last element Pk 

is the lowest-order polynomial among those computable by applying the Elim operations to {G, H}. 

Below, for each element Pk-i (l ::; iさk-1)of the optimal TESx(C, H), we eliminate x by Pk with the 

Elim operation, and denote the resulting polynomial in照[u]by Pk+i・ We express the GCD corresponding 

to c; in (6)邸加：＝ gcd(C;,j,Pk), where C;,j is the coefficient of xら，i-termof Pk-i・ 

試みに pk-1から PK+1を計算してみよう。

Pk-1 1まxに関して二つの項から成るので Cい (u)研1・1+C1,o(u)と表す。凡を用いて Pk-1から主変数

xを消去することを考える。 01,1:= gcd(C1,1, P;いとすれば， pK+1埜fElim(Pk-1, Pk) = [Pk/01,1]Pk-1 -

[C1,i/81,1]xe1,1Pk = [Pk/01,1](C1,1ザ 1・1+C1,o)-[C1,i/81,1]研 1・1Pk = [Pk/01,1]C1,oを得る。 C1,oE恥[u]

ゆえ，上記の性質Dにより消去は終了である。結果式を見ると凡の一部 (=0ぃ）が除去されている。これは

出来過ぎなので， pk-2の消去も試みる。 Pk-2= C2,2Xe2'2 + C2,1X位 1+C2,oと表し， 02,2:= gcd(C2,2, P;砂

とすれば， P£+2嘔fElim(Pk-2,Pk) = [Pk/02,2]・(C2,1X豆 1+ C2,o)となる。 P£+2はxを含むので，さら

なる消去が必要である。 02,1:= gcd(C2,1, P:いとして x豆 1一項を消去すれば， Pk+2些 Elim(P£+2,Pk) = 

[Pk/02,2] X ([A/02,1](C2,1X豆 1+C2,o) -[C2,i/82,1]xe2,1 Pk) = [A/02,2][Pk/82,1] C2,oヵゞ1駐られる。 pk-2

に対する結果式も pk-1に対する結果式と同様，出来過ぎと言うほかないほどよく出来ている。上記の PK

による主変数の消去計算は簡単に一般化できて， Pk-i(0 < i < k)に対して次なる PK+iが得られる。

｛厨を C9,, （U)か•2 + c0,9-1(U)xm.9-1 + • ・ • + c9,o(U)X° と表すならば， （13) 

pk+i = [Pk/0;,,］・..[Pk/0;,1]C;,o, where 0;,j = gcd(Pk, ci,j) (i :::, j :::, 1). 

なお，上式において， C9,j=0の場合も当然あり得る。

筆者は上記の結果式を“出来過ぎ’'と形容したが，何故なのか？それは上記の主変数消去を詳しく検討す

れば解る。これまで何度も言及してきたように，終結式 PKはイデアル〈名〉の最低元品の倍数で，我々の

目的は PKに含まれる余計因子の除去である。その観点から，例えばpk-1のPKによる xの消去を観よう。

今の場合， 01,1= gcd(C1,1, Pk)が結果を決める。崖感的に考えれば，誰しも C1,1から 01,1が除去されると

思うだろう。だが実際に現れたのは Pk/01,1だ。このことは， gcd(C1,1,Pk)# lでありさえすれば， 01,1は

PKの余計因子（の一部）であることを意味する。 PKから余計囚子を除去したい者にとって，まるで“カモが

ネギを背負ってくる”ような話だ。しかも演算は超簡単だ。これが“出来過ぎ”でなくて何だろうか！

TESx(G,H)の各要素 P;(l::; i::; k-l)を用いて凡の余計因子除去を行う際の注意点をまとめた。 Note

that G and Hare relatively prime, hence we will have g cJ hand gcd('Y0,gh) = 1, below. 

useful o. i,* : {0;,;, ei,i-1,..., e,」｝ cont狙 nsat le邸 tone element cJ l. 

1) The extraneous factors due to C;,;, Ci,i-1,..., C;,1 are often double-counted. The double-counting 

is avoided by computing non-zero LCM(Least Common Multiple) of 0;,;, 0i,i-1,..., 0;,1・

2) ci,jの大きさ（含まれる単項式の個数）は通常 iの値が小さいほど大きく，一般に PKが一番大きい。

そこで， pk-1⇒pk-2⇒・・・の順にチェックしていくのが効率的である。
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3) If extraneous factors are found in Pk-i, remove the factors found（⇔ update the Pk)-Since 

如＝ gcd(Pk,C叫＝ 1for the updated Pk, it is enough to check Pk-i-l⇒pk-i-2⇒ •... 

Useless加： allthe elements of｛加，0i,i-l,...,0;,1} are 1. 

1) Once P,ぃ isdecided to be Useless, we need not check Pk-i any more. 

factrbyGH : the factors ofふ whichare determind by G and H only. 

1) Let g := cont(G), h := cont(H) then gh is a factor of函 whereg # h. In this case, 

put G := G/g, ii:= H/h and compute the lowest-order element of ideal〈{c:，打｝〉．

2) 10 := gcd(ctm(G), ctm(H)) # 1 is a factor of S2; ctm(F) is the x0-term of polynomial F. 

xを消去する際，低次項には multipliersが掛けられるが，定数項ctm(G)とctm(H)の因子が消える

ことはなく，消去結果は ctm(G)の倍数と ctm(H)の倍数の和である。なお， gcd(,o,gh) = l。
X) 1 := gcd(lcf(G),lcf(H)）# lの場合： P3や凡などの高次項の係数部はァまたは 1の因子を因子

として持つ場合があるが， 1is irrelevant to the extraneous factor, because gcd(Pk,,) = 1. 

Theorem 3 First, separate the factrbyGH factors from the initial basis { G, H}, reserve them, and let 

{ G', H'} be the resulting basis. Next, compute TESx (G', H'), and for each element Pk-i of it, check if 

如 isuseful or useless, in order ?,い ⇒Pk-2⇒...⇒ P1. If如 isuseful then remove extraneous 

factors found from P,い（⇔ updatePk), according to the above Usefull如 1). This process stops in a 

finite number of steps. After checking all the Pk-is, multiply the reserved factrbyGH factors to the A 
updated last. Then, the product is the S2. 

Proof Theorem O assures us that we can find the lowest-order element of ideal〈{G',H'｝〉 asa factor 

of Pk. The formula in (13) tells us that if 0;,j cJ 1 then 0;,j is an extraneous factor of Pk. Hence, the 

operation of extraneous-factor removal specified in the theorem removes only exraneous factors of the Pk. 

This process stops in a finite number of steps, because Pk contains only a finite number of factors. 

The question is that "does the process remove all the extraneous factors ?". The answer is YES. The 

reason is that the Elim is the critical-pair operation, that gives us the lowest-order element attainable 

from the given system, and the operation is applied to the { G, H} as widely and deeply as possible. 

Therefore, the process given in the theorem gives us the S2. ロ

Note that the Theorem 2 utilizes the CofGs of Pk, while the Theorem 3 utilizes no CofGs. 

(Elim演算は予想外に強力だ。多・多項式系に適用したら，一体，どういうことになるだろう？）
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