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Abstract 

An algorithm for computing Noetherian differential operators of positive dimensional ideals is 

introduced in the context of symbolic computation. It is shown that an algorithm for computing the 
Noetherian differential operators of zero dimensional ideals can be generalized to the case of positive 
dimensional ideals by utilizing maximally independent sets. 

1 はじめに

L. Ehrenpreisは， 1960年代に定数係数線形偏微分方程式系の理論を構築し，ネター作用素を用いて

multiplicity varietyの概念を導入している [7,8]．その後，ネター作用素の理論の研究は L.Hormander 

[16]や U.Oberst [16]などによりなされ徐々に広がりをみせ，近年，論文 [3,4, 5, 6, 13, 14, 20, 22, 23, 

25, 26, 27, 28, 29]で見られるように，計算機代数学の分野で広がっている．また， 2022年の International

Congress of MathematiciansのB.Sturmfelsのレクチャー [19]で定数係数線形偏微分方程式系の話が取り

上げられ，そこでネター作用素の重要性が紹介されている．このように，ネター作用素は計算と理論の両面

において注目されつつある．

本稿では， 2022年に著者により発表されたゼロ次元イデアルのネター作用素計算アルゴリズム [13,14] 

を一般化することで，正次元イデアルのネター作用素を計算するアルゴリズムを導出する．この一般化に

おいて，鍵となるのはイデアルの極大独立集合であり，計算機代数学でよく用いられるゼロ次元化というテ

クニックである．また，論文 [13,14]で議論されているイデアルのネター作用素表現の一般化も議論する．

2 ゼロ次元イデアルのネター作用素の計算

ここでは，論文 [13,14]で紹介されたゼロ次元イデアルのネター作用素の計算法について簡単に復習を

する．
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*2〒 950-2181新潟県新潟市西区五十嵐 2の町 8050番地 E-mail: tajimacmath.tsukuba.ac.jp 
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k をCの部分体とする． n個の変数を X1心 2,..・,Xnとし， n個の変数の省略形を X:= {x1,..,,Xn} 

とする．また，変数 x，で偏微分するという操作を 8”t:＝羞：で表す（1~ i ~ n)．このとき， i-=J jで

x，巧＝巧叩， x，む＝むx,，8，む＝ ajaiが成り立ち， i=jでライプニッツの公式より 8x,x,＝ x,8x, + 1が

成り立っ． K係数の n変数多項式全体のなす環K[x1,,,.,%］を K[x]とし，係数を K[x]とする偏微分作

用素環を

Dx:=｛五加(x)炉加(x)E K[x]} 

とする．ただし， 8(3＝ 8均・・• 8塁;:,{3 =（凡，．．．，f3n)E団である．本稿では， 8か ...,axれをメインのシン

ボルとして扱う． IcK[x]をイデアルとするとき，《IはIの根基を意味する．

定理 1([7, 8, 17]) 

準素イデアルを QCK[x]とし，その素イデアル』？を pとする（すなわち， Qはp-primaryidealであ

る）．このとき， Dxに属する有限個のか，砂，．．．，切があり，次を満たすものが存在する

hE K[x]がQに属すなら，妬(h)，砂(h),...，切(h)E pとなる．逆に，か(h)，砂(h),...，切(h)E pなら

h E K[x]は Qに属す．

定義 2([7, 8, 17]) 

定理 1を満たす多項式係数偏微分作用素をイデアル Qのネター作用素 (Noether operator)と呼ぶ．

近年，ネター作用素が再注目され始め論文 [20,21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]により計算機代数のみなら

ず，微分方程式，特異点論においてネター作用素の有用性が議論されている．

命題 3([13, 14, 25]) 

零次元準索イデアルを QcK[x]とし， v1Q= pとする．このとき， Qのネター作用素の集合は Dxで体

K[x]/p上の有限次元ベクトル空間となる．

本稿では，命題 3で述べた体 K[x]/p上のベクトル空間の基底を Qのネター作用素基底と呼びNBQで

表すようにする．

定理 4([13, 14, 25]) 

零次元イデアルを I=〈fi,...,f叫 cK[x]とし， QをIの1つの準素イデアル成分とする．また， p= v1cJ 
とし， NBQc DxをQのネター作用素基底とする．このとき，偏微分作用素ゆ ENBQは次の条件を満

たす．

(i)い(Ji)E p, i = 1, 2,..., m. 

(ii)交換子積［ゆ，叫：＝印叫ー X国とすると， ［ゆ，xi]E SpanK[x]/p(NBQ)となる．

項即＝ a;;:---a；；：：の多爪次数a=(a1,,,,,an)ENれに着目した項順序>を Nn上で設定する．このと

き，偏微分作用素

心＝ c訳＋ LCf3炉 (c13E K[x]/p, c13 =fa 0) 
a>f3 

において，炉を心の先頭項といい ht（ゆ）で表し， Caを心の先頭係数といい he（ゆ）で表し，炉を心の低

階項という．ゅの低階項の集合を LL（心）で表す．また，集合 ¥J!CDxにおいて， ht(¥J!)= {ht（ゆ）1心E¥J!}, 

LL(¥J!) = LJゆEWLL（ゆ）とする．
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項順序>--に関して，（簡約された）ネター作用素基底NBQを求める方法が論文 [14]では紹介されている．

このとき，ネター作用素の先頭項と低階項は，定理 4(ii)より次の二つの系を満たすことが容易にわかる．

ただし，ここでは第i標準単位ベクトルを

とする．

系 5

第 i成分

e; = (0,...,0, 1,0,...,0) 

項順序を>とする．準素イデアルQ の>に関して簡約なネター作用素甚底を NBQ とする．また，心 €NBQ,

ht（ゆ） ＝伊， 8/3ELL（心）とする．ただし， a=(a1,..., an), (3 = (/31,...，ぬ）とする．このとき，次が成

り立つ．

(i)各 1:c; i :c; nにおいて，もし， a,ミ 1ならば， 8a-ei € ht(NBQ)となる．ただし， a-e; = 

(a1,..., °'i-1, a; -1, °'Hl,..., an) E Nnである．

(ii)各 1S i S nにおいて，もし， f3，2". 1 ならば，炉—e, E ht(NBq) U LL(NBq)となる．ただし，

f3一ら＝ （出，．．．，f3i-1,佑ー 1,a:i+l,・・・ ，f3n)E団である．

もし，ゆ＝伊＋ LCf3尻 (c13E K[x]/p, c13 -=/= 0)がネター作用素であることがわかれば，系 5より，

a>B 
aa+e,がht(N恥）に所属する可能性があり，同様に伊＋e,がLL(NBq)に所属する可能性があることがわ

かる．ネター作用素を計算する際に，系 5は先頭項となる可能性がある候補と，低階項となる可能性の候

補を与える．

系 6

系 5と同じ設定とする．もし， 87¢ ht(NBq)であれば，任意の <5E Nnにおいて， m+6¢ ht(NBQ)である．

系 6により，さらに先頭項の候補を絞ることが出来，候補が無くなれば計算を終了する．

定理 4にあるように，ネター作用素を計算するためには，素イデアルが必要となる．ゼロ次元イデアル

の根基の素イデアル分解は論文［1,12, 18]で紹介されており，準素分解と比べると逓かに速く得られる．論

文 [14]で著者たちにより紹介されたネター作用素計算アルゴリズムは，ゼロ次元イデアルの根基の素イデ

アル分解を行った後に，それぞれの素イデアルに対応する準素イデアルのネター作用素基底を求めている．

アルゴリズム 1

入力： F={Ji,...,fm}：ゼロ次元イデアル〈F〉の基底. >-：項順序

出力： ｛（P1,NBか (P2,NBか．．．，（Pe,NBe)}:〈F〉の最短準素イデアル分解〈F〉=QinQ2 n ・ ・ ・ nQeとする

とき，』広＝凡で，準素イデアルQ;のネター作用素基底が NB;である．

1. {P1，加，．．．，担｝ ←凶万の素イデアル分解を行う； （《ぴ〗＝ Pin··· n Pe) 

NR←0; 

2.各化 (iE {1,...,£}）において，対応する準素イデアルのネター作用素を計算する．

HT← 0; LL← 0;NB← {1}; （先頭項の候補，低階項の候補，結果）

¢ ←1; 

2-1.もしゃヂ 0ならば，¢から先頭項の候補たち HCを作成し， LL(ip）から，新しい低階項の候補

LCを作成する．

HT←HTUHC; LL←LLULC; 



78

2-2.もし， HT=0なら， NRをNRU{(p;,NB)}に更新し， 2に戻る．

2-3. HTから>--に関して最小項伊を選択し， HTをHT¥｛伊｝に更新する；

2-4.ゆ＝伊＋ LC(3別とする．ここで， C(3は未定定数である．

邸 ELl』

2-5.交換子積［心心1]，［い，四],...,［心，％］を計算し， これらが SpanK[ェ］／p(NB)となる c(3たちの条件

（一次式）を得る．また，心(Ji)，心(f2)，...，心（fe)を計算し，これらがP;に属するための cgたち

の条件（一次式）を得る．

2-5. 2-5．で得られた一次式を吐き出し法で解き， Cgたちを求める．

解が存在しなければ'P= 0とし， LLをLLU｛伊｝と更新し 2-1へ．

解が存在すれば解を心に代入し，ゃ＝心とし， NBをNBU｛心｝に更新し 2-1へ．

このアルゴリズムでは，準素イデアルの生成元は必要ない．論文 [3,4, 5, 6]の方法では，準素イデアル

の生成元が必要となり，計算法は全く異なる．

本稿では，アルゴリズム 1で出力される形

{(pi, NB1), (P2, NB叫，．．．，（Pc,NBc)}

をイデアル〈F〉のネター表現という．これは，〈F〉の準素分解と同一視することができるが，明らかに準素

分解より各準素イデアルの情報を多く含んでいる．論文 [14]では，（Pi,NBi)から“対応する準素イデアル”

の生成元を計算する方法も示されている．ここでは，生成元の計算方法については述べない．

注意：イデアルのネター表現は L.Ehrenpreisによって紹介された multiplicityvariety i.e. {(V(pi), NBふ
(V(加），NB叫，．．．，（V（朽），NBc)｝，と本質的には同じであるが，ネター作用素を計算代数の対象として積極

的に利用したいため，イデアルのネター表現ということにする．

アルゴリズム 1は，本稿の著者により計算機代数システム Risa/Asirに実装されている．

例 1

F=  {3砂z3_g砂＋27x4z3-81砂＋丑y+8lxゲ—243丑＋3y+81z3-243，砂＋9丑＋27丑—y3+27, 丑-z3+6}

とする．このとき，我々のプログラムは，次のように〈F〉のネター作用素表現を出力する．

{（〈3抄— 15月＋ 19,y + 2z3 -5,x2 -戎＋ 6),{1}) 

(〈3抄— 18呼＋ 28,y —呼＋ 3,x2 -戎＋ 6〉，｛1}),

(〈3抄— 21分＋ 37, y + 2丑— 7, 丑 -z3 + 6〉,｛1}), 

(〈z3-3, y, x2 + 3〉,｛ー責羞— ½z2B鵡＋穏xz況＋和za訊＋峙zaxaz —娼xzaz -24x呪＋唇

一森z2洸 ＋ 加za泣z+替巫＋洸，a;,加巫＋ Bx,By, l})}. 

3 主結果のための準備

前節で議論したゼロ次元イデアルのネター表現を，正次元に拡張するとき重要となるのは，次の極大独立

集合である．
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定義 7

変数の集合 UC{x1,．．．，%}がイデアルIの独立集合であるとは， InK[U]= {O}のときをいう．さらに，

UがIの極大独立集合とは， UはIの独立集合であり，かつ Uを真に含むいかなる {xi,...，%}の部分集

合も Iの独立集合になり得ず，要素数最大ものをいう．

イデアルの極大独立集合の計算アルゴリズムは知られており多くの計算機代数システムに実装されてい

る．以下， K(U)を変数 Uを持つ有理関数体とする．

定義 8

IcK[x]をイデアルとし，変数の集合を Uc{x1,---,Xn}とし， Y={xi,..., Xn}¥Uとする．このとき，

K(U)[Y]へのイデアルIの拡張 (extension)reとは， K(U)[Y]でIによって生成されたイデアルのこと

である．また， JをK(U)[Y]のイデアルとしたとき， K[x]への Jの縮約 (contraction)Jcとは， JnK[x]

のことである．

イデアルの拡張及び縮約の計算アルゴリズムは， Becker-Weispfenning[2]で紹介されている．素イデア

ルと準素イデアルに関して，次が成り立つことが良く知られている．

補題 9

(1) p C K[x]を素イデアルとし， Uをpを法とした極大独立集合， Y:={xi,..., Xn}¥Uとする．このと

き， PeはK(U)[Y]で素イデアルであり， j.l= peeとなる．

(2) QC  K[x]を準素イデアルとし， UをQを法とした極大独立集合， Y:={xi,...,xn}¥Uとする．こ

のとき，げは K(U)[Y]で準素イデアルであり， Q=Qecとなる．

次の 3つの補題では， UC{xい・・ 9%}とし， Y:={xi,..., Xn}¥Uとする．

補題 10([2, Lemma 8.91]) 

変数 Uでの項順序を>-とし， J cK(U)[Y]をイデアル， Gを>-に関しての Jのグレブナー基底とす

る．ただし，係数 K(U)を調整し Gc K[x]とする． ICK[x]をGから生成されるイデアルとし， f=

lcm{lc(g)lg E G}とする．ただし， Jc(g)E K[U]は多項式gの先頭係数であり gをK(U)[Y]の元とみたし

たものとする．このとき， Je= I : f°° となる．

補題 11([2, Proposition 8.94]) 

>-を y≫ u となるブロック項順序とし， ICK[x]をイデアル， Gを>-に関するグレブナー基底とし，

f = lcm{lc(g)lg E G}とする．ただし， Jc(g)E K[U]であり gをK(U)[Y]の元とみたしたものとする．こ

のとき， Iec= I : f°° となる．

補題 12([2, Lemma 8.95]) 

I=〈Ji,...,fr〉CK[x]とし， qE K[x]とsE NをI：が＝ I ： q°° を満たすものとする．このとき，

I=〈Ji,...,fr,qりn(I: qりである．

上の補題より， I:ず＝ I ： q°° を満たす sが得られれば， I=〈fi,...,fr,qりnIecとなる．

4 主結果

ここでは，前節で議論したゼロ次元イデアルのネター表現を，正次元に一般化する．イデアルIがゼロ次

元でない場合は， Iの極大独立集合を用いてゼロ次元化を行うことで，前節のネター作用素の計算法を適用

することが一般化のポイントとなる．まず，正次元準素イデアルのネター作用素の計算法について議論し，

次に，正次元イデアルのネター表現の計算法について述べる．
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4.1 正次元準素イデアルのネター作用素の計算

準素イデアルを多項式環を変えることによりゼロ次元することで，次が成り立つ．

定理 13

正次元準素イデアルを Q=〈91,・ ・ ・,9r〉とし， UC{x1,．．．，Xn}をv1:J= p C K[x]の極大独立集合，

Y := {x1,••·,xn}\U とする．このとき，入力を fo1, ・ ・ ・,gサcK(U)[Y]としアルゴリズム 1を実行する

と，素イデアル pと準素イデアルQのネター作用素からなる組 {(p,W)｝が出力される．

補題 9より， p= peeであり v1:J= pであるので， WはQのネター作用素となる．また， pはK(U)[Y]

上でゼロ次元であり素イデアルでもあるので，ゼロ次元に特化したアルゴリズム 1は必ず終了し {(p,W)｝

を出力する．すなわち，ただ単に素イデアルの極大独立集合を求めて，前節で紹介したアルゴリズムを選用

するだけで，一般次元準素イデアルのネター作用素を求めることができる．ここでは，凶？の極大独立集

合を求めたが，準素イデアルQの極大独立集合でも同じである． 4.2節で準素イデアルの“生成元を計算せ

ず”にネター作用素を計算する方法を紹介するため，凶？に着目した．

ここで，定理 4のIは，準索イデアルではなくゼロ次元イデアルであることを思い出そう．ネター作用

素を求めるには v'Iの素イデアル分解に現れる素イデアルpとIの生成元fi,...,fmがあればよい．した

がって，正次元の場合もアルゴリズムの入力の多項式集合Fは準素イデアルの生成元である必要はない．

次のアルゴリズムの入力は，多項式集合 Fと《圧刃の素イデアル分解に現れる最大次元の素イデアルp

と， pを法とする極大独立集合 U,Y:={x1,...,xn}¥Uと項順序とした．ここで，最大次元の素イデアル

とした理由は，〈F〉をゼロ次元とするためである．〈F〉の最短準素分解で現れる準素イデアル Q（ただし，

匹＝ P）のネター作用素を出力する．もちろん，準素イデアルの生成元を入力しても問題ない．

アルゴリズム 2

Noether _main(F, p, U, Y,>---） 

入力： FC K[x1,...，叫， p:✓伊〗の素イデアル分解で得られた最大次元の素イデアル，

U: pを法した極大独立集合， Y:{xi,..., Xn}\U,>---•• 項順序．

出力： （p,NB): NBは〈F〉の最短準素分解で現れる準素イデアルQ（ただし， 0J=P）のネター作用素．

BEGIN 

¢← 1; HT← {ox,lx; EU}; LT← c;NB← {1}; （先頭項の候補，低階項の候補，結果）

while HT-=/ 0 do 

伊← HTから>-に関して最小項を選択； HT← HT¥｛か｝；心←炉＋〉：臼炉； （Cf3は未定定数）
加 ELI、

E← 0;（一次式の保存場所）

for each x E U do 

Eq←交換子積［心，m］が SpanK(U)[Y]/p(NB)となる Cf3たちの条件（一次式）を求める；

E←EU{Eq}; 

end-for 

for each f E F do 

Eq←ゆ(f)がpに所属するための Cf3たちの条件（一次式）を求める；

E←Eu {Eq}; 

end-for 

／＊連立一次式 Eを解き， C/3たちを求める＊／

if連立一次式Eが解を持たない then

¢ ← O; LL← LLU｛加｝；
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else 

ゃ←解を心に代入ししたもの； NB← NBU｛心｝；

end-if 

if rpヂ0then 

HC←¢から先頭項の候補を作成； HT← HTUHC;

LC← LL(rp)から新しい低階項の候補を作成； LT← LTULC;

end-if 

end-while 

return (p,NB); 

END 

このアルゴリズムは次節で，一般次元のイデアルのネター作用素表現を計算する際にも使われる．

例 2

F=｛王＋9企y+27xザ＋27炉＋z，企＋6企y+xz+9炉，z4}c (Q)[x, y, z]を考える．このとき，〈F〉は

準素イデアルであり v万可＝〈豆＋3y,z〉である．明らかに，これはゼロ次元では無いことがわかる．

1.〈企＋3y,z〉の極大独立集合は {y}なので， (Q)(y)[x,z]では〈F)はゼロ次元イデアルである．

2. ((Q)(y)[x,z]／〈メ＋ 3y,z〉)［辺叫上でネター作用素を計算する．〈F〉は(Q)(y)[x, z]上でゼロ次元なので

アルゴリズム 1で計算可能である．

このとき，体(Q)(y)[x, z]／〈企＋ 3y,z〉上でのネター作用素基底として

{1, Bx} 

が得られる．ただし， ax:＝羞である．

3.すなわち，｛1,Bx}がそのまま，準素イデアル〈F〉C(Q)[x, y, z]のネター作用素となる．

準素イデアルのネター作用素を計算するプログラムは論文 [4]でも紹介されており，計算機代数システム

Macaulay 2 [9]に実装されている． Macaulay2に実装されているアルゴリズムは本稿で紹介した方法と異

なり，また，理論および入力が準素イデアルのみに特化したものである．

次の例は，我々の Risa/Asirプログラムと Macaulay2のプログラムの出力の比較をみる．

多項式!=砂＋ 5x4y+ 10x3炉＋ 10x2炉＋x2砂＋ 5x炉＋ 2xy丑＋x丑＋炉＋y2丑 EQ[x,y,z]のヤコ

ビイデアルJ=〈紐紛紐〉を考える．このとき'..fJ=〈x+y,z〉である．ここでは， 8x:＝羞，8z:＝羞

とする．

Macaulay 2のネター作用素を計算するプログラムに Jを入力すると次が出力される

{1, oz,心疇z,a;, 3位訊＋ 2洸，虎，

(-162炉ー 36)8!+ (240炉＋ 540y)8訊ー 16208訊＋ （4860炉＋ 1080)8鴻＋4860y虎｝．

本研究で得られたアルゴリズムの出力は次である．

{1， 辺 辺 厄 ， 洸， y8訊＋討，的， ya!+15y芍訊ー 30y疇— 308;}

両者の出力を比較すると，我々のアルゴリズムの出力はMacaulay2のそれよりシンプルである． Macaulay2

の出力には冗長な項が現れている．我々の計算法では，ネター作用素の集合が Dxで体Q(y)[x,z]／〈x+y,z〉
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上の有限次元ベクトル空間になるという事実を利用し，計算結果が冗長になることを予め回避している．

すなわち，我々のアルゴリズムは常に，モニックかつベクトル空間の基底が簡約なものとなるように計算

しているので冗長な項が出ないという利点がある．また，論文 [13,14]で強調されているように，我々の

Risa/Asirのプログラムは， Macaulay2のプログラムより圧倒的に速い．

4.2 正次元イデアルのネター表現の計算

ゼロ次元イデアルの準素分解には埋没因子は必要ないが，正次元イデアルの準素分解には埋没因子が必

要になる．正次元イデアルのネター表現の計算には，準素分解と同様に，埋没因子に相当する準素イデアル

のネター作用素の計算が必要となるが， 2節のアルゴリズム 1では埋没因子は得ることは出来ない．なぜな

ら，イデアルの根基の素イデアル分解には埋没因子の素イデアルは出現しないからである．

定義 14

IcK[x]をイデアルとし， I＝QlnQ2n...nQ£ をIの準素分解， Q;は準素イデアルとする． NB;C Dx 

を準素イデアルQ;のネター作用素とするとき，

｛（高， NB1), （汲~,N恥），．．．，（⑭万， NBe)}

をIのネター作用素表現といい， Noether(I)で表わす．

4.1節で，準素イデアルのネター作用素の計算法が紹介されているので，準素分解を計算した後，各準素

分解のネター作用素を計算することでイデアルのネター表現を得ることは可能である．しかしならが，準

素分解は計算量が大きいので，ここでは，アルゴリズム 1と同様に，準素分解を経ずにネター表現を計算

する方法を紹介する．ただし， 2節で述べたように，イデアルの根基の素イデアル分解は論文 [1,12, 18]で

紹介されており，準素分解と比べると遥かに速く得られる．本稿で提案する計算法では，このイデアルの根

基の素イデアル分解を求めるこのアルゴリズムを利用する．

定理 13とアルゴリズム 2により，《び戸こ現れる最大次元の素イデアルPi,・・・,Prに対応する準素イデ

アルのネター作用素は計算可能である．すなわち，第 3節の最後のコメントにあるように

I=〈fi,...,fr，ず） nre 

であるので， Iecの部分が計算可能であることと同じである．よって，〈Ji,...,fr,qりに同様の操作を繰り

返せば，一般イデアルのネター表現を得ることができる．もし， Iecに現れる準素イデアルが埋没因子を持

つとすると，埋没因子の情報は〈fi,...,fr,qりにあることが知られている．［10]や [2,Chapter 8]に書かれ

ているイデアルの準素分解アルゴリズムと同じ流れで一般イデアルのネター表現を得ることができる．

アルゴリズム 3

入力： F={fぃ...,fr} C K[x1,..., Xnl, >-:項順序

出力： ｛（Pi, NB1), (P2, NB叫，．．．，（Pt,NBt)｝：イデアル〈F)のネター表現

BEGIN 

Flag←1; NR←0; 
while Flag = l do 

P← `冗の素イデアル分解を行う；

Pmax←Pから最大次元の素イデアルを 1つとる；

U←Pmaxの極大独立集合； Y←{x1,...,xn}¥U; 

M ←{p E Pl dim(p) = dim(Pmax),pの極大独立集合は U};
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ifY = 0 then （最大次元がゼロ）

Z←アルゴリズム 1を入力 Hで実行； （素イデアルの集合 Pは求めてある）

NR←NRUZ; 

Flag←O; 

else 

while M f= 0 do 

Pm← M から 1つ選択する； M ← M¥{Pm}; 

NR← NRU {Noether_main(H,Pm, U, Y,>--）｝； 

end-while 

g← Y≫ Uとなるブロック項順序で〈H〉のグレブナ一基底 Gを計算し， K(U)[Y]上で Gを

考え先頭係数の最小公倍元を求める；

if gが定数 then

Flag←O; 

else 

s←〈H〉:g°° =〈H)すとなる最小な自然数；

F ← {FU｛が｝｝；

end-if 

end-if 

end-while 

return NR; 

END 

極大独立集合は一般に唯ーとは限らないため，ネター作用素を用いて記号計算をする際にはネター作用

素を求めた時に使用した極大独立集合の情報が必要になる．実装では，“（素イデアル，ネター作用素，極大

独立集合）”を出力するようにしている．

例 3

F=  {xザ＋4凸 ＋4企，xゲ＋ 4xゲ＋4五｝ CQ[x,y]を考える．ただし， 8x:＝羞，By:＝茄である．

このとき，《び▽の素イデアル分解は《ぴ~=〈x〉 n 〈y+2〉となる．このとき， 2 つの素イデアル〈x〉と
〈y+2〉の次元が 1である．

1-1.最大次元の素イデアルとして〈m〉を選択する． M ＝｛〈X〉}であり，（x〉の極大独立集合は {y}である．

Q(y)[x]上で〈F〉はゼロ次元であるので， Noether _mainより，｛1,Bx}を得る．

1-2. X ~ yとなる〈F〉のグレブナー基底は｛（炉＋ 4炉十 4y)丑，（忙十 4y+4)企｝となる。 Q(y)［ぉ］で考

え，先頭係数の最小公倍元は g= y(y + 2戸となる．〈F〉： g°° =〈F〉:gであるので， Fを書き換え

F := F u {y(y + 2戸｝とする．

2-1.根基の素イデアル分解は

亭＝（x,y〉n〈y+2〉

である．最大次元の素イデアルとして〈y+2〉を選択する． M ＝｛〈y+2〉}であり，〈y+2)の極大独立

集合は {x}である． Q(x)[y]上で (F〉はゼロ次元であるので， Noether _mainより，｛l，偽｝を得る．
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2-2. y ~ X となる〈H〉のグレブナー基底は｛企炉十4企y+4丑，炉＋4炉十4y}となる． (Q)(x)[y]で考え，先

頭係数の最小公倍元は g＝丑となる．〈F〉： g(X)=〈F〉:gであるので， Fを書き換え F:=FU｛企｝

とする．

3-1.根基の索イデアル分解は

亭＝〈x,y)n〈x,y+2〉

であり，すべてゼロ次元である．アルゴリズム 1を適用すると

{（〈x,y〉,｛1,{)x,{);}),（〈x,y+2〉,｛1,{)x,{)y,{)x{)y,8;, 8;cり｝）｝

を得る．

•ここで，得られたすべてを出力してもネター表現であるが，（〈x,y+2〉 ,{1, 8x, 8y, {)泣Y,8;，8t偽｝）に

対応する準素イデアルは，（〈y+2〉,{1,8y}）に対応する準素イデアルを含むことが分かる．なぜなら，

〈x,y+2〉n(Q)[y] =〈y+2〉

であり，

{1, 8x, 8y, {),泣y,8;,8含:ly}n ((Q)[x, y]/〈x,y+2〉)［8』=｛1，偽｝

となる． yに関するものだけを考えれば，（（x,y+2〉,｛1,8ェ，8y,8泣y,8;,8;偽｝）は，（（y+2〉,｛1,8y}) 

と同じである．

実際，論文 {14]の手法を用いて，生成元で表すと，

{（〈x,y+2〉,｛1, 8x, 8y, 8x8y, 8;, 8;8y})} = Noether(〈x3,(y + 2)2〉)

であり，

{（〈y+2〉,｛1,8y})} = Noether(〈（y+ 2)2〉)

となる．〈（y+2)2〉C〈x叫(y+2)りなので，得られた{(〈x,y+2〉,{1,8x, 8y, {)泣か{);,8;{)』）}は不必

要であることが分かる．

以上より，〈F〉のネター表現は次である．

Noether(〈F〉)＝ ｛（〈x〉,｛1,8x}),（〈y+2〉,｛1, 8y}),(〈x,y〉,｛1,8x,{)之｝）｝．

5 特異点への応用

f ＝企＋ y丑＋炉＋x炉＋ xz2E IQ[x, y, z]とする．このとき， f=Oで定義される超曲面は特異点を持

つ．ネター作用素を計算するコマンド noetherに｛筵摩ふ紐｝を人力すると次のようになる．

[1086] F=x-3+y*z-2+y-8+x*y-6+x*z-2$ 

[1087] noether ([diff (F,x), diff (F, y), diff (F,z)], [x, y, z], 1) ; 

Prime ideal [262144*z-10+1235857*z-8-141120*z-6+6970536*z-4-186624*z-2+9902736,7717925 

01963917376*y+330501747900416*z-8+71900207059830770*z-6+338978054705806881*z-4-86127605 

07600888*z-2+971192182923972756,771792501963917376*x-330501747900416*z-8-71900207059830 

770*z-6-338978054705806881*z-4+8612760507600888*z-2-971192182923972756] 

Noether ope. [1] 
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No. of elements 1 

Prime ideal [z,9*x-64,3*y~2+16] 

Noether ope. [1] 

No. of elements 1 

Prime ideal [z, y, x] 

Noether ope. [(-1935360*dy+1935360*dx)*dz-2+dy-9-96*dx*dy-7+896*dx*dy-6-10080*dx-2*dy-3 

+(26880*dx-3+645120*dx-2)*dy-250880*dx-3,dy-8-224/3*dx*dy-6-3360*dx-2*dy-2+8960/3*dx-3, 

-20160*dz-2+dy-7-840*dx-2*dy+6720*dx-2,-360*dz-2+dx*dy-5+120*dx-2,dy-6-120*dx-2,dx*dy-4 

,dy-5,dx*dy-3,dy-4,dx*dy-2,dy-3,dx*dy,dy-2,(-dy+dx)*dz,dx,dy,dz,1] 

No. of elements 18 

素イデアルとネター作用素の組が 3つ出力されている．いま， f=Oで定義される超曲面を考えているの

で， 1つ目と 2つ目の素イデアルの零点は f=O上にはないが， 3つ目の原点 [z,y,x]は存在する．ここ

で，出力されている作用素の数は，特異点のでミルナー数を表しており，原点でのミルナー数は 18である

ことがネター作用素からわかる．

同様にプログラム noetherに｛f，筵，給，紐｝を入力する次となる．

[1088] noether([diff(F,x),diff (F,y), diff (F,z),F], [x,y,z], 1); 

Prime ideal [z,y,x] 

Noether ope. [-20160*dz・2+cty・7-840*dx・2*dy+6720*dx・2,-350*dz・2+dx*dy・5+120*dx・2,dy・6-12 

O*dx.2,dx*dy・4,dy・s,dx*dy・3,dy・4,dx*dy・2,dy・3,dx*dy,dy・2,(-dy+dx)*dz,dx,dy,dz,1] 

No. of elements 16 

この出力から，原点でのチュリナ数は 16であることがネター作用素からわかる．

ネター作用素から特異点の重複度が計算できることになる．ここでは，原点でのミルナー数とチュリナ数

について具体例で紹介したが，特異点が原点を離れている場合も問題なく我々のプログラムは動く．

次に， g=砂＋ 5企y+ 10x3炉＋ 10丑炉＋丑丑＋ 5x炉＋ 2xy砂＋ x砂＋炉＋炉z2E Q[x,y,z]を考え

る． g=Oで定義される超曲面は 1次元の特異点を持つ．｛笹，続，胞｝をネター作用素を計算するコマンド

noetherに入力すると次を出力する．

Prime ideal [z,x+y] 

Noetherian ope. 

[1,dz,dx,dx*dz,dx-2,2/3*dz-2+y*dx-2*dz,dx-3,(-30*y*dx-30)*dz-2-15*y-2*dx-3*dz+y*dx-4] 

No. elements is 8 

特異点が直線 z=x+y=Oになっており，この直線での重複度が 8であることがネター作用素からわか

る．一般的には，このような特異点の重複度を調べるには，横断的な超平面で切断し，その切断された点で

解析を行うが，ネター作用素を用いると，切断する必要はない．

ネター作用素は，超曲面の特異点解析に役立つことが分かる．
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