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パラメータ付きのイデアル操作の計算について

On Computations of Ideal Operations with 

Parameters 

東京理科大学 石原侑樹＊1
YUKI ISHIHARA 

TOKYO UNIVERSITY OF SCIENCE 

Abstract 

This article introduces computations of ideals with parameters. Many ideal operations with 
parameters can be computed using comprehensive Grabner systems. Let K[A, X] be the polynomial 
ring over a field K, where A=  {a1,...,am} is a set of parameters and X = {x1,...,xn} is a set of 
ordinary valuables. For a value a E K叫 wedenote by'Pc. the homomorphism from K[A, X]→K[X] 
by'Pc. (f (A, X)) = f (a, X). For a given parametric ideal operation F and input ideals Ii,..., Ii of 
K[A, X], we compute a system of pairs (S,ぶ） suchthat'Pc.(G,) is a basis of Fい(Ii),...,'Pc.(Iz))
for all a E S, and LJ S, = K匹

1 はじめに

イデアルは可換環論の基本的な概念であり，様々な分野において登場する．研究や応用においてはイデア

ルがパラメータを含む場合も多いため，パラメータも考慮したイデアル操作の計算が重要となる．イデアル

操作の例としては，イデアルの共通部分やイデアル商などが挙げられる．本稿では，包括的グレブナー基底系

(Comprehensive Gri:ibner System, CGS)を用いたイデアル操作の計算方法について紹介する．なおここでは

体上の多項式環のイデアルを対象し，「パラメータ付きイデアル操作を計算する」とは，パラメータの値ごとに

分類したイデアル操作の結果の生成系（またはグレブナー基底）を求めることを意味する．本稿の具体例にお

ける通常のイデアル操作の計算は数式処理ソフトウェアRisa/Asir [7]上のライブラリ noro_pd.rrを使用して

おり，また包括的グレブナー基底系の計算はhttps://www.rs.tus.ac.jp/-nabeshima/softwares.html

にて公開されている [5]によるものを利用している．

2 準備

本稿では， K を体とし， A={a1,...,am}をパラメータの集合， X={x1,...,%｝を通常の変数の集合

とする． K としては主に有理数体Qや複素数体Cなどが想定される．パラメータを含む多項式f(A,X)= 

f(a1,...,am心1,・ ・ ・, Xn)に対し，値a=(aい...,am)E Kmを代入する写像を 'Paとする．すなわち， 'Pa

はK[A,X]から K[X]への環準同型であり，知(f(A,X))= f(a,X)，つまり％（a1,...,am心1,・・・,xn)= 

f(a1,••·,am心1,... ，%）である．可換環 R の元 Ii,...,Is から生成されるイデアルを〈fi,...,fs 〉 R で表

す．可換環Rが明らかな場合には，簡単に〈fi,...,fs〉と書く． K[A]のイデアル Jに対し， V(J)={aE

Km  I g(a) = 0,¥/g E J}とする．また， N={l,2,3,．．．，｝を自然数全体の集合とする．

*1〒162-8601束京都新宿区神楽坂 1-3 E-mail: yishiharacrs. tus. ac. jp 
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2.1 イデアル操作について

1つまたは複数のイデアルに対し，新しいイデアルを作る操作を考えることができる．例えば，イデアル

IとJに対しその和I+Jもまたイデアルである．本稿ではこのような操作のことをイデアル操作と呼ぶ．

よく使われるイデアル操作の例を下記に列挙する．

•イデアル和 ： I+ J = {f + g If EI, g E J} 

•イデアル積 ： I・ J =〈fglfEI,gEJ〉
．止通部分 : I n J = {! I f E Iかつ fE J} 
•イデアル商 ： J : J = {! I f J C I} 

•飽和イデアル ： J: JOO= {f Iある mENが存在して fJmCI} 

•イデアルの根基： v7 ={!Iある mENが存在して fm€I} 

•周所化の縮約 ： IK[A,X]snK[A,X]，ここでSは積閉集合

ー極大独立集合による局所化： IK[A,X]K1u1xnK[A,X], ここで UはIの極大独立集合

パラメータを含むイデアル操作を計算する場合の問題点として，「イデアル操作」と「値を代入する操作」

が必ずしも可換にはならないことが挙げられる．すなわち，下記のような図式が可換になるとは限らない．

知 A,X]XエK[A,X]立二竺→エK[X]XエK[X]

吋汀
知 A,X] ~ IK[X] 

ここで，加は可換環Rのイデアル全体の集合， F: IK[A,X] X IK[A,X]→IK[A,X]は2つのイデアルを入
力として持ち， 1つのイデアルを出力として持つイデアル操作である．なおrは入力を K[X]のイデアル
に制限すると，出力も K[X]のイデアルとなると仮定する．

例えば，多項式環!Ql[a,x, y]のイデアルI=〈x+a,yりと J=〈x叉xy〉に対し， Fとして共通部分をとる
操作を考えると

叫 I)五 (J))='Pa(I) n'Pa(J) ={〈x汽xy〉 a= 0 
〈X炉，丑y+axy，企＋ax2〉acl 0 

となり， aの値により， <pc,(I)n'Pa(J)の生成系の表現は異なる．特に， a=Oの時，

'Pa(I) n'Pa(J)ヂ四(InJ) =〈x叫丑y,x炉〉

であり，共通部分をとる操作と代入する操作は非可換となっている．

2.2 包括的系について

上述したように，イデアル操作rと代入操作'Paは可換であるとは限らない．したがって，パラメータ
付きのイデアル操作を「計算」するためには，イデアル操作の結果が安定するようにパラメータの値を分類

する必要がある．すなわち，次のような系を求める必要がある．
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定義 1

FをK[A,X]のl個のイデアル I1...，hを引数として持つイデアル操作とする． S1,...，ふを Kmの被

覆1),Gぃ．．．，G,をK[A,X]の有限集合とする．｛（Sぃ佑），．．．，（Sr,Gr)}が，各iについて，任意のaESi

に対し

'Pa(Gi) = F(<pa(li), • • •,'Pa(Iz)) 

を満たす時，（エ(fi,...,Iz)）の包括的系 (ComprehensiveSystem)と呼ぶこととする．また，略記として，

F(Iい•.， h) の包括的系とも呼ぶこととする．

イデアル操作が，グレブナー基底の計算に基づいて計算できる時，上記の包括的系は包括的グレブナー基

底系を用いて計算できることが多い．

定義 2（包括的グレブナー基底系 [8,11]) 

F = U1(A,X)，．．．ふ (A,X)｝を K[A,X] の有限集合， S1,.. ．，ふを Km の被覆，｛G1,••·,Gr} を K[A,X]

の有限集合の集合とする．各iについて，任意のaE Siに対して， <p,,,(Gi)がイデアル〈fi(a,X),...,fk(a,X)〉K[X]

のグレブナー基底であるとき， Q= {(S1, G1),..., (Sr, Gサ｝はFの包括的グレプナー基底系 (Compre-

hensive Grobner System)と呼ばれる．

例 1

A={a}, X={x,y}, F=｛呼＋ay,xy}に対し，

g = {(V(a), {x汽xy}),(C ¥ V(a), {x2 + ay, xy, y2})} 

は辞書式順序x>yに関する Fの包括的グレブナー基底系である．

包括的グレブナー某底の計算アルゴリズムは [3,4, 5, 9, 11]などで研究されている．本稿では， Risa/Asir

上で実装された [5]によるものを利用している礼

注意 1

定義 1,2における S1,...，ふはここでは構成的集合 (constructibleset, {1]参照）とする．すなわち，各Si

は有限個の局所閉集合 (locallyclosed set)の和集合である．ここで， Kmの部分集合Sが局所閉集合であ

るとは， K[A]のあるイデアルJぃみが存在して， S= V(J1) ¥ V(h)と表されることである．また， gが
Fの包括的グレブナー基底系であるとき， gはFが生成するイデアルI=〈F〉の包括的グレブナー基底系
とも呼ぶこととする．

3 パラメータ付きイデアル操作の計算方法

この節では，いくつかのイデアル操作について，パラメータを含む場合の包括的系の計算方法について

具体例とともに紹介する．通常のイデアル操作の計算については，［2]や [10]に記載されている．また，パ

ラメータ付きのイデアル操作の計算については，［6］や [12]で記載されている． Kが複素数体などの代数的

閉体の場合，局所閉集合V（み）＼V（み）が空集合であることと，飽和イデアルJ1: J2がK[A]と等しいこ

とが同値であるため，後者の計算により判定することができる．一方， KがQや恥の場合，一般に上記

の飽和イデアルの計算だけでは判定できない．例えば， IQ[a1,a叫のイデアルJ1=〈ar+a§〉,J2=〈a1,a砂

に対し， J1: J『=J1ヂIQ[a1,a2]であるが， V（み） ＼V（み） ＝ 0である．

1)すなわち， u：＝1ふ＝ K叫
2lhttps: / /www. rs. tus. ac. jp/-nabeshima/ softwares. html 
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イデアル和

K[A,X]のイデアルI=〈F1),J=〈F分に対し，

g= ｛（K叫F1UF叫｝

はI+Jの包括的系である．すなわち， 'Pcx(I+ J)＝凸a(I)＋'Pa(J)が任意の aE Kmに対して成り立っ．

例 2

I=〈丑＋ax+l〉,J=〈xy〉CQ[a,x,y]とする時，

g =｛(Q,｛丑＋ax+l,xy})}

はI+Jの包括的系である．

イデアル積

K[A,X]のイデアルI=〈Fか J=〈F分に対し，

g = {(K叫Fl•F2) } 

はJ.Jの包括的系である．ただし， F1・ F2 = {f ・ g If E F1,g E凡｝である．すなわち， 'Pcx(I・ J) = 
四 (I).'Pcx(J)が任意の aE Kmに対して成り立つ．

例 3

I=〈呼，ay〉,J=〈x,y〉cQ[a,x,y]とする時，

g =｛（Q,｛砂，丑y,axy,a炉｝）｝

はJ.Jの包括的系である．

注意 2

上記のイデアル和とイデアル積の包括的系に登場する F1UF2, F1'凡はグレブナー基底になっているとは

限らないため，グレブナー基底を求めたい場合には再度F1U凡やF1・凡の包括的グレブナー基底系を計

算する必要がある．

共通部分

K[A,X]において， I,Jをイデアル， tを新しい変数とすると，

InJ=(I・t+J・(1-t)) n K[A, X] 

が成り立つ ([2],Lemma 1.8.10)．よって， g= {(S1, G1),..., (Sr, Gサ｝をブロック順序t>>Xに関す

るI・t+J・(1-t)の包括的グレブナー基底系とすると，

g'= {(S1, G1 n K[A,X]),..., (Sr,Gr n K[A,X])} 

はInJの包括的グレブナー基底系である．また， 3個以上のイデアルの共通部分についても同様に計算で

きる．実際， Iい・.，hをイデアル， T={t1,...,tz-1}を新しい変数とすると，

Il n nIl = （苫I;・t;+I1・ (l —苫 t;)) nK[A,X] 
= （I1. t1 + I2. t2 + ・ • • + Il-1. tl-1 + Il・(1-t1 -t2 -... -tい）） nK[A,X]
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が成り立っ．したがって， iJ= {(S1, G1),..., (Sr, Gr)}をブロック順序T>>Xに関するこ昌I;・ t; + 

I1 ・ (lー区に］も））の但括的グレブナー基底系とすると，

9'= {(S1, G1 n K[A,X]),..., (Sr,Gr n K[A,X])} 

はIln...nhの包括的グレブナー基底系である．

例 4

I=〈x2,ay〉,J=〈x,y+b〉CIQ)[a, b, x, y] とする時，辞書式順序 t>x>y に閲する (I•t+J ・ (1-t)) = 

〈x2t,ayt, x(l -t), (y + b)(l -t)〉の包括的グレブナー基底系の 1つは，

g = {(IQ八V(ab),{x叫xy，炉＋by,abt-ay-ab }, (V(b)¥ V(a), {x汽y,tx-x}), (V(a), {x2, (y+b)t-y-b, tx-x})} 

である．したがって，それぞれの生成系から tを含む多項式を除いた

g'= {(IQ)2 ¥ V(ab),{x2,xy，炉＋by},(V(b) ¥ V(a), {x汽y}),(V(a),｛丑｝）｝

はInJの包括的系である．

次に， Il=〈ax汽y〉,I2=〈by汽z〉,I3=〈CZ汽x〉CIQ)[a, b, c, x, y, z]に対し， Il・t1 +I2む十h・(l-t1一わ）

の辞書式順序t1>わ＞ x>y>zに関する包括的グレブナー基底系の 1つは次の 8つの要素からなる．こ

こで， t1心を含まない多項式に下線を引いている．

• （か＼V(abc),{ cz2y, zyx, by2x, -azx叫zt2,by切，yxt2-yx, -ax2t2 + ax汽―CZ伍＋CZ叫yt1,-xt2 -
叫＋x}),

• (V(a) ¥ V(bc),{cz2y,zyx,by2x,zt2,by2t2,YXt2 -yx,-c丑t1+ CZ汽yt1,-xt2-xt1 +x}), 

• (V(b) ¥ V(ca),{cz2y,zyx,azx汽zt2,yxt2 -yx, -ax2t2 + ax汽―cz2t1+ cz汽yt1,-xt2 -xt1 + x}), 

• (V(c) ¥ V(ab), {zyx, by2x, azx汽zt2,by2t2, yxt2 -yx, -ax2t2 + ax汽yt1,-xt2 -xt1 + x}), 

• (V(a, b) ¥ V(c), { cz2y, zyx, zt2, yxt2 -yx, -cz2t1 + cz汽yt1,-xt2-xt1 + x}), 

• (V(b, c) ¥ V(a), {zyx, azx叫zt2,yxt2 -yx, -ax2t2 + ax汽yt1,-xt2 -xt1 +x}), 

• (V(c, a)¥ V(b), {zyx, by2x, zt2, by2t2, yxt2 -yx, yt1, -xt2 -xt1 + x}), 

• (V(a, b, c),｛空竺'zt2,yxt2 -yx, yt1, -xt2 -xt1 + x}). 

したがって， IlnI2nI3の包括的系は上記の局所閉集合と下線部からなる生成系の組を集めたものであり，

a= (a1, a2心3)に対し，

四 (h)n %（I叫n%（I3) ＝ 

〈xy叫y戎，zx汽xyz〉a1=f 0, a2ヂ0,a3 =f 0 

〈xy叫yz叫xyz〉 a1= 0, a2ヂ0,a3ヂ0

〈y砂，zx叫xyz〉 a1ヂ0,a2 = 0, a3ヂ0

〈xy叉zx叉xyz〉

〈yz叫xyz〉

〈zx汽xyz〉

〈xy生xyz〉

〈̀xyz〉

a1 =J 0, a2 =J 0, a3 = 0 

a1 = 0, a2 = 0, a3 =J 0 

a1 =J 0, a2 = 0, a3 = 0 

a1 = 0, a2 =J 0, a3 = 0 

a1 = O,a2 = 0，叩＝ 0 

が成り立っ．なおこの場合には，上記の包括的系をまとめて，

%（I1) n'Pa(I2) n %（I3) ＝〈a2xy2心3yz2心1Z丑，xyz〉
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と書くことも可能である．すなわち， 1-{,= {IQ)汽{bxy叫cyz2,azx汽xyz}）も IlnI2nI3の包括的系である．

ただし， aの値により消える先頭項があるため， 1-{,は包括的グレブナー碁底系とはなっていない．

イデアル商

K[A,X]において， Iをイデアル， fを0でない多項式とすると，

J:〈f〉=（In〈f〉)• f―1 

が成り立つ ([2],Lemma 1.8.12参照）．よって， So={a E Km I cp,,(f) = 0}とし， Y= {(S1, G1),..., (Sr, Gr)} 

をIn〈f〉の包括的系とすると，

{(S。,{1}),(S1 ¥ S。,G1),...,(Sr¥ S。,Gr)}

はJ:〈f〉の包括的系である．また， J=〈Ji,...,fs〉に対し， J:J =(I:〈fり） n...n(J:〈fs〉）が成り立

っため，

epa(I) ： cpa(J) ＝ （epa(I) ：〈epa(fl)〉） n...n (cp,,(I):〈epa(fs)〉）

を用いて， J:Jの包括的系も同様に計算できる．別の計算方法として， J=〈Ji,...,fs〉とした時に，

g = fl + f社＋・・• +fsts-lに対し，

J: J = (IK[A,X, t]:〈g〉)nK[A,X].

が成り立つことから ([10],Proposition 2.10参照）， IK[A,X,t]:〈g〉の包括的系を計算することでも求め

られる．

例 5

I=〈x2,ayり， f= by E IQl[a,b,x,y]とする時，まずS。=｛a E 1Ql2 I cp,,(f) = O} = V(b)である．また，
In〈f〉の包括的系は

g = {(1Ql2 ¥ V(ab),｛丑y，炉｝），（V(a)¥ V(b)，｛丑y}),(V(b), {O})} 

である．したがって，

g'= {(V(b),{1}), (1Ql2 ¥ V(ab),{x汽y}),(V(a) ¥ V(b)，｛丑｝）｝

はJ:〈f〉の包括的系である．次に， Ji=f, h =x+aとする時， J:〈f1,f分の包括的系を考える． g1=g  
はJ:Jiの包括的系であり， I：f2の包括的系の 1つは

92 = {(1Ql2 ¥ V(a), {x巴炉｝），（V(a),{x})} 

である． g1の要素は3つ， g2の要素は2つであるため， cp,,(I:〈fり）と cp,,(I:〈f分）の組み合わせには次

の3x2=6通り（空集合を除くと 4通り）の場合分けが考えられる．

(<p°'(I:〈fl〉),'P°'(I:〈f2〉)） ＝ ＜ 

(〈1〉,〈x汽yり） aE V(b) n (Q2 ¥ V(a)) = V(b) ¥ V(a) 

(〈1〉,〈x〉)aE V(b) n V(a) = V(a, b) 

(〈X生y〉,〈x主yり） aE (Q2 ¥ V(ab)) n (Q2 ¥ V(a)) = Q2 ¥ V(ab) 

(〈x叫y〉,〈x〉)

(〈xり，〈丑，炉〉）

(〈x2〉,〈x〉)

a E (Q2 ¥ V(ab)) n V(a) = 0 

a E (V(a) ¥ V(b)) n (Q2 ¥ V(a)) = 0 

a E (V(a) ¥ V(b)) n V(a) = V(a) ¥ V(b) 
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したがって，その共通部分を計算すると，
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a E V(a) ¥ V(b) 

であり，知(I):〈％（fふ％（fり〉＝ 'Pa(I:〈Ji))n'Pa(I:〈f2〉）であるから，

Q3 = {(1Ql2 ¥ V(a), { x汽炉｝），（V(a)¥ V(b), {x2}), (V(a,b), {x})} 

はI:〈fぃf分の包括的系である．

飽和イデアル

飽和イデアルを計算する方法の 1つとしてイデアル商を利用する方法がある．すなわち，十分大きな自然

数mに対し，

I:J00=I:Jm 

が成り立つことを利用する．上記を満たす最小の自然数mは

J: Jk = J: Jk+l 

を満たす最小の自然数Kと等しい．別の計算方法としては，

I: /00 =(I+〈1-f・ t〉)nK[A,X]

を利用する方法がある ([10],Proposition 2.9参照）．さらに別の計算方法としては， J=〈Ji,...,!ふ
g = Ji +ht+ ・ ・ ・ + fsts-lに対し，等式

I: J00 =((I+〈t-g〉)：〈t〉00)n K[A,X]. 

を利用することもできる ([10],Proposition 2.12参照）．

例 6

I=〈丑，a砂， f= by E !Ql[a,b,x,y]とする時， I:〈f〉の包括的系の 1つは

g = {(V(b), {1}), (1Ql2 ¥ V(ab),｛ぷ2,y}),(V(a) ¥ V(b)，｛砂｝）｝

である．また， I:〈f〉2の包括的系の 1つは

9'= {(V(b), {1}), (1Ql2 ¥ V(ab), {1}), (V(a) ¥ V(b)，｛叶｝）｝

である．さらに， I:〈!)3の包括的系の 1つは

g" = { (V(b), {1}), (1Ql2 ¥ V(ab), {1}), (V(a) ¥ V(b), {x2})} 

であることから， g＇＝ g” が成立している．したがって， 9'はI:〈f〉°°の包括的系である．

根基

まず，パラメータを含まない0次元イデアルの根基を計算するには，以下の命題を利用することができる．



103

命題 3([10], Theorem 4.16) 

k を完全体， IcK[X]を0次元イデアルとする． 各iに対し， fi(x,）を InK［叫＝〈fりを満たす 1変数

多項式とし， 9iをJiの無平方部分とする．すなわち， fi= hft ・ ・ ・ h;;;をJiのK上の因数分解とした時，

9i = hil ・ ・ -hir,である．この時，

Vl=l+〈91,・ ・ ・,9n〉

が成り立っ．

上記の命題は特にKがQの時に利用することができる．この命題をパラメータが含む場合に適用すること

について考える．ここで， IをK[A,X]のイデアルで， IK(A)[X]がK(A)[X]の0次元イデアルであると仮

定する．まず，％（I)nK［叫＝〈％（Ji)〉なる JiE K[A,x,]を計算するために，ブロック順序X¥{xi}>> Xi 

に関する Iの包括的グレブナー基底系Yi= {(Sil, Gil),..., (Sik;, Gik』}を計算する．各j= 1,...,kiにつ

いて， foE Gii n K[A, xi]を適切にとれば，任意の aE況に対して，％（I)nK[x;] =〈'Pa（ん）〉が成り
立っ．次に，％（f9J)の無平方部分については，％（ん）と品；％（f叫（％（Ji])のXiに関する微分）の最

大公約元gcd(<pa(f砂羞％（fり）を求めればよい．実際，％（fo)/gcd(<p,,（ん），』；％（fり）は％（ftJ)の
無平方部分に等しい．そして，〈f刃,~ん〉＝〈gcd(fij, ¾ん）〉より，それらは〈fij, ci生ん〉の包括的グレ
ブナー基底系から計算できる． Iが正次元の場合については，［12]に詳細が説明されている．

例 7

l=〈丑，y2+a〉C(Q)[a, x, y]とする． 9={((Q),{x2,y2+a}）}は辞書式順序x>yに関する Iの包括的グレ

ブナー甚底系であるから， In(Q)[a, x] =〈x2〉,In(Q)[a, y] =〈炉十a〉である．ここで， fl＝炉の無平方部

分はaの値に関わらずxである．一方， f2＝炉＋a無平方部分はaの値によって異なる．実際，

〈f2，白〉＝〈炉＋a,2y〉=〈a,y〉
の包括的グレブナー基底系の 1つは

Q'= {((Q) ¥ V(a), {1}), (V(a), {y})} 

であり，つまり， f2＝炉＋aの無平方部分は， ai= 0の時， y2+aであり， a=Oの時， yであることが分
かる．よって， 喜＝｛豆＋a〉aE Q¥V(a) 

〈x,y〉 a:E V(a) 

であり，｛（IQ¥V(a), {xぷ＋a}),(V(a),{x,y}）｝はVIの包括的系である．

局所化の縮約

K[A,X]の積閉集合Sに対し，イデアルIのSに関する局所化の縮約IK[A, X]s n K[A, X]の計算につ

いて考える． Sが積に閲して有限生成である場合には飽和イデアルを用いて計算できる．すなわち， Sが

h1,..．，加で生成されている場合，

IK[A,X]s n K[A,X] =I:〈h1・ ・ -h叩

が成立するため， J:〈h1・ ・ ・ hk炉の包括的系を求めればよい． Sが有限生成でない場合，例えば，素イ

デアル Pの補集合である場合などは，一般に局所化の計算は難しい．しかし， X の部分集合 Uに対し，

K[Uド＝ K[U]¥ {O}の局所化の計算は，次の命題により飽和イデアルを用いて計算することができる．
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命題 4([2], Proposition 4.3.1) 

IをK[X]のイデアル， UをXの部分集合とする． IK(U)[X¥ U]のグレブナー基底 G={fi,...,Js}C

K[X]に対し， K(U)を係数体とした時のf1,．．．，fSの先頭係数の最小公倍元を hとする．すなわち， h=
lcm(lc(f 1),..., lc(/s)) E K[U]である．この時，

JK[X]K1u1x n K[X] =I:〈h〉OO

が成り立っ．

Uが極大独立集合の場合には， Iの次元がパラメータによって変わるかどうかも考える必要がある．詳細は

[12]に記載されている．

例 8

IQ)[a, x, y]において， I=〈x汽xy〉,Sをy+aで生成される積閉集合とする．この時，

'Pa (J)IQ)[x, y]'Pa(S) n IQ)[x, y] ='Pa(I) :〈'Pa(Y+ a)〉OO

が成り立っ． J:〈y+a〉°°の包括的系の 1つは

g ={(IQ)¥ V(a), {x汽xy}),(V(a), {x})} 

であり，これはIIQ)[a,x, y]s『IQ)[a,x, y]の包括的系でもある．

4 まとめ

パラメータ付きのイデアルは純粋数学や応用数学などで登場することも多い．本稿ではパラメータを含

むイデアル操作の計算について，包括的グレブナー基底を利用した方法を紹介した．実際の計算において

は，包括的系の表現およびパラメータ空間の分割の仕方も重要であり，目的に合わせてより適したアルゴリ

ズムを考える必要がある．
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