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二変数多項式の近似GCD

Approximate GCD of Bivariate Polynomials 

神戸大学大学院人間発達環境学研究科 長坂耕作＊1
KosAKU N AGASAKA 

GRADUATE SCHOOL OF HUMAN DEVELOPMENT AND ENVIRONMENT, KOBE UNIVERSITY 

Abstract 

In this talk, we briefly introduce our newly developed approach for finding approximate GCD 
of bivariate polynomials, whose size of matrix appeared in the algorithm is much smaller than the 

well-known algorithms based on several matrix decompositions, and resulting size of perturbations is 
moderately small. 

1 はじめに

本報告では，二変数多項式の近似 GCDアルゴリズムにおける課題を克服する新しいアプローチについて

取り扱います。近似 GCDは，互いに素である多項式を摂動させて，自明でない GCDを持つ状態にさせる

アルゴリズムで，何らかの誤差の影響で互いに素になってしまった多項式本来の性質を求めようとするもの

です。一般に，ー変数多項式の近似 GCDのアルゴリズムには，広義の意味で行列分解に基づく方法（最適

化を含む）と，誤差を含まない多項式向けの Euclidの互除法に基づく方法とがあります（例えば， Maple

に含まれている QRGCDアルゴリズム [CWZ04]はQR分解に基づくものです）。これらのアルゴリズムを

二変数多項式や多変数多項式向けに拡張する場合，行列分解に基づく前者のアルゴリズムでは，取り扱う

行列のサイズが変数の個数に関して指数関数的に増大します。一方で，互除法に基づく後者のアルゴリズム

では， Hensel構成などの手法（モジュラー算法や補間法など）で，変数の復元をすることになり，結果と

して得られる摂動呈（入力多項式と最終的に得られた近似GCDを持つ多項式との距離）が急速に拡大する

ことになります。本稿では，これら二者の課題を両者の中間となるアプローチにより解決しようとする試み

について報告を行います。まず，本稿で扱う近似 GCDは次の定義に基きます。そのため，指定した次数d

に対して，摂動量をなるべく小さくしつつ，計算時間を短くすることが課題となります。

定義 1（近似 GCD（指定次数に対する摂動量最小化問題））

変数x= {x1,...，四｝に関する実数係数多項式の集合F= {fi,...,fn} C民［ぷ］と正整数 dENに対して，
多項式△パx),h1（豆），．．．，△Lげ），hnぽ） ER［司が存在して，全次数 dの多項式 g（五） E賊［司が以卜を満た

すならば， g（五）を全次数 d の F の近似 GCD と定義する (tdeg(•) は全次数を表す）。

f,（五） ＋ △パ豆） ＝h;ぽ）g（五）， tdeg（△fi):c;tdeg(fリ(i= 1,...,n). 

また，このとき以下の量（全ての係数を並べたベクトルの 2ノルムの相対変化量）を摂動量と呼ぶ。

II（||△fl ||2,．．．， 1 △fnll2)ll2/ll(llfill2, ・ ・ ・, llfnll2)ll2 

＜
 

*1 E-mail: nagasaka如 ain.h.kobe-u.ac.jp
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1.1 二変数の近似GCDにおける課題

誤差を考慮する必要のない通常の GCDアルゴリズムについて簡単に紹介します。一変数多項式の GCD

はよく知られている Euclidの互除法で求めることができますが，一般に，二変数多項式または多変数多項

式の場合に直接Euclidの互除法を使うことは行われません。股［m叶における互除法を二変数以上の多項式に

直接拡張した場合，股(x2,...，四）［x1]における互除法となり，有理関数体上の計算が必要で，多くの場合，

中間式膨張と呼ばれる現象（入力多項式と実際に求まる GCDに比べて，計算途中に現れる式が爆発的に大

きくなること）が発生し，効率的ではないためです。このため，多くのアルゴリズムでは，ー変数多項式

のGCDを求める問題に帰着し，ー変数多項式としての GCDから Hensel構成や補間法などにより本来の

GCDを構成します [Bro71,MY73, Zip79]。これらのアルゴリズムでは，与えられた多項式を摂動させる必

要がありませんので，図 1のように変数や係数の復元が容易に行うことができます。

多項式Ji（五）は同じ
f,（五） ＝ h,（豆）g（x)(i = 1,...,n) 

変数の復元
(Hensel構成・補間法など）

J.(x,, C2,..., Cn) = h.(x,, C2,..., Cn) X g(x,, C2,...,ら）

図 1:ー変数多項式に帰着して求めた GCDから本来の GCDを得る図式

一方，係数部分に誤差を含むであろう多項式を扱う近似GCDの計算においては，ー変数多項式に帰着し

て求めた近似GCDから本来の近似GCDを復元することが容易ではありません。 1つの変数を除き，残り

の変数に何らかの数値を代入（以後，この代入値をサンプル点と呼称）するなどして得られる一変数多項式

は，摂動を行わなければ元の多項式に復元可能ですが，近似GCDにおいては摂動が不可避となります。こ

のとき，ー変数多項式としての近似 GCD計算における最小の摂動は，それぞれのサンプル点に依存する

ため，結果得られる近似 GCDから変数を復元したところで，本来の二変数あるいは多変数多項式の近似

GCDとして，最適な摂動になりません。これを図示したものが，医 2になります。

：：ド
復元できない：． 

J,(x)＋ふ厄） ＝h,（五）g（召） （i=l,...,n) 

ー変数多項式に射影しても．．．

J,(x1, C2,..., Cn) + A1, (xi, C2,..., Cn) 
ヽ

。参
0‘摂動は大きく異なる

f;(X1, C2,..., Cn)＋△f, (x1, c2,..., Cn) = h,(x1, c2,..., Cn) X g(x1, c2,..., Cn) 

医 2:ー変数多項式に帰着して求めた近似GCDと本来の近似GCDは異なる

結果として，二変数あるいは多変数多項式の近似 GCD計算においては， Hensel構成や補間法などの通

常の GCD計算で主流の方法が採用しづらくなります。一方， QR分解や特異値分解などの行列分解に基づ

く方法であれば，後述する一般化された Sylvester行列などを用いることで，そのままの枠組みで一変数多

項式向けのアルゴリズムを使うことができます。しかしながら，この方法においても課題があり，一般化さ



119

れた Sylvester行列などのサイズは変数の個数に関して指数的に増大するため，計算量や精度の点で問題が

残ります。今同紹介するアプローチでは，これら補間法と行列分解に基づく方法の良いところを組み合わせ

る試みを行っています。

2 SLRAによる補間法

本稿で紹介するアルゴリズムは，一般化された Sylvester行列， SLRA（構造化階数落ち行列近似）による

近似GCD,特異値分解による近似GCD,補間法による旧来の GCD,FFTによる近似GCD[LYZlO]，な

どを参考にしており，これらのうち説明に必要な部分について，以下で簡単に導入していきます。

2.1 特異値分解による近似GCD

今回のアプローチの基礎となる近似 GCDを特異値分解で求める方法 [GKM+o4]を最初に説明します。

この方法では，以下で定義される一般化された Sylvester行列の階数落ちと，与えられた多項式の GCDと

の閲係を用いて，近似GCDを計算します。

定義 2（一般化された Sylvester行列（部分終結式行列））

全次数がそれぞれd;= tdeg(f,)の多項式 fl（五），．．．，fnげ） €艮［司と，正整数 kEN に対して，次式の

Sylk(/1, • • •, fn)を，これら多項式の K次の一般化された Sylvester行列と呼ぶ (k-1次とする定義もある）。
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 ここで， Ck(P)は，全次数Kの任意の多項式q（豆）に対し， h（召） ＝P(x)q（豆）かつ Ck(P)if= hを満たす畳み

込み行列を表す。これらは，項順序に依存しており，本稿では辞書式順序の昇順を基本とするが，特に限定

はしない。なお，第 1列群を右端に配漑する定義もある [KYZ06]。 <l 

特異値分解により直接的に近似GCDを求めるには，一般化されたSylvester行列の次の性質を用います。

tdeg(gcd(fぃ．．．，fn))2 k⇔ Sylk(fi,..., f n) is rank deficient. 

具体的には， Sylk(fl,• • •, f n)の特異値分解により得られるゼロベクトルは，近似GCDによるh（豆），．．．，fn（召）
の余因子柘ぽ），．．．，hn（五）の係数ベクトル候補となります。近似GCD自体は，これら余因子と与えられた

多項式から立式される以下の最小二乗法により，その係数ベクトルを求めることができます（多項式p（x)

の係数ベクトルを尻叶で，行列やベクトルの転麿を .Tで表しています）。

冑 (:dd((h口）喜（冨冨）T2 

この方法で求まる近似GCDは余因子をゼロベクトルから直接求めている関係上，指定した次数に対して摂

動の最小化を行えていないため，結果として得られる摂動量は大きくなります。このため，例えば， MVGCD

アルゴリズム [ZD04]であれば， Gauss-Newton法による最小化で， STLNベースのアルゴリズム [KYZ06]

であれば，ペナルティ法による最小化でもって，摂動量を小さくする仕組みになっています。
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2.2 SLRAによる近似GCD

特異値分解による近似GCD計算では，対象となる多項式を摂動させるまえに，そのゼロベクトルを求

めるため，結果として求まる近似GCDの摂動量は大きくなってしまいます。 STLNベースのアルゴリズ

ム[KYZ06]では，近似GCDやその余因子を求める代わりに，一般化された Sylvester行列の階数が落ち

るように構造化された摂動を求めています。同じことを， STLNではなく， SLRA(Structured Low Rank 

Approximation)で行うアルゴリズム [8816]も提案されています。以下，簡単にその紹介を行います。

以下では， mxnの実行列全体のベクトル空間を Mm,n（良）と表し， Mm,n（政）の内積を〈M1,M分：＝

trace(M1M『)とします（この内積で導かれるノルムは， Frobeniusノルム）。階数がrとなる行列の集合を

Dr C Mm,n(lR.)で， ECMm,n（照）を Mm,n（股）の affine部分空間，｛E1,...,Ed}をその基準ベクトル空

間の正規直交基底とします。これらの記法のもと， 8LRAは次のように定義されます。

定義 3(SLRA: Structured Low Rank Approximation) 

行列MEEと正整数rに対し， IIM-M＊にが小さくなるような行列M*E En Drを求めよ。 <I 

例えば， f（x)＝ f2呼＋ f心＋ f。と g(x)= 92叶＋91X+ g。の 1次の近似 GCDを求める場合，次の
8ylvester行列（階数落ちに転置は影響を与えないので，この例では本稿で導入した一般化された 8ylvester

行列を転置したものを採用しています）が8LRAにおける行列M となり，目標とする階数はr=3となり

ます。この8LRAを解き，階数がrとなる M*を求められれば，その摂動を係数のf2,ifo,92,91,g。に反

映した多項式は，自明でない GCDを持つことになります。その GCDこそが近似GCDとなります。

M=  (,f; ；：；: gf;) 
この例では， Eの基準ベクトル空間の正規直交基底は，係数の f2,f1,fo,g2,91,g。にそれぞれ対応する行列

から構成される次の直交基底を正規化したものになります（それぞれ1/v'2倍となります）。 8LRAの解法

には， Lift-and-Project法 [Cad88]やNewton8LRA[8816]などのアルゴリズムが知られています。
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2.3 SLRAと補間法による近似GCD

以上の準備のもと，一般化された Sylvester行列をそのまま使用することに伴う行列サイズの指数関数

的な増大を抑えるための，新しいアプローチの説明を行います。この方法では，離散Fourier変換（高速

Fourier変換）や数値的な Ben-Or/Tiwariアルゴリズム（補間法） ［GLL09, GLL06]などで使用される「l

の原始p乗根」における評価を用いて補間を試みますが，直接的な補間ではなく， SLRAによる近似GCD

の枠組みの中で間接的に補間を行います。以下，£= 2,n = 2（二変数多項式ペア）として説明を行います。

2.3.1 サンプル点と SLRA

与えられた多項式ペア fl(X1，四），h(x1，四） €尺［お1，四］の次数 kEN の近似 GCD を直接求めるのではな

く，ー変数多項式に射影した結果の多項式ペアの一変数多項式としての近似GCDから補間することを考え
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ます。そこで， W1,...,Wpを1の原始p乗根の累乗とし，これらをサンプル点として， Ji(x1, w;), h(x1, w;) 

から二変数多項式fi(x1，四），h(x1，四）を補間するのに十分な大きさを pが持っているとします（例えば，

p > tdeg(fi), tdeg(h)を満たす素数など）。このとき， f孔m，四），f2(Xぃ四）が互いに素でなければ，次の

行列M は階数落ちする必要があります。

M = （Syl以h（い）知1凸）） 0 

O Sylk(h(X1,W砂応1,Wp)）)
しかしながら，この行列 M が階数落ちするのは， fl(x1，四），J2(xぃ四）が互いに素でないことの必要条件

であって，十分条件ではありません。必要十分となるためには，対角部分である次のM1,...,MPのすべて

が同時に階数落ちする必要があります。

Ml = Sylk(fl(X1,W1)，f2(X1,W1))，．．．， Mp = Sylk(fl(x1,Wp)，f2(X1,Wp)） 

これらの性質を用いて近似GCDを求めること考えます。 Ji(xi, x2), h(xi，四）は互いに素であると考え
られることから，それぞれ摂動を行って， Mi,••·,Mp のすべてが同時に階数落ちさせることになります。

しかしながら，これらのMi,...,MPが独立して摂動してしまうと，同じ多項式のサンプル点における評価

結果ではなくなるため，補間することが難しくなります。本稿では，評価結果が独立して摂動することを

避けるため， SLRAの対象を全体行列M としつつ， Mi,...,MPが階数落ちすることを条件に加えた上で，

M としての SLRAを解くことを提案しています。

M 自体の特異値分解は行列サイズが大きく計算量の課題が残りますが， M はブロック対角行列であり，

Miそれぞれの特異値分解から M 全体の特異値分解を構成することが出来ますので，多くの行列分解に基

づくアルゴリズムに比べて小さく抑えることができます。また， Lift-and-Project法やNewtonSLRAなど

のEckart-Young-Mirskyの定理[GVL13,Mar19]に基づくアルゴリズムは，無理なく自然な形でSLRAの

対象を全体行列M としつつ， Mi,...,MPが階数落ちする条件を加えることが出来ます。なお，この方法で

は補間法に基づいてサンプル点は選択しますが，実際には補間は行わず， SLRAによる摂動を求めることに

なります。このとき， SLRAの対象となる affine部分空間の甚準ベクトル空間の基底は， SLR.Aを導入した

際の Sylvester行列の例と同じく，サンプル点を代入する前の各係数に対応する行列から構成されます（係

数を含まない変数の積であるサポートにサンプル点を代入したものが，正規化前の行列の要素となります）。

2.3.2 複数の一変数多項式

複数の一変数多項式に対して近似GCDを求める場合，一般化されたSylvester行列を用いることも出来ま

すが，本稿では，二変数多項式ペアに帰着させる方法を採用します。次のように， F= {fi(x1),..., fn(x1)} 

に対して， m個と (n-m)個に多項式を分け，新たにスラック変数としてェ2を導入して，二変数多項式

fl(m，四）と l2（エ1,四）を構成します。

fl = h(m1) ＋砂h(x1)＋・・・十叫？―1fm(m)，J2= fm+1(X1) ＋四fm+2(x1)+ ・・・十吋―m-lfn(x1) 

このとき， m=lであれば，元の多項式集合のGCDと，新たな多項式ペアの GCDは一致しますので，こ

の変換で二変数多項式ペア向けの近似GCDアルゴリズムで，複数の一変数多項式の近似GCDも計算でき

ることになります。ただし， m=lの場合，新しい多項式の全次数は大きくなりやすいため，必要十分条件

とはならない m=J 1を用いた近似GCD計算が期待されます。しかしながら，いくつかの例では， m=J 1 
の場合に得られる摂動量はm=lの場合に比べて大きくなる傾向があり， m=J 1は推奨できないと考えら
れます。



122

3 数値実験

この章では， Mathematica12.2を用いて実施した数値実験の結果について報告します。

3.1 二変数多項式ペア

Kaltofenらの STLNベースのアルゴリズムの論文 [KYZ06]で実験に使われている Ex.5（二変数実多

項式）と Ex.8（二変数実多項式）を用いて，計算結果の各摂動量の二乗和を表 1にまとめました。なお，

MVGCDはZengらによるアルゴリズム [ZD04],GKMYZは特異値分解によるアルゴリズム [GKM+04],

STLNはKaltofenらのアルゴリズム [KYZ06]による結果を表していますが，これらの結果は Kaltofenら

の論文 [KYZ06]からの引用値となります。ただし，比較のため，特異値分解によるアルゴリズムは本方法

でも使用するため，今回の実験のために実装したものを使用した結果を「GKMYZ（自実装）」としてありま

す。今回提案の方法も含めて実装における設定は，最大反復回数制限を 16回，反復における補正項の終了

判定の閾値を l.49012e-8,最小二乗法の精度を l.Oe-2としています。

tdeg: fぃh,g I MVGCD I GKMYZ I GKMYZ（自実装） I STLN I 本方法

Ex 5 | 6,6,3 | 2 26617 | 1 49524 
Ex.8 I 40, 40, 30 I l.39858e-3 I 4.83931e-4 

1.44864 

4.83876e-4 

4.80154e-1 | 4.82423e-1 
4.39489e-4 I 4.47442e-4 

表 1:Ex.5とEx.8の計算結果における両多項式の摂動の二乗和

本方法と採用する SLRAの解法との関係を調べるため，全次数が10次と 9次以下の二変数多項式のペア

(GCDの全次数は 3次）をランダムに 100組生成して実験を行いました。それぞれの多項式ペアは，各単

項式に関して 0.5の確率で [-1,l] E股の非ゼロ係数を生成し，最後に[-l.Oe-3, + l.Oe+3]を各非ゼロ係数
に加える摂動を誤差として行っています。図 3が結果となります。計算結果の各多項式の摂動 (2ノルム）

の二乗和の常用対数を図示したものです（直線は常用対数の平均）。なお， CadzowはLift-and-Project法

[Cad88]で， NewtonSLRAはNewtonSLRA [SS 16]による結果となります。
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図3:二変数のランダム実験結果（両多項式の摂動の二乗和の常用対数グラフ）
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3.2 複数の一変数多項式

SahaとKhareの論文 [SK21]で取り上げられている次の多項式集合F={Jぃf2,f3}の近似GCDを，今
回提案の方法（スラック変数による二変数多項式ペアヘの帰着）で求めた結果を比較します。

fi=5-6①十砂， f2= 10.8 -7.4①十丑， h= 15.6-s.2ェ＋砂

引用元の論文の方法 (SLRA)では，二種類の Sylvester行列の一般化で実験が行われています。本稿で紹

介した一般化された Sylvester行列と同じ方法での結果が0.0390となっており，異なる一般化での結果が

0.0373となっています。今回提案の方法では，摂動させる前の段階で0.0641であり， SLRAのマジックマ

ラメータを調整した場合で0.0376,調整しない場合で 0.181という結果でした。なお，ペアヘの分け方も

含めて調整有りの場合は最良で 0.0373となっています。

本方法と採用する SLRAの解法との関係を調べるため，次数が9次以下の一変数多項式の集合 (10個の多

項式から構成され，そのGCDの次数は3次）をランダムに 100組生成して実験を行いました。それぞれの多

項式集合は，各単項式に閲して0.5の確率で [-1,l] E尺の非ゼロ係数を生成し，最後に [-l.Oe-3,+l.Oe+3] 

を各非ゼロ係数に加える摂動を誤差として行っています。図4が結果となります。計算結果の各多項式の摂

動 (2ノルム）の二乗和の常用対数を固示したものです。
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図 4:ー変数 10多項式のランダム実験結果（各多項式の摂動の二乗和の常用対数グラフ）

また，次数が13次以下の一変数多項式の集合 (6個の多項式から構成され，そのGCDの次数は3次）を

ランダムに 100糾生成して実験を行いました。それぞれの多項式集合は，各単項式に関して 0.5の確率で

[-1, l] E政の非ゼロ係数を生成し，最後に [-1.0e-3,+l.Oe+3]を各非ゼロ係数に加える摂動を誤差として

行っています。図5が結果となります。計算結果の各多項式の摂動 (2ノルム）の二乗和の常用対数を図示

したものです。
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