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Abstract 

K-hives are combinatorial objects, which realize the crystal basis of an irreducible highest weight 
module over a quantized enveloping algebra of type A. In this paper, we provide a set of algorithms to 
compute the crystal structure on a set of K-hives. We also implemented these algorithms and created 

a Python package called khive-crystal. Then we give some examples of performing this package. 

1 はじめに

gを対称化可能Kac-Moodyリ一環とする．量子展開環店(g)は非可換非余可換な C(q)上の結合代数で

あり， gの包絡環広(g）の q-量子化である [2,3]. Uq(g)のある加群のクラスは， q=Oの極限において，結晶

基底というある特殊な基底をもつ．これは色付き有向グラフの構造を持っており，様々な計算を組合せ論と

して計算可能にする．また， q=Oという特殊な場合の基底ではあるが，そこから元の加群の情報の多くが復

元できる．すなわち，結晶基底は量子展開環の表現論に対する組合せ論的なアプローチを提供する例えば，

広(g)上の加群M1，島のテンソル積M憧砧の既約分解を考える．テンソル積の各成分のM1，島はそ

れぞれ結晶基底を持つとすると， M10M2も結晶基底を持つことがわかる．このとき， M10M2の既約分

解は， M10M2の結晶基底のグラフの連結成分を求めることに対応するまた実際に計算する際には，具体

的な実現を使うことが多いが，古典型の既約最高ウェイト加群の結晶基底に対しては，ヤング盤の類似を用

いた実現が知られている [4]．特にA型に対しては，半椋準盤を用いた実現が存在する．

[8, 9]で導入された hiveは， 1辺がnの正三角形に 1辺が 1の正二角形を敷き詰めた図形の各頒点にラベ

リングしたものである．本稿で扱う K-hiveは， hiveにいくつか条件を足した図形であり，半標準盤と一対

ーに対応する [6].hiveには多くの情報が組み込まれているため，ヤング盤では見えにくい情報を明らかに

し，対象の構造や議論の見通しをよくするなどの利点が期待される例えば， K-hiveは(Stretched)Kostka 

coefficientsなどに応用がある [6]．また hiveに別の条件を付与した LR-hiveという図形も存在し，これは

(Stretched) Littlewood-Richardson coefficientsなどに応用がある [7,14]. 
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[11]ではA型の既約最高ウェイト加群の結晶基底がK-hiveによって実現できることを示した本稿では，

これらの結果に対し，結晶構造に関する写像を計算するアルゴリズムを与える [12]．またこれらのアルゴリ

ズムを khive-crystalという Pythonのパッケージとして実装し，その実行例を示す [10].

2 準備

2.1 量子展開環と結晶基底

n ::>: 2に対し， Sしを An-1型のリ一環とする． I= {1, 2,..., n -1 }, [n] = {1, 2,..., n}とするまた

IJ = {x E.S[n I x = diag(叩 |iE [n])} C叫とする． iE [n]に対し，線型写像G:h → CをE;(h)= C;に
よって定義する．ここで， h= diag(ci I j E [n]) E IJとするまた iEIに対し， a，=G -G+1とする．
II = { a;};EJ C I)*の元を単純ルートとよび， rrv= {h;};EJ C IJの元を単純コルートとよぶ iEIに対し，

A;= E1 +E2+· ・・十€， E がとし，基本ウェイトとよぶ P= 〶iEIZA;, p+ ＝④iEJZe:oふ，戸＝〶iEIZh;
とする． Pをウェイト格子とよぶ p+の元を支配的ウェイトとよぶ．

qを不定元とし，島(.s[n)をsしの量子展開環とする．支配的ウェイト入 Ep+に対し， V(入）を駅（Sし）上

の最高ウェイト入の既約最高ウェイト加群とする．（£（入），B（入））を V（入）の結晶基底とする．

結晶基底の組み合わせ論的な性質を抽出した概念である結晶は次で定義される．

定義 1

集合Bが店（s[→-結晶とは，写像wt:B→P, eぃf;:B→BU{O},c;,<p;: B→ZU{-oo}(iEI)が存在
して，以下を満たすものである． iEI, b, b'EBとする．

1. <p;(b)＝ら(b)+ wt(b)(h;), 

2. e;b EBのとき， wt(e;b)= wt(b)＋年

3. f;b EBのとき， wt(/;b)= wt(b) -a., 

4. e;b EBのとき， c;(e;b)= c;(b) -1, <p;(e;b) = <p;(b) + 1 if, 

5. f;b EBのとき，ら(f;b)＝ら(b)+ 1, <p;(f;b) = <p;(b) -1, 

6. f;b = b'⇔ b = e;b'. 

特に， B（入）は％（s［叶結晶である．

定義 2

Bを切(.s[n)ー結晶とする． Bの結晶グラフとは， Bの要素を頂点とし， f;b= b'(i E I,b,b'EB)のとき，

bぢb'と辺を定めることによって得られる色付有向グラフである．

結晶のテンソル積は次で定義される．

定義 3

B1，恥を結晶とする． B1と比のテンソル租B10恥とは，集合 B1X B2に対し以下の方法で結晶構造を

定めたものをいう．

1. wt(b1 0 b2) = wt(b1) + wt(b2), 

2. c;(b1 0 b2) = max(c;(b1)，ら(b叫―wt(b1)(h;)),
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3. cp(b1 to b砂＝ max（幽），ゃ(b1)+ wt(b叫(h;)),

4. e;(b1⑭ b2) ＝ ｛e,bl R b2'P，（b1)〉e,(b2)，
b1 to e;b2 cp;(bリくら(b2),

5. f;(b1 to b叫＝｛応Rb2'P，（h) ＞ e,（b叫，
b1 to f;b2 cp;(bリ::;E;(b吐

結晶の射は次で定義する．以下では次の意味で，ある K-hiveの集合が既約最高ウェイト加群の結晶基底と

同型になることを述べる．

定義 4

Bぃ恥を島(.s［叶結晶とする． IJ!:B1→恥が結晶の射であるとは，写像IJ!:B1U{O}→ B2U {O}が以下

を満たすことをいう．

1. b E B1に対し， IJ!(b)E恥のとき， wt(IJ!(b))= wt(b)，ら僅(b))＝ら(b),cp;(¥JJ(b)) = cp;(b), 

2. b E B1に対し， ¥JJ(b)位 (e;b)並(f;b)E B2のとき， f泄(b)= ¥JJ(f;b),e;¥JJ(b) = ¥JJ(e;b), 

3.屯（0)= 0. 

結晶の射IJ!:B1→ Bバま， ¥JJ:B山 {O}→B2U{O}が単射のとき，埋め込みとよぶまた結晶の射IJ!:B1→ B2 

は， IJ!:B1 U{O}→B2U{O}が全単射のとき，同型射とよぶ同型射IJ!:B1→氏が存在するとき， B1竺 B2

とかく．

2.2 K-hives 

hiveはT.TaoとA.Knutsonによって導入された， 1辺がnE Z>oの正三角形に 1辺が1の正三角形を敷

き詰め，その各頂点に実数をラベリングした図形である [8,9]. hiveにはあらかじめ多くの梢報が組み込ま

れており，またさまざまな形式を持つ．ここでは主に hiveにいくつかの条件を付与した K-hiveという図形

のuprightgradient representationという形式を使川する．詳しくは [14]を参照せよ．

nEZ：：：。とする．入＝ （ふ，極...，入n)E Z~。とする． mEZ：：：。に対し，入1 + ・..＋ふ＝mを満たすとき，
入をmのcompositionというまた compositionふが，入〉...?:入n〉0を満たすとき，入をmのpartition

という． mのpartition入が入＝ k(1 s i s l s n),入＝ 0(l <is n)を満たすとき，入＝ （K門とかく．特

に，混同の恐れがないときは (O”）を単に 0とかく．また，£（入）で入の長さを表す．

μEPに対し， μ1E1+・・・+μ冦n=μ となる composition加が存在する．また入 EP+に対し，ふE1+・ ·•十

ふ％＝入となる partition ふが存在する．~ E p を V（入）のウェイトとすると，~=入—こ9€IK心i E P(k; E Z) 
とかける．このときCに対し, l1E1+＜四＋・・・十知n%＝ §，区にぶ＝芦＝1入kを満たすcomposition~が
存在する．以下記号を檻用して， μEPを表す compositionμをμと書く．同様に入 EP+を表すpartition

入を入と書く．

定義 5

nEZ：：：。とする． a=(a;);, (3 =（瓜）i,'Y= (,i)i E認o,（%）1全くJ:SnE zn(n-1)/2とする． uprightgradient 
representation ({14]）のサイスnのintegerhiveとは，（a，9，'Y,(U叫1:Si<j:Sn)で

k-1 n 

森＝ （咋＋と囚） ＋ （akーと如）． (1) 
i=l j=k+l 

をみたすものをいう．
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簡単のため，以下 (U,J)1<'.i<j<'.nを(U,3)9<Jとかく． integerhive (a,/3，7,（U,J)9<J)は以下のような図形で

表す．

” 
/31 /32 /33 /34 

図 1：サイズ4のIntegerhive 

注意 1

{8, 9, 14]では， hiveという用語は hiveにrhombusinequalitiesと呼ばれる条件を追加したものを指す．こ

こでは，［5,6, 7}の用語に従う．

i E [n]に対し，

i-1 

広＝出一どU如
k=l 

と定めるまた

四＝ 0 if i > j or j > n or i < 1. 

とするここでは， integerhiveにいくつか条件を付与した K-hiveを主に考える．

定義 6

(2) 

m,nE厄oとする． a,(3，1E Z2。とする． l'.Si<j'.Snに対し，伝＝こi-=}u,K -こi=1U9+1,Kとする．
integer hive H = (a,(3，,, (U;j)i<i)が以下を満たすとき， K-hiveとよぶ．

1. aはmのpartition,

2.(3はmのcomposition,

3. 1 = (0門，

4. U;j 2 0 (1 :Si< j :Sn), 

5. L;i 2 0 (1 :Si < j :Sn), 

6.(3，と区に~uい (i E [n]). 

また

如）（a,(3,0)= {H = (a,(3，O,(U砂<])|His a K-hive}, 

lllI(a) = LJ如）（a,(3，0)
/3 

とする．ここで和はmのcomposition全体を渡る．
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注意 2

H=(a,(3,0,（如）i<j)E H(a)とする．このとき，如＝ °'i―区；＝叶1的が成り立つことがわかる．また，

°'i =0のとき， ukl:;;, 0 (1 <::: k <; l <; n)より， Uij= 0 (j E [n])を得る．

例 1

n = 4,入＝ （3,2,1,0), μ = (2,3,1,0)とする．また (U12,U13, U14, U23, U24, U34) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)とする．

このとき， HE 1-l(4)（入，μ,0)CH（入）は図2のようになる．

H= 

゜

E <J-{C4l(J, μ, 0) c H(A). 

゜2 3 1 0 

図 2:K-hive 

2.3 K-hives上の結晶構造

H（入）（入 EP+)は既約最高ウェイト加群の結晶基底と結晶として同型になるが，ここではその且（入）上

の結晶構造について解説する． H(入）上の結晶構造は次の2つの方法で導入される． 1つの方法は， H(入）の

@kH(Ak)の中への結晶としての埋め込みを与えることで導入されるもう 1つの方法は，より直接的な組

合せ論的な表示を考えることで与えられる．詳しくは [11]を参照せよ．

まず基本的な場合として， H(Ak)(k E J)の結晶構造を考える．

定義 7([11]) 

vEIとする．写像wt:H(A,_,)→P, e;,f;: H(A,_,)→H(A,_,) U {O}, c;, cp;: H(A,_,)→ z：：：o (i E J)を以下の
方法で定める． H=(Av,μ, 0, (U;1);<J) E且（ふ）とする．

1. wt(H) ：＝こにれ限— µk+l)Ak E P, 

2. c;(H) := max(μ;+1 -μ;, 0), 

3. cp;(H) := max(μ;―μi+l, 0), 

4. μ'＝江＝1µ~Ek E pとするここで瓜＝ μ;+1,μい＝ μ;+1-1, µ~ =肛 (k=/i,i+l)である．また

四，i+l>0となる K。E{1,2,...,i+l}が存在するとき， Uん。,i= uko,i + 1, U{。，叶1= Uko,i+l -1とす
る． k=/ k。,l=/ i,i+lに対しては， U向＝如とする．このとき， iEJに対し， e;:H(ふ） →H(Av)U{O} 
を以下のように定める：

e;H= {tv,μ',O,(U向）K＜l) e,（H) ＞ O, 

0 c;(H) = 0, 
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5. µ'＝区~=l µ~仕 EP とする． ここでμ;= μ; -1, μ;+l = μ;+1 + 1, µ~ = μk (kヂi,i + 1)であ

る．また Uko,i> 0となる koE {1, 2,..., i}が存在するとき，U£。,i= Uko,i -1, U£。,i+l= Uko,i+l + 1 
とする． ki= k。,li= i, i + 1に対しては， U£l＝如とする．このとき， iEIに対し， f，： H(A砂→
H(A叩 {O}(iEI)を以下のように定める．

紐＝ ｛（~v,µ',0,([J向） k<l) 叫I) > O, 
0 <p;(H) = 0. 

注意 3

vEIに対し， H=(Av,μ, 0, (U;j)i<j) E JHI(Av)とする．このとき， iEJに対し， Uki> 0となる k~ iが存

在すれば，一意であることがわかるまた同様に， i+1 E Jに対し， Uk,i十1> 0となる k~ i+ lが存在すれ
ば，一意であることがわかる．詳しくは {11]を参照せよ．

命題 8([11]) 

vEIとする． lHI(Av)は定義 7で定義した写像wt,e;, f;,や’'e，によって，店(st,,）ー結晶となる．

また lHI(Ak)(k E J)がStembridgeaxioms ([13, 1]）を満たすことから以下を得る．

補題 9

kEIに対し，結晶として JHI(Ak)竺 B（ふ）が成り立つ．

次に， lHI（入）の QS)klHI(Ak)への埋め込み屯を定義する．埋め込み Wは， lHI(μ)0 JHI(Aい(μ E p+, k EI)へ

の埋め込みw入を繰り返し適用することで定義される．

定義 10([11]) 

入＝区iElmふ EP+,N＝区iEJmiとする． ZN= max{ i E J I m;ナ0}とする． H=（入，μ,0, (U;j)i<j) E 
]HI（入）に対し， HN= (AzN,μ<Nl,o,(U炉）i<j)を次のように定める：

心＝｛； if j = min{j E [n] I Uij > O}, otherwise, 

亭＝｛l ifthere exists j E [nl such that u炉＞ 0,
0 otherwise. 

また HとHNに対し， H(N-1)=（入(N-1),,(N-1),0,(V;r-l))i<j)を次のように定める：入(N-1)=入-A恥

'(N-1) = μ―μCNJ, vt-1) = uij -u炉(1<::'. i < j <::'. n). 

補題 11([11]) 

入EP+に対し，恥： H（入(N-1))(,<) H(Aいをむ(H)= H(N-l) @HNと定義すると， W入は単射．

むを繰り返し適用することにより， H（入）から RkH(Ak)への単射を得る．

命題 12([11]) 

入EP+とする．このとき単射

¥JT:H（入）→ RH(A。)Rmi.
iEI 

が存在する．
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命題 13

Wは f;,e; (i E I)の作用で不変である．

定義 14([11]) 

入＝ LiEimふ EP+とする． H（入）上の結晶構造は Wが結晶の射となるように定義する．

定義 15([11]) 

入EP+に対し， H入EH（入）を凡＝ （入，入，0,(O)i<i)と定義する．

定理 16([11]) 

入EP+とする．このとき結晶の同型射if>:H（入） →B（入）でif>(H入） ＝b入となるものが存在する．

またより直接的に組合せ論的な方法で， H（入）上の結晶構造を計算することもできる．

定理 17([11]) 

入＝ LiEimふとする． H=（入，μ,0, (U;j)i<i) E H（入）に対し，写像wt,fj, ej,'Pi,匂 (jEI)は以下のよ

うに計算できる． jEIを固定する．

1. wt(H)＝区iEI（凸一μi+i)A,,

2.kE{l,2,...,j}に対し，吋k)(H) = max{'Pt-l) (H) + uk,J―Uk+l,j+l, 0}とする．ここで吟°)は0

とみなす．このとき，切(H)＝ゃい(H)が成り立っ，

3. k E {1, 2,..., j + l}に対し，亭(H)= max{亭―1)(H)+ U3+2-K,J+1 -UJ+1-K,J,0}とする．ここで
亭は0とみなす．このとき， C］（H)＝c}］＋1)（H)が成り立っ，

4.'Pi(H) = 0のとき，ぉH=Oが成り立つ．凸(H)ヂ0のとき，

kぉH= min{k E [n] I Vl 2: k,副（H)> O} 

とする．このとき， fiH=（入，μ',0, (Viz)k<l)となる．ここで

μ'= LI知 k+ (μj―l)Ej +（朽＋1+ l)Ej+l, 
k#j,j+1 

ui = ｛□ ： ： ：［s:9: ：；：： ：二'+1,
5. Ej(H) = 0のとき， ejH=0が成り立つ． Ej(H)ヂ0のとき，

ke;H = min{k E [n] I Vl :::, k,亭（H)> O} 

とする．このとき， ejH=（入，μ',O,(U向）k<l)となる．ここで

μ'= L μk仕十(μj+ 1凡＋（μj+l -1)勺＋1,

e, s
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if k = j + 2 -kejH, l = j, 

ifk=j+2-k叫,,l=j+l,
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3 K-hive上の結晶構造に関するアルゴリズム

ここでは， H(入）（入 EP+)上の結晶構造を計算するアルゴリズムを与える．ここでH（入）上の結晶構造は

次の2つの方法で計算できることに注意する． 1つの方法は，定義 14に基づいた方法であり，もう一つの方

法は，定理 17に基づいた方法である．

アルゴリズムを考える際には， H=（入，μ,v,(Uij)i<i) EH（入）を keyが入，μ,v, (Uii)i<iのハッシュテー

ブルとして考える．ここで入の valueは配列［ふ，入2,...，入叶，μの valueは配列 [μ1,μ公．．．，μ』， uのvalue

は配列 [0,0,...,O],（島）i<jのvalueは2次元配列 [[U12,U13, ・ ・ ・], [U23, ・ ・ ・], ・ ・ ・, [Un-1,n]]である．

定義 14に基づいたアルゴリズムを考えるために，まず H(Aり上の結晶構造を考える． H(Ak)(k E I) 

上の作用 f;はAlgorithms1によって計算されるまた e;の作用も同様の方法で計算できる．ここで wt,

'Piぶ (iEI)は定義 7から直ちに計算されることに注意する．

Algorithm 1 Algorithm for f; on lHI(Aり
Input: H = (Ak, μ, 0, (U;j)i<j) E lHI(A砂 iEJ

Output: f;H E lHI(A砂

1: if max(μ; -μ;+1, 0) = 0 then 

2: return 0 

3: end if 

4: Take ko from {k E [i] I uk,i > O} 

5:佑：＝佑一 1

6: μ;+1 := μ;+1 + 1 

7: Uko,i := Uko,i -1 

8: Uko,i+l := Uko,i+l + 1 

9: return (Ak, μ, 0, (U;j)i<j) 

入EP+に対し，恥はAlgorithm2によって計算される． a,b E Z2:。に対し，［a,b]z = { c E Z I a :::; c :::; b} 

とする．

例 2

n = 4,入＝ （3, 2, 1, 0), μ = (2, 3, 1, 0)とする． H=（入，μ,0, (U;j)i<j) E H（入）とする，ここで 1:::;i<j:::;4

に対し，（i,j)= (1, 2)のとき的＝ 1,それ以外の場合は U;j= 0とする．このとき， t入(H)はAlgorithm2 

によって，次のように計算される． V = f!（入） ＝ 3とする． 入(2)=（入i2)，入し2)，...，入炉）とする，ここで

k E [v]のとき芯＝ 1,それ以外の場合は入り＝ 0とする． 1:::;i<j:::;4に対し， U，り＝的とする．

min{/ E [4] I U11 > O} = 1より， ui?= 1また噂＝噂＝噂＝ 0とする． min{/E [4] I U21 > O} = 2 

より， U；;）＝ 1また噂＝ U幻＝ 0とする． min{/E [4] I U31 > O} = 3より， U年＝ 1また u認＝ 0と
する．また

犀＝虚＝ 1,

犀＝ U位＋u認＋噂＝ 1,
犀＝ U図＋u図＝ 1,
犀＝ U｛？＋ U□+U釘＋ U幻＝ 0,

副＝入1-入12)= 2, 壻＝ふ—亭＝ 1,

副＝ふ—亭＝ 0, 入り＝入4一浮＝ 0.
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Algorithm 2 Algorithm forむ

Input: H =（入，μ,0, (UiJ)i<J) E阿（入）

Output:恥（H)

1: for k = l, 2,..., n do 
2: if k E [1, £（入）］zthen 
3: 入（2)

k =1 

4: else 

5: 平＝0 
6: end if 

7: end for 

8:入（2):=（炉，亭，．．．，燭）

9: (U,（32)）9<J :＝ （％）9<J 

10: for i = 1, 2,..., n -l do 

11: for j = i + 1, i + 2,..., n do 
12: if j = min{l E [n] I uil > O} then 

(2) 
13: U 9J . : = 1 
14: else 

(2) 
15: U ij :=0 

16: end if 

17: end for 

18: end for 

19: for k = l, 2,..., n do 

20: μ戸：＝とい Ulり
21: end for 

22: μ<2) := ( (2).. (2).,(2) μl, μ2,．．．，μn) 

23: for k = l, 2,..., n do 

24: 壻：＝心—入i2)
25: end for 

26:入（1):=（副，壻，．．．，心）

27: （U,（］1))t<J :＝ （％）t<J 

28: for i = 1, 2,..., n -l do 

29: for j = i + 1, i + 2,..., n do 
30: 帽：＝ Uij -Ui(? 
31: end for 

32: end for 

33: for i = 1, 2,..., n do 

34: 副＝区:=1Ul[1)
35: end for 

36: return（入（1),μ(1J, o, (U，(]1)い） R （入(2),μ(2),0,（噂）9＜J)

とする． 1:::; iさj:::; 4に対し， U,い＝ UiJ ― ui~2) とするまた

副＝ U訂＝ 1, 副＝ U尉＋ uJ〗 =2,

I> Compute入(2)

C> Compute (U 
(2) 
ij)9<J 

C> Compute μC2) 

C> Compute入(1)

1> Compute (U 
(1) 
ij)i<J 

C> Compute μC1) 

μi1) = U{i)+UJ;) ＋Uji) =0, μi1) ＝U{｝)＋ Ui]) +Uj;) +ui]) =0. 
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とする．このとき，む(H)=（入(1),μ(1), 0, (Ug))) Q9（入（2),μ(2),0, (U/?）)を得る．図 3を参照せよ．

H r ) H1 X H2 

゜
r) X 

゜2 3 1 0 1 2 0 0 1 1 1 0 

図 3：むの作用

↓はAlgorithm3によって計算される．

Algorithm 3 Algorithm for ¥JI 

Input: H =（入，μ,0, (U;j)i<i) E lHI（入）

Output: ¥Jl(H) 

1: H1 0H2:＝恥(H)

2: N=  2 

3: while H1 f_ lHI(Ak) for any k E J do 

4: K1 0K2:＝沢Hり
5: H:=K10K20H2⑭ ・・・0HN 

6: N=N+l 

7: Rename H as H = H1 0 H2 @ ・ ・ ・ 0 HN 

8: end while 

9: return RkEN Hk 

lHI（入）上の作用f;,ら(iE J)を計算するために， Algorithm4を考える．

定義 14により， lHI(入）上の結晶構造はlHI（入）の RklHI(Ak)の中への埋め込みを利用して定義される．した

がって， wt,cp;, €ぃ Jiぶ (i E J)は以下のアルゴリズムによって計算される．入 EP+に対し， HElHI（入）とす

る． IJ!(H)= H1@H吟••·@HN とする．ここで IJ!(H) は Algorithm 3によって計算される．このとき，wt(H)

はwt(H)＝L:=lwt(Hりによって計算される．ここでwt(HいはlHI(Aいに対する wtのアルゴリズムで計

算されるまた， cp;(H)はcp;(H)= cp;(H1@H2@・ ・ ・@HN)と計算される．ここでcp;(H1ISIH2 ISi ・ ・ ・@HN) 

は定義 3とlHI(Ak)に対する 'Piのアルゴリズムで計算される．同様に，ら(H)も計算できる，また， f;(H)は

叩l(j;(H層H鐸 ••·@Hり）によって計算できる．ここで f;(H1@H2@·・ ・@HN)は定義 3とAlgorithm1 

により計算される同様に， e;(H)も計算できる．

また， lHI(入）上の結晶構造は，定理 17により組合せ論的に計算できる． Algorithms5, 6は，定理 17に基づ

き，匹f;(iE J)をそれぞれ計算する．ここでwtは，H=（入，μ,0,(U;j)iく］）に対し，単にLkEI(μk -μk+ 1)Ak 

と計算できることに注意するまた釘ぶ(iE J)についても同様に計算できる．
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Algorithm 4 Algorithm for w-1 

Input: H = H1 0 H2 0 ・ ・ ・ 0 HN E @直(Ak),Hk =（入(k),μ(k)'0, (U炉）i<J)EH（砂）．
Output: w―1(H) EH（入）

1: for i = 1, 2,..., n do 

2: 入i:=江:=1入ik)

3: end for 

4:入：＝ （杜極．．．，心）

5: for i = 1, 2,..., n do 
N..  (k) 

6: μ, ：=こk=1凡

7: end for 

8: μ := (μ1,μ2,, • •,µn) 

9: for i = 1, 2,..., n -l do 

10: 

11: 

12: 

for j = i + l, i + 2,..., n do 
尻：＝江f=lU炉
end for 

13: end for 

14: return（入，μ,(O門，（Uu)i<j)

Algorithm 5 Algorithm for <.p; on H（入）

Input: H =（入，μ,0, (U;j)i<j) E旺（入）， iEJ

Output:叫H)EZ::o-o 

叫H):= 0 

for k = 1, 2,..., i do 

叫H):= max(Uki -uk+l,iョ＋叫H),O)

end for 

return <.p;(H) 

Algorithm 6 Algorithm for /i on lHI（入）

Input: H =（入，μ,0, (Uij)i<i) E lHI（入）， iEJ

Output: fiH E lHI（入）

1: if'Pi(H) = 0 then 

2: return 0 

3: end if 

4: F := [O] 

5: for k = 1, 2,..., i do 

6: F := F.append(max(Uki -Uk+l,i+l + F[k -1], 0)) 
7: end for 

8: kt,H := 1 

9: fork=i,i-1,...,ldo 

10: if F[k] < 0 then 

11: k f<H := k -1 

12: break 

13: end if 

14: end for 

15:佑：＝ μi-1

16: μi+l := μi+l + 1 
17: U朽,,i:= Ukt,,i -1 

18: U朽,,i+l:= Ukt,,i+l + 1 
19: return（入，μ,0, (Uii)i<i) 

[>Set an array 
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例 3

n = 4,入＝μ=ふ＋いとする． ここで A1+心は， partition(2, 1, 1, 0)で表せることに注意する．

H=（入，μ,0, (O)k<l) E H（入）とする．このとき， H（入）上のhの作用は， Algorithm6によって，次のよう
に計算される． i= 1とする． F= [O]とするこのとき Un-U22 + F[O] = 1より， F= [0,1]と更新す

る． kJ,H= 1とする． F[l]= 1 > 0より， kJ,H= 1を得る．よって， μ1:= μ1 -1 = 1,四：＝四＋ 1= 2, 

Uu := Uu -1 = 1, U12 := U12 + 1 = 1,また fiH=（入，μ，0,（U,J)，く］）を得る．図 4を参照せよ．

゜
ー↓

2110  1210  

図 4：広（$[4)-結品 lHI(A1十心）上のhの作用

4 khive-crystalの実行例

H（入）の結晶構造に関するアルゴリズムは， khive-crystalという Pythonパッケージとして実装をまとめ

た [10]．ここではその実行例を示す．

khive-crystalでは， K-hiveの定義は khiveという APを利用して行うさらに， K-hiveはviewという API

でグラフを表示できる．以下に実行例を示す．

≫ from khive_crystal import khive, view 

≫ H = khive( 

.. n=4, alpha=[3, 2, 1, O], beta=[3, 2, 1, O], gamma=[O, 0, 0, O], Uij=[[O, 0, O], [O, O], [O]] 

..) 

≫ H 

KHive(n=4, alpha=[3, 2, 1, O], beta=[3, 2, 1, O], gamma=[O, 0, 0, O], Uij=[[O, 0, O], [O, O], [O]]) 

≫ view(H) 
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以下のコードは，恥(s［サ結晶阿(A2)の結晶構造を Algorithms1によって計算する．

>> from khive_crystal import e, epsilon, f, khive, phi, view 

≫ H = khive(n=3, alpha=[l, 1, O], beta=[l, 1, O], gamma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

≫ view(H) 

≫ f(i=l)(H) 

# None 
≫ view(f(i=2)(H)) 

H(A辺の結晶グラフは crystaLgraphによって計算できる．ここでkhivesは回（A2)を定義する APIである．

≫ from khive_crystal import khives, crystaLgraph 

≫ crystaLgraph(khives(n=3, alpha=[l, 1, O])) 
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KHive(n=3, alpha=[l, 1, OJ, heta=[l, 1, OJ, gamma=[O, 0, OJ, Uij=[[O, OJ, [Oll) 

KHive(n=3, alpba=[l, 1, OJ, beta=[l, 0, 1], gamma=[O, 0, OJ. Uij=[[O, OJ, [1]]) 

KHive(n=3, alpha=[l, 1, OJ, heta=[O, 1, 1], gamma=[O, 0, OJ, Uij=[[l, OJ, [lll) 

ここでこの結晶グラフの表示はオープンソースのグラフ可視化ソフトウェア Graphvizを利用している．

H（入）（入 EP+）の結晶構造に関する khive-c内stalの実行例を示すために，まずAlgorithms2, 3, 4の実行

例を示す．これらはそれぞれpsdambda,psi, psi_invとして実装されている．以下のコードは， H((3,3, 0)) 

に対する，叱3,3,0)とWの実行例である．

≫ from khive_crystal import khive, psi, psi」ambda,view 

≫ H = khive(n=3, alpha=[3, 3, O], beta=[3, 3, O], gamma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

≫ psUambda(H) 

KHive(n=3, alpha=[2, 2, O], beta=[2, 2, O], ganima=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]), 

KHive(n=3, alpha=[l, 1, O], beta=[l, 1, O], g四nma=[O,0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

>> view(psi_lambda(H)) 

R
 

≫ psi(H) 

［ 
KHive(n=3, alpha=[l, 1, O], beta=[l, 0, O], garnma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]), 

KHive(n=3, alpha=[l, 1, O], beta=[l, 0, O], garnma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]), 

KHive(n=3, alpha=[l, 1, O], beta=[l, 1, O], garnma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

≫ view(psi(H)) 
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R R 

次に， H(入）上のf2の作用の実行例を示す．以下のコードはH((3,3, 0)）の元に対する f2の作用の実行例
である．

>> from khive_crystal import khive, psi, psiJnv, view 

≫ H = khive(n=3, alpha=[3, 3, O], beta=[3, 3, O], gamma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

≫ psLinv(f(i=2)(psi(H))) # = f;(H) 

H（入）（入 EPり上の作用f。は結晶構造はAlgorithms6によっても計算できる．

>> from khive_crystal import khive, e, epsilon, f, phi 

≫ H = khive(n=3, alpha=[3, 3, O], beta=[3, 1, O], gamma=[O, 0, O], Uij=[[O, O], [O]]) 

≫ phi(i=2)(H) 

3 

≫ view(f(i=2)(H)) 
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また lHI((3,3, 0)）の結晶グラフは以下のようになる．

≫ from khive_crystal import khives, crystaLgraph 

≫ crystal_graph(khives(n=3, alpha=[3, 3, O])) 
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5 おわりに

本稿では， K-hive上の A型結晶構造に対し，それらを計算するアルゴリズムを与えたまた与えたアルゴ

リズムを Pythonパッケージとして実装し，その実行例を示した． K-hive上の結晶構造は，他の古典型やア

フィンA型などの場合に拡張できる可能性がある．今後の課題としては，この実装を利用して，それらの拡

張にアプローチすること，またその成果をアルゴリズム化や実装することなどが挙げられる．

Acknowledgements 

This work was supported by the Research Institute for Mathematical Sciences, an International Joint 

Usage/Research Center located in Kyoto University. 

参考文献

[1] D Bump and A Schilling. Crystal bases. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 

2017. Representations and combinatorics. 

[2] V. G. Drinfeld. Hopf algebras and the quantum Yang-B邸 terequation. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 

283(5):1060-1064, 1985. 

[3] M. Jimbo. A q-difference analogue of U(g) and the Yang-B邸 terequation. Lett. Math. Phys., 

10(1):63-69, 1985. 

[4] M. Kashiwara and T. Nakashima. Crystal graphs for representations of the q-analogue of classical 

Lie algebras. J. Algebra, 165(2):295-345, 1994. 

[5] R. C. King, C. Tollu, and F. Tournazet. Stretched Littlewood-Richardson and Kostka coefficients. 

In S四 metryin physics, volume 34 of CRM Proc. Lecture Notes, pages 99-112. Arner. Math. Soc., 

Providence, RI, 2004. 

[6] R. C. King, C. Tollu, and F. Toumazet. The hive model and the factorisation of kostka coefficients. 

Sem. Lothar. Combin., 54A:B54Ah, 22 pp, 2006. 

[7] R. C. King, C. Tollu, and F. Toumazet. The hive model and the polynomial nature of stretched 

Littlewood-Richardson coefficients. Sem. Lothar. Combin., 54A:B54Ad, 19 pp, 2006. 

[8] A. Knutson and T. Tao. The honeycomb model of GLn(C) tensor products. I. Proof of the saturation 

conjecture. J. Amer. Math. Soc., 12(4):1055-1090, 1999. 

[9] Allen Knutson and Terence Tao. Apiary views of the berenstein-zelevinsky polytope, and klyachko's 

saturation conjecture. arXiv preprint arXiv:9807160v1, 1998. 

[10] S Narisawa. khive-crystal. https://github.com/snrsw/khive-crystal, 0.1.0. 

[11] S. Narisawa and K. Shirayanagi. Crystal structure on k-hives of type A. Communications in Algebra, 

50(12):5266-5283, 2022. 

[12] S. Narisawa and K. Shirayanagi. Algorithms for the crystal structure on k-hives of type A. Commu-

nications of JSSAC, in press. 

[13] J. R. Stembridge. A local characterization of simply-laced crystals. Trans. Amer. Math. Soc., 

355(12):4807-4823, 2003. 



163

[14] I. Terada, R. C. King, and 0. Azenhas. The symmetry of Littlewood-Richardson coefficients: a new 

hive model involutory bijection. SIAM J. Discrete Math., 32(4):2850-2899, 2018. 


