
1

フォック空間とガウス型核に対する

普遍近似定理

防衛大学校・数学教育室瀬戸道生

Michio Seto 

Department of Mathematics, 

National Defense Academy 

1 はじめに

ガウス過程回帰は機械学習において非常に汎用性のある強力な手法である（例

えば，ビショップ [1] ，持橋—大羽［5], S-伊吹—畑中 [9] を参照せよ）．そのガウス過

程回帰の数学的保証を与える次の定理は普遍近似定理としてよく知られている．

定理 1.1.'Y> 0を定数， K を即内の任意のコンパクト集合とする． K 上で定

義された任意の実数値連続関数 fと任意の c>Oに対し，

sup f(X) -こ位―,llx-ajllin I < c 
xEK 

j=l 

をみたす N2: 1, C1,...'CN E良， a1,...,aNEKが存在する．

ガウス過程回帰では，予測はガウス核 e―,llx-allin(a E野門の線形結合で与えら

れる．従って，普遍近似定理はガウス過程回帰により応用上十分広い範囲の関数を

扱えることを述べている．

さて，普遍近似定理には複数の証明法が知られている (Steinwart[10], Micchelli-

Xu-Zhang [4], Guella [2]）．この小論では， Kuwahara-S[3]とS[8]で与えた手法

から一種の非有界関数環を考えると，普遍近似定理の比較的簡単な証明が得られ

ることを紹介する．

2 準備

この節では，再生核ヒルベルト空間に対する専門家の間ではよく知られた結果

をまとめる（実際， Nikolski[6]のp.320では演習問題になっている）．以下，係
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数体恥は股でも Cでもよい．まず，次の定理は多くの証明の中に埋め込まれて

いる．

定理 2.1.1{をヒルベルト空間， Vをベクトル空間とする． H から Vへの線形写

像 Tの核 kerTが閉ならば， Tの値域 ranTは

〈Tx,Ty〉T=〈P(kerT)J_X,P(kerT)J_Y〉1{

を内積とするヒルベルト空間になる．

Proof線形写像に対する準同型定理とヒルベルト空間論における射影定理により，

ranT竺社／kerT竺 (kerTl

が成り立つ． ロ

この定理 2.1から，引き戻し構成法とよばれるヒルベルト空間の構成法が得ら

れる．引き戻し構成法の一般論については Paulsen-Raghupathi[7]の Section5.5 

とChapter7にまとめられている．ここでは，対角線写像と指数写像について考

える．

2.1 対角線写像

まず， X を集合とし， 1-lkをX 上の再生核ヒルベルト空間とする． 1-lKの n重

テンソル積 1-lrnとn次元対角線写像

△n :X→ X叫 X→(x,..., x) 

に対し， 1-l戸から X上の関数全体からなるベクトル空間への線形写像△nを

（ふF)(x)= F oふ (x)=F(x,...,x) (FE1-l戸， X€ X) 

と定める．△nFに対し，本来は△；Fのような記号を使うべきかもしれないが，こ

のまま話を進める．今，

心 F)(x)= F(x,..., x) =〈F,k戸〉1{rn (2.1) 

から kerふ：＝ ｛FE1i戸：ふF=O}は閉であることがわかる．従って，甘戸と

ふに定理 2.1を適用できる．

定義 2.2．ふを用いた引き戻し構成法により定まるヒルベルト空間を 1{悶と表す．

すなわち，内積

〈ふF，ふG厨＝〈p(kerふ）上F,p(ker△n)_j_G〉1{？れ

により，△註t予nはヒルベルト空間になる．
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閏の性質を以下にまとめる．

命題 2.3.1-ikはふk戸＝枠を再生核とする再生核ヒルベルト空間である．また，

Ilk闘恥＝ Ilk』|気が成り立っ．

Proofまず，（2.1)から， K竺E(ker△nlがわかる．よって， 1-{¢ の内積の定め方

から，

〈ふF,k~向＝〈p(ker △n)J_F, p(ker△n)_j_k戸〉1lや

=〈F,k戸〉H杓

=F(x,...,x) 

＝ （ふF)(x)

が成り立つ．同様に，

が成り立つ．

2.2 指数写像

Ilk闘恥＝〈Kxn,K”` 

=〈p(ker△n)_j_k戸， p(ker△n)_j_k戸〉叫砂

=〈K戸， K戸〉社炉

= Ilk』靡

次に，重みを付けた内積

〈(fo,f1,．．．)，（go, 91,．．．)〉:r=名嘉〈fn,gn尻 (fn,gn €閏）

により定まるヒルベルト空間を rとし，写像

r(Jo, Ji,...)T = fい~ ((Jo, Ji,...)TE F) 
n! 

n=O 

口

を考える．ただし，閃＝駁とおいた．この rの性質を補題としてまとめておく．

補題 2.4.rはrから X 上の関数全体からなるベクトル空間への線形写像であ

り， kerrはrの閉部分空間である．
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Proofまず，任意の F= Uo,fi,...)TE Fに対し，命題 2.3から，

m 
1 

m 
1 □f八x)心 Yflfj(x) I 

J=n 
J! 

j=n 

三芦〗 II!』 |1i{ llk{ll111 

三（芦〗 1|f]||i) 1/2 （芦〗 1| 似 II 翌k)1/2 (2.2) 

が成り立つ．従って， rはrから X上の関数全体からなるベクトル空間への線

形写像である．さらに，（2.2)から

l(rF)(x)さ||FIIFexp
llkxll恥

2 

が導かれる．よって， FnE kerfかつ Fn→Fのとき，

I (r F) (x) I = I (r F) (x) -(r F,砂(x)I

= |（r(F-F→)（x)I 

Ilk』|弘
S IIF -FnllFexp → O 

2 

を得る．従って， FEkerfとなり， kerrはrの閉部分空間であることがわかっ

た ．ロ

この補題 2.4により rとrに定理 2.1を適用できる．

定義 2.5.rを用いた引き戻し構成法により定まるヒルベルト空間をexptikと表す．

命題 2.3と同様に次が成り立つ．

命題 2.6.exptikしま exp柘を再生核とする再生核ヒルベルト空間である．また，

II expkxll;xp1ik = exp IlkのII弘が成り立つ．

ここで，△＝ diag△n と定めると，図式

00 

①閲n今rふexp珀
n=O 

が得られる．このように， exp1{kの構成法の背後には（重み付き）フォック空間

〶:=01{戸が隠れている．次の節では，普遍近似定理に対して，フォック空間のテ

ンソル代数構造を利用した証明を与える．
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3 普遍近似定理の証明

この節では， X を局所コンパクトなハウスドルフ空間とし， k= k(x,y)をXxX

上の連続な実数値カーネル関数とする．また， K をX 内のコンパクト集合とし，

C(K)を K 上で定義された実数値連続関数からなるバナッハ環とする．ここで，

C(K)のノルムは llflloo,K= SUPxEK lf(x)Iと定める．このとき， expkも連続であ

り， expkから構成される再生核ヒルベルト空間 exp1-lkの中の関数もすべて連続

であることに注意する．

補題 3.1.台が有限な元からなる rの部分空間を瓦により表す．このとき， r.;:;。
は環である．

Proof．任意の WE1-l戸に対し，心＝ W0 △加

Lw:閏砂→帽m+n, F→WRF 

と定める．このとき， Mゅにより掛け算作用素を表せば，図式

閲n~ 11,:m+n 
k 

吋ドm+n

k 
閏ー一→ 1{m+n 

M叫屯

は可換である．よって， rr。は環である．

次の定理は S[8]で述べたことを少々改良したものである．

口

定理 3.2(S [8]). X を局所コンパクトなハウスドルフ空間， k= k(x,y)をXxX

上の連続な実数値カーネル関数とする．この Kから構成される再生核ヒルベルト

空間 1{kが X の任意の 2点を分離するならば，任意のコンパクト集合 KcX,任

意の E:> 0,任意の fE C(K)に対し，

f -t Cj exp k(・, aj) ＜ど

j=l oo,K 

をみたす N2': 1, C1'...'CN E股， a1,...,aNEKが存在する．

Proofまず， rr。C exp払 cC(X)に注意し，ノルム II・ lloo,Kに関する {JIK:

f E r瓦｝の閉包を Aと表す．補題 3.1により， Aは C(K)の部分バナッハ環で

ある．さらに，ストーン—ワイエルシュトラスの定理により， A=C(K) が成り立

つ．よって， 任意の E>Oと任意の fE C(K)に対し， IIJ-glloo,Kく eをみたす

g E rr。が存在する．ここで， Kを {expkx:x EK}で生成される exp1-lkの閉

5 
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部分空間とする．このとき， Ptcをにの上への直交射影とすれば，任意の X E K  

に対し，

(Ptcg)(x) =〈Ptcg,expkx〉exp1ik=〈g,exp kx〉exp1ik= g(x) 

が成り立つ．定理の主張は関数の K上での値に関するものであるから，初めから

g EK,と仮定してよい．このとき， Ilg―hllexp1ik< cをみたす expkx(x EK)の

線形結合 hが存在する．従って，

k(x,x) 
MK= sup exp 

峠 K 2 

とおけば， MKは有限であり，任意の xEKに対し，命題 2.6から

lf(x) -h(x)I :S lf(x) -g(x)I + lg(x) -h(x)I 

が成り立つ．

さllf-glloo,K + Ilg -hllexp1-ik II exp k』|exp叫

く (l+M心

口

以上の準備の下，普遍近似定理は簡単に導かれる．まず， k(x,y) = 21〈x,y〉距
と定めると， Kは股2n上の連続な実数値カーネル関数である．このとき，任意の

f E C(K)に対して，定理 3.2により，

N 

sur leillxllin j（尤）ーとか21〈x,aj屈nI < E 

xEK 
j=l 

をみたす N 2: 1, d1,...'dN E股， a1,...,aN E K が存在する．よって， Cj= 
die'lla止とおけば，任意の xEKに対し，

N I I N 

厄）一区cJe―T|の-a』|inl= II(尤)-e―T||叫|気区cJe―T||a』|ine的〈エ，a心

が成り立つ．

j=l I I j=l 

N 

=e―,11.,,llin I e叫疇nf(x)一こ炉T〈"',aj〉Ill.”

j=l 

N 

:s: sur le'||叫|inf(x) -L：die2'〈"',a心
:,,EK 

j=l 

< e 
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