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カーネル法はデータ間の非線形な関数関係を求める手法であり，機械学習や統計学で広く用いられている．

カーネル法により求められる関数は，カーネル関数と呼ばれる関数により変換したデータの線形和として求め

られる．このカーネル凋数を変更することで様々な問題に適用できるという柔軟性がカーネル法の大きな特徴

である．また，再生核ヒルベルト空間という理論的な背景を持ち，数学的に厳密な解析が可能である［1].本

稿では，著者の専門分野であるシステム制御理論とカーネル法の接点について概説する．システム制御理論は

定理を導く研究が一般的であるため，カーネル法との相性が良いと考えられる．

本稿ではまず，カーネル法とシステム制御理論のこれまでの関係について紹介する．つづいて，システム制

御理論とカーネル法の基本的な問題である回帰と分類についてそれぞれ概説する最後に，カーネル法に基づ

いたシステム制御分野の最近の発展において，その基本アイデアについて説明を試みる．

2 カーネル法とシステム制御

システム制御理論において，カーネル法が初めて使われ始めたのは 2000年頃のようである．この少し前頃

にサポートベクトルマシン (SupportVector Machine)が発表され，様々な分野で注目を集めた [2]．システ

ム制御の分野においてもサポートベクトルマシンは取り入れられており，最嫡制御問題で川いられた [3]．著

者が知る限りではこれがカーネル法を制御に応用した初めての研究のようである．文献 [3]では，各時刻で最

適性条件を満たす制御則をサポートベクトル回帰により求めている．その後，適応制御などにもカーネル法が

適用されているが，同時期に著しい発展を遂げたニューラルネットワークほどは盛り上がらなかったようで

ある．

カーネル法がシステム制御で本格的に用いられ始めたのは，動的システムの入出カデータからシステムモデ

ルを同定することを目的としたシステム同定においてであろう．文献［4]では，カーネル正則化とよばれる，

カーネル関数を正則化項に用いることでモデルの複雑さを調整可能なシステム同定法を導出している．さら

に，動的システムをモデル化するために適した新たなカーネル関数も提案している．

現在では，カーネル法というよりは，その一種であるガウス過程回帰 [5]がシステム制御でよく用いられて

いる．文献 [6]では，ダイナミクスの関数が未知であるとし，その関数をガウス過程回帰により学習している．

真の関数と学習した関数の誤差を再生核ヒルベルト空間上のノルムにより評価し，システムの安定性を議論し
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ている．文献 [6]が発表されて以降，ガウス過程回帰を制御に利用する研究が増えている．予測の不確かさを

見積もることができるというガウス過程回帰の特徴から，システムモデルの一部に不確かさがある状況をもと

より想定する適応制御理論やロバスト制御理論と相性が良いといえるであろう．現在までのところ，回帰問題

と分類問題の応用がほとんどであり，カーネル法が扱う他の頂要な問題はシステム制御にはまだあまり取り入

れられていないようである．

3 システム制御

ここでは，厳密な議論は省略し，システム制御理論の概説を試みる．詳細な議論や理論の全体像に興味があ

れば，例えば文献［7]等を参照されたい．

システム制御理論では，以下のような微分方程式で記述される動的システムを扱うことが一般的である．

x(t) = f(x(t),u(t)) (1) 

上記は，実際に制御したい対象システムの数理モデルである．ここで， x€艮n はシステムの状態， u€ 艮m は

入力とする．システム制御理論の目的の一つは，式（1)のもと目標とする値 rに状態を一致させる，つまり，

lim llx(t) -r(t) II = 0 
t→OO II 

(2) 

を達成する制御則 uを決定することである．週切な制御則を適用した結果， x=rが式（1)の安定な平衡点と

なるとき，システムは安定であるという．ロボットの制御に例えると，ロボットの位置や姿勢を望ましいもの

に一致させることを意味する．

安定性は，システム制御理論が長らく主目的としてきたシステムの特性の一つである．最近ではこの安定性

に加えて，安全性が重要であると広く認識され始めている．システムが安全であるとは，状態がある望ましい

集合 Cに留まり続ける，つまり，

x(to) EC⇒x(t) EC, Vt 2'. t。 (3) 

が成り立つことを意味する．これはロボット制御で例えると，環境内の節害物にロボットがぶつからないよう

に制御することに相当する．集合 Cは特に安全集合と呼ぶ．

システム制御分野の研究では，制御対象である式（1)に対して安定性や安全性，もしくはその両方の特性を

付加する制御則を提案することが主な目的となる．さらに，提案した制御則によりシステムが目的の特性を備
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えていることを理論的に示すことが多く行われる． 20世紀後半に主流となっていた適応制御理論やロバスト

制御理論では，実際の制御対象と制御対象モデルが異なる場合において，安定性を達成するための制御系を設

計することを目的としていた図 1に，不確かさが存在しうる要素を雲型の箱により示した．最近では，これ

らの不確かさを機械学習法により学習することで，不確かさのもとでも安定性や安全性を満たす制御則を提案

することが増えている．

4 カーネル法

本節では，カーネル法の基本的な問題である圃帰問題と分類問題について概説する．詳細は文献 [1]を参照

されたい．以降では，カーネル関数 k:政nx股”→恥により定まる再生核ヒルベルト空間を 1-lKと表記す

る．また， k(x,y)= kx(Y)と表し，内積は〈kx,島〉叫＝ k(x,y)と定める．ノルムは 1|f|11,k = ✓げ了戸こと

する．

4.1 回帰問題

回帰問題とは，入カデータと出カデータと呼ばれる 2種類のデータの間に関数関係を当てはめる問題であ

る．以下にカーネル法による回帰問題をまとめる．ただし，エ＝ （m，．．．心d?E尺dとする．

問題 1 入カデータ ｛X1,．．．，屯v}C政dと出カデータ y=(y1,,,,,YN汀E沢Nが与えられたとき，

N 

L(h) = L IYj―h(か|2 (4) 
j=l 

を最小化する関数 hE Hkを求めよ．

リプレゼンタ一定理より， h（x)= ~_7=1 Cjk（エj,x)とすることができる．カーネル法は，このカーネル関
数の種類の豊富さにより，様々な関数の推定に利用できるという特徴がある．カーネル関数として，ここでは

例えば以下のガウスカーネルを用いることを想定する．

k(x,y) = ajexp (-
llx -yll2 
2£2) (5) 

ここで，町と£は正の実数であり，ハイパーパラメータと呼ばれる．

つづいて， K:=(k（叫叱）） €股NxN, C := (c1,...，切） €艮N と定義する．すると，間題 1 は以下の 2 次

計画問題に帰着される．

min ke||2 
cE股N
IIY- (6) 

上記の最逝化問題は既存のソルバーにより解くことができる． Pythonでは cvxopt[8]もしくは cxvpy[9], 

MATLABであれば quadprog[10]を用いるとよい．実際に cxvpyを用いて回帰問題を解<Pythonコード

は拙著 [11]に掲載しているので，参考にしていただきたい．行列 Kが逆行列をもつ場合はソルバーを用いる

までもなく，最適解 c*はc*= K-1yと求められる．
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4.2 分類問題

つづいて，各データに ‘-1'か‘+1'のどちらかのラベルが付与されている状況を考える．ここでは2次元の

データ X= (xぃ吟）丁 EJR.2を考え，異なるラベルをもつデータ集合を分離する関数を求める．これを分類問

題と呼ぶ簡単のため，データ集合は線形分類可能であるとする．データの集合を 'D=｛X1,．．．，XN}C恥2

とし，それぞれのラベルをもつデータ集合を 'D+：＝｛叱 E'DI入j=+l}, v_ ：＝｛叱 €P 入j= -1}とす

る．カーネル法における分類問題は以下のようにまとめられる．

問題 2 'D =｛X1,...，XN} C記の分割 D='D+ UD_に対して，

'D+ C｛XE配 h（x)> O} 

D_ C｛XE恥2I h（x)く O}

を満たす関数 h(x)= v(x) + Vo (v E 1-lk, Vo E恨）を求めよ．

(7) 

(8) 

上記間題の解である関数 h(x)を用いて，新たな点ののラベルを判定するアルゴリズムをサポートベ

クトルマシンと呼ぶ．関数 h(x)は分離関数と呼ぶ．国帰問題と同様にして，リプレゼンタ一定理から

h(x) = ~f=l 吠（屯,x) +voとできる．
つづいて， A:=diag（ふ，．．．，入N)E lllNxN, lN := (1,..., 1)丁ElllNと定義する．ただし， diagは各要素

を対角にもつ対角行列とする．このとき，問題 2は以下の最適化問閣に帰着される．

~in _cTKc s.t. A(Kc+valN)：：：：： lN 
cEIII.凡 voEIII.

上記問題も 2次計画問題であり，回帰問題と同様のソルバーにより最適解c*,viを求めることができる．

5 カーネル法のロボット制御への応用

(9) 

ここでは，前節で紹介した回帰問題と分類問題がシステム制御理論，より具体的にロボット制御においてど

のように応用されているかを紹介する．

5.1 システムモデル学習に基づく制御

制御対象として，式（1)の特殊な形式である以下のシステムを扱うことが多い．

出＝ J(x)+ g(x)u (10) 

これは代表的な機械システムを含む重要なシステムであることが知られている．簡単のため，状態と入力はス

カラーとし， xEX C股とする．目標値はr(t)= 0とし，関数 fは未知，関数gは既知でg(x)i= 0,'ix EX  

を満たすとする．未知な関数が加わっていることは，計測できない外乱が環境から加わっていることを想定

していると考えるとわかりやすいであろう．ここでは，この関数の回帰モデルを求めて制御に用いることで

外乱の影響を抑制することを考える．訓練データとして D= {(x1, f (x1)），．．．，（XN,f（切v)｝が利用可能で

あるとする．出カデータである f（巧）は拓ーg（巧）Ujを計算することで求める．つまり，問題 1の出力は

Yj = f（巧）とした．
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ここでは，未知な関数fはあるカーネル関数 Kにより構成される再生核ヒルベルト空間に属する関数とす

る．このカーネル関数とデータ集合 Dから式 (6)を解くことで関数 h(x)を求めたとする．このとき，以下の

制御則を考える．

U= -g―1(x)(kx + h(x)), k > 0 (11) 

この制御によりシステムが安定となるかを確認する．スカラー関数を V(x):= (1/2)丑と定義すると，式

(10)の解軌道に沿った時間微分は

dV(x) dx 
V(x) = ~~ = x (f(x) -g(x)g―1(x)(kx + h(x))) 

dx dt 

= -kx2 + x(f(x) -h(x)) :'S: -kx2 + lxllf(x) -h(x)I (12) 

となる．未知の関数を完全に学習することができれば，つまりすべての xEXで f(x)= h(x)となれば

V(x) = -k丑となり，リアプノフの安定定理から limt→00x(t)= 0が成り立ちシステムの安定性が示され

る．しかし，有限個のデータ点ではすべての xEXで f(x)= h(x)が成り立つことは期待できない．そのた

め，学習誤差を評価する必要がある．

再生核等式 f(x)=〈f,k→1-ikを用いることで

f(x) -h(x)I =|〈f,kx〉1-ik―〈h,kx〉1-ikl=|〈kx,f-h〉1-ikI 

さ;||kxll1-lkII/ -hllHk = ~II/ -hll1-lk (13) 

が得られる．さらに， II!-hi弘＝ II!|弘ー 2〈f,h〉社.+ 11h11弘と展開できる．ここで， f ．—

(f（叫...,f（応）Vと定義し， 2項目と 3項目をさらに評価する．ふたたび再生核等式を用いると，

〈f,h〉叫＝〈f,言→〉＝立3〈f,虹〉叫＝文Cjj（巧）＝ CTf (14) 
j=l j=l 

叫

llh||弘＝〈喜Ci位，言→〉叫＝名→（出，巧） ＝cTKc (15) 

を得る．逆行列 K-1が存在する場合を考えると，式 (6)の解は c=K-lfとなる．これより，〈f,h〉叫＝

p K-1 f, 11h11弘＝ fTK-1 KK-1 f = fT K-1 fとなる． したがって，

||f-h||版k= II!|沿k-2f丁K-lf+fTK-lf= ||f|1沿k-fTK-1f ~ II!||危k (16) 

が得られ，上式を式 (13)に代入すると最終的に，

lf(x)ー h(x)I:Sり戸II!||Hk, Vx EX  (17) 

が得られる．上式を用いることで式 (12)の右辺を評価することができる．このとき，以下を渦たす正の実数

a,bとT= T(a,b)が存在することを示すことができる．

x(to)I::; a⇒ |x(t)I::; b, Vt 2': to +T  (18) 

この性質を終局有界性とよび，学習に基づいた制御ではよく用いられる安定性に関わる概念である．
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ここまでは通常の回帰問題を制御に用いる方法を紹介したが，ガウス過程回帰を用いて hを学習する場合も

流れは基本的に同じである．ガウス過程回帰では，式 (17)のk(x,x)がのにおける予測の分散を表す．デー

タを収集していくことでこの分散は更新され小さくなっていくため，ガウス過程回帰では式 (17)の上限を抑

えることができる．つまり，データを集めることでより良い制御が行えるようになるのである．

注 1 カーネル関数としては，ガウスカーネルがよく用いられる．ガウスカーネルの使い勝手の良さがその主

な理巾であろう．大抵の関数はガウスカーネルを用いることで，ある程度満足のいくモデルを構築できること

が多い．一方，システム制御の観点からはガウスカーネルの普遍性が重要である．

実は，本節で紹介した間題設定には矛盾がある．関数 fが未知ならば，再生核ヒルベルト空間を生成する

カーネル関数も未知なはずである．しかし，式 (17)を用いるためには fと同じカーネル関数を用いて hを学

習する必要がある．この矛盾点を解消してくれるのが，普遍カーネルである．普遍カーネルは連続関数であれ

ばコンパクト集合上で任意の精度で近似することができる [12]．したがって，未知関数が連続関数であれば，

ガウスカーネルにより生成される再生核ヒルベルト空間内に任意の精度で未知関数を近似できる関数が存在す

る．この関数を真の関数fと考えガウスカーネルにより hを学習することで，矛盾なく式 (17)を用いること

ができるのである．

5.2 環境モデル学習に基づく制御

つぎに， 2次元平面上を運動するロボットを考える．ここでは環境内には位置と形状が未知な障害物がある

状況で，ロボットを安全に保っための制御を考える．ロボットは 2次元平面 Xe民2上を運動するとし，そ

の運動は式 (10)の微分方程式にしたがうとする．ここでは関数 fとgは既知であるとする．領域んで障害

物が占める領域を 0とすると，安全集合は C=X¥Oとなる．ロボットが安全であるとは， x(to)ECのと

き，以降すべての時間 t:;;, t。でx(t)ECが成り立つことをいう．以降では，障害物の位置と形状が未知であ

る場合にロボットを安全に保っための制御について考える．

まず， xECで正， x¢Cで負となる関数 heが存在するとする．このとき，安全集合Cは

C=｛xEXlhc（の） 20} 

oC=｛xEXlhc（x) = O} 

int(C) =｛xEX I加（切＞〇｝

(19) 

(20) 

(21) 

と表すことができる．ただし， 8Cは集合の境界， int(C)は集合の内部とする．この関数加が既知であると

き，障害物の真の位置と形状の情報が利用可能であるため，ロボットを安全に保っための制御入力が求められ

そうである．実際に，制御バリア関数法 [13,14]を用いることで可能である．詳細は割愛するが，

dhc(x) ahc(x) ~1~~', ahc（尤）
= ~ J(x) + ~g(x)u :::::—hc(x) 

dt 8の 8ェ
(22) 

を満たす制御則u（エ）をロボットに適用することで安全性が保証される．ここで，盟紐>J.=（閂紐巴質闘>J.)E 
配と表記した．

障害物の点群データが利用可能であれば，この関数 heをサポートベクトルマシンの分類関数として学習

ができそうである．ここでは，ロボットがLiDAR(Light Detection and Ranging)センサと全球測位衛星シ

ステム (GNSS:Global Navigation Satellite System,いわゆる GPS)を搭載しているとする． LiDARセン
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サはロボットから周辺の障害物までの距離を取得することができ， GNSSはロボットの位置と姿勢を取得す

ることができる． LiDARセンサの距離データを， GNSSからの位慣姿勢情報を用いで慣性座標系からみた位

骰データに変換したものを Zj,j = 1,...,Nとする．このデータにはラベル入＝ー1を与え，データ集合

D_={z1,...,z叫を作成する．ラベル入＝ ＋1のデータは，ロボットから障害物までの距離を一定距離短

くした値を用いることで D+={z1,---,ZN}を構成する．

このデータ集合を用いた最適化問題 (9)の最姻解から構築した関数を hとする．このとき，｛尤 EXI 

h（の） 2:0}こCであれば， hを用いた不等式 (22)を満たす制御則により，ロボットの安全性を保証すること

ができる．しかし，障害物の局所的な情報しか取得できない状況では｛xEX  I h(x) 2 O} <:;; Cが成り立つこ

とは期待できない．そこで筆者は，サポートベクトルマシンのベイズ学習版である関連ベクトルマシン [15]

により安全集合を学習する方法を提案した [16]．関連ベクトルマシンはカーネル法の一種であり，ガウス過程

による分類とみなすこともできる．ニューラルネットワークを用いた方法なども考えられており，学習に基づ

いた安全な制御は注目度の高いテーマである．

6 おわりに

本稿では，再生核ヒルベルト空間の重要な応用であるカーネル法において，回帰問題と分類問題を取り上

げ，システム制御理論との関係についてまとめた．さらに，カーネル法と制御理論の融合研究において，最近

の発展における基本アイデアを紹介した．

システム制御理論において，不確かさを考慮することは重要である．しかし，詳細なモデルを考えることで

不確かさを抑えることができる一方，解析が困難になってしまう場合がある．カーネル法は，柔軟で扱いやす

いモデルを構築することができ，システムの不確かさを扱うのに優れた手法といえる．今後も，カーネル法と

システム制御理論の融合によって，より高度な制御手法の開発や実践的な応用が期待される．

拙著 [11]では，図 1に示した他の不確かさについてもカーネル法の適用を試みている．本稿の内容に興味

を持っていただけた方にはぜひごー読いただきたい．
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