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Drury-Arveson空間の普遍性について
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概要

開単位円盤上で定義される Hardy空間の多変数化の一つである Drury-Arvedon

空間の普遍性について紹介する．結論として，完全 Pick性と呼ばれる性質を持つ再

生核Hilbert空間とその掛け算代数は，それぞれH2(]))）や Hoo(]))）に似た性質を持

つことがわかる．

1 序論

再生核 1一贔に対する再生核 Hilbert空間である Hardy空間 H2(lDJ)や，その掛け算代

数である HOO(lDJ)に対して， Pickの補間定理 [12],Beurlingの定理 [5]や Carlsonの定理

[6]等重要な事実が成り立つことがよく知られている．そこで，どのような再生核 Hilbert

空間とその掛け算代数が Hardy空間 H2(lDJ)やその掛け算代数 HOO(lDJ)のような良い性

質を持つのかを研究することは，再生核 Hilbert空間の研究において重要である．

この問題に関して，多変数版の Hardy空間の一つで，再生核
1-〈z,w〉cd

に関する再生

核 Hilbert空間である Drury-Arveson空間と上述の Pickの補間定理が重要な役割を果

たすことが知られている [3],[8]．実際，完全 Pick空間と呼ばれる行列値の Pickの補間

定理が成り立つ空間は全て， Drury-Arveson空間の商空間として実現できるこの性質は

Drury-Arveson空間の普遍性と呼ばれ，現在も完全Pick性と Drury-Arveson空間をキー
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ワードに Hardy空間論の一般化が試みられている．このノートでは具休例を交えながら，

Drury-Arveson空間の普遍性を紹介する最近の発展は [8]を参照して頂きたい．

2 Pickの補間定理

この章では Pickの補間定理の主張を述べた後，それを再生核 Hilbert空間の言葉に翻

訳する．

lDl := {z EC I lzl < 1}, 

ダ(lDl):= { ¢ E O(lDl) 111¢1100:＝悶~1¢(z)I ::; 1} 
と定めるここで， O(lDl)は開単位円盤lDl上の正則関数全体である．

定理 2.1.(Pickの補間定理 [12]）有限個の点 Zl,・・・,ZNElDl, W1,...,WN ECに対して，

以下は同値である：

(1)のEダ(lDl)でcp(zi)=wi(i=l,...,N)を満たすものが存在する．

(2) Pick行列

［1-叫阿 N
1 -Zi可］i，j=1 

が半正定値である．

次に，再生核 Hilbert空間の掛け算代数を定義する．

定義 2.2.凡を集合 X上の再生核 Kに関する再生核 Hilbert空間とする．集合

Mult(H砂：＝ ｛¢:X→C I ¢! E Hk (J E Hk)} 

を几の掛け算代数と呼び， Mult(Hk)の元を掛け算作用素と呼ぶ

任意の¢ E Mult(Hk)に対し，凡上の線形写像 Mq,:f c-+ <Pfは閉グラフ定理により
有界線形作用素である．そこで，のの掛け算ノルムを 11</JIIMu!t:= IIM<1>IIと定めるまた，
Mult1(Hk)をノルム 1以下の掛け算作用素全体の集合とする．再生核 Hilbert空間 Hk

がHardy空間印([])）の場合は，

ダ([]))＝ Mult1(H2([])））

であることがよく知られている [3,Theorem 3.24]. Hardy空間 H2([])）の再生核は

炉(z,w)= ~布であるから，定理 2.1 は次のように翻訳できる．
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定理 2.3.有限個の点Z1,...,ZN E ill), W1,..., W N E (Cに対して，以下は同値である：

(1)のEM ult1 (H2 (lDl)）での（叫＝叫 (i=l,...,N)を満たすものが存在する．

(2) Pick行列

[(1-w芍）が(z凸9四）］fj=l

が半正定値である．

従って，より一般の再生核 Hilbert空間に対しても， Pickの補間問題を考えることがで

きる．

3 完全 Pick空間

Pickの補間定理は 1967年に Sarason[15]が作用素論的な証明を与え，一般の再生核

Hilbert空間に関しては Agler[l]が考察し，十分条件を与えた．さらに，その条件は再生

核 Hilbert空間において行列値の Pickの補間定理が成り立つ為の必要十分条件であり

([10, 11, 13]），そのような空間を完全Pick空間という．

以降，再生核Hilbert空間Hkに次の条件を仮定する：

(1)几は可分である．

(2)凡は既約である．即ち，任意の z,wEXに対して k(z,w)-/-0であり， z-/-wな

らば k(•, z) と k(•,W) は一次独立である．

(3)几は正規である．即ち，任意の zEXに対して， k(z,wo) = 1を満たすような

wo EXが存在する．

条件 (3)における WoはHardy空間 H2(1Dl)における単位P3盤 ID)の原点 0に対応する．

また，定理の主張が煩雑になるのを避けるために正規性を仮定するが，本質的な条件では

ない ([3,Section 2.6]または [8,Section 4,2]を見よ）．

定義 3.1.再生核 Hilbert空間 HkがMrxr-Pick空間であるとは， X 上の有限個の点

z1,...，知 EXと有限個の rxr行列 W1,...,WNE鼠（C)から定まる rNx rN行列

[(I -Wi wnk(zi,い］f,j=lが半正定値であるならば， q>E閏r(Mult(H砂）で 1|1>11さ1か

つ1>(zi)= Wi (i = 1,...,N)を満たすものが存在するときをいう特に， M1x1-Pick空

間を単に Pick空間という．

また，再生核 Hilbert空間 Hkが任意の rENに対して Mrxr-Pick空間であるとき，

Hkは完全Pick空間であるという．
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この定義の逆は任意の再生核 Hilbert空間で成り立つ． すなわち， 1|<I>II ~ 1かつ

<I>(zi) = Wi (i = 1,..., N)を満たす <I>E Mr(Mult(H砂）が存在するとき． 行列

[(J-W凡＊）k(z凸）］~=1 は半正定値である [3, Theorem 5.8]. 

完全Pick空間の例をいくつか紹介する．

例 3.2. (1) (Drury-Arveson空間HJ[3, Theorem7.28], [4], [9]) 

dENU{oo}とする． d次元開単位球 ]Bldを

配：＝ ｛z E (Cd I llzll2く 1}

で定めるただし II・ ll2はEuclidノルムであり， d=(X)のときは C°° ＝炉（N)と

定めるさらに， Drury-Arveson核如：島 x配→ Cを

1 
如(z,w):= 

1-〈z,w〉cd

と定め，この再生核に関する再生核Hilbert空間を Drury-Arveson空間と呼び， HJ

と書く．自明に H[= H2(1Dl)である． Drury-Arveson空間の性質は [8]に詳しくま

とめられている

(2) (Dirichlet space 1J [3, Corollary 7.41]) 

Dirichlet空間Pを

D := {f E 0(!D)）||f||ら:＝ ||!II恥Illi)+ k lf(z)l2 dmく (X)}
で定める．ここで， m は平面上の Lebesgue測度である． Dirichlet空間Pは再生核

Hilbert空間であり，その再生核は

で与えられる．

1 
kv(z, w) = -~ log(l一而z)

豆iz

(3) (Sobolev空間 W[[3, Theorem 7.43]) 

閉区間 [O,1]上の絶対連続関数全体を AC[0,1]と表す．再生核Hilbert空間

叩＝｛f E AC[O, 1] I llfllwr := fo1 lf(x)l2 + lf'(x)l2心｝
をSobolev空間と呼ぶこの空間の再生核は

知 (m,y)＝{u(m)v(y) （y < x) 
v(x)u(y) (xさy)
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で与えられる． ここで， u(x):= co cosh(l -x), v(y) := co cosh(y), co := 

砂osech(1)である． また，この空間は正規ではないが，上で述べたように正規

性は本質的な仮定ではない．

Pick空間ではない再生核 Hilbert空間の例として，開単位円盤上の Bergman空

間 L加 (lDl) が挙げられる． Bergman 空間の再生核は kL~(llli)(z,w) = TT-；布）2 であり，
Mult1(L詞）＝ダ(lDl)(=Multi（炉（lDl)))である． Z1= 0, 吟＝½, W1 = 0, W2 =亨
とおくと， 2x2行列［（1-叫町）K店(Illi)(zi, Zj)]7,j=lが半正定値であることは容易にわか

る一方， Schwarzの補題 [14,Theorem 12.2]により，の（z』=叫 (i= 1, 2)を満たす

¢ E (lDl)は存在しない．従って，店(lDl)はPick空間ではない．より一般に，与えた掛け算

代数に対して，それを掛け算代数として持つ Pick空間は高々一つしか存在しないことが

知られている [7,Corollary 3.2]. 

4 Drury-Arveson空間の普遍性

AglerとMcCarthy[2]による Drury-Arveson空間の普遍性について述べる．これによ

り，任意の完全Pick空間はDrury-Arveson空間の商空間として実現されることがわかる．

定理 4.1.(Drury-Arveson空間の普遍性 [2])再生核 Hilbert空間 Hkが完全 Pick空間

であるならば， dENU{(X)｝と単射b:X→]Bdが存在して，以下を満たす：

(1) HJから mへの線型作用素 f→fobの共役作用素は等長作用素である特に，
f →fobは全射である
(2)任意の <I?E Mult(Hいに対して， <I?=¢obかつ II剌＝ 1|叫となるの EMult(HJ) 

が存在する特に， Mult(HJ)から Mult(Hk)への線形写像¢ →¢obは全射で
ある．

最後に，正則関数からなる再生核Hilbert空間で， Pick空間だが完全Pick空間ではない

ものが存在するかどうかは未解明である．なお，可算集合上の関数からなる再生核Hilbert

空間で， Pick空間だが完全Pick空間ではないものが存在することは知られている [16].
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