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1.はじめに

本研究は，無限次元可分複素ヒルベルト空間H上の有界線形作用素は

非自明で不変な閉部分空間を常に有するか，という古典的な問題，所謂，不

変部分空間間題を背景としている任意の有界線形作川素は不変な半閉

部分空間を多く有していることが知られているが ([8]），その中にいつで

も閉部分空間が存在するならば上記の問題は肯定的な結論に達するこ

とになる．我々の議論の場が半閉部分空間の集合上なのは，このような理

由によるものである特に本稿では， H上の有界線形作用素Tの非自明

で不変な半閉部分空間からなる半順序集合Inv(T)。を考察の場とし，この

半順序集合の鎖が閉部分空間を含むような条件を模索する．

2.準備

準備として，本稿で使用する概念のいくつかの定義を述べるまず，半

閉部分空間の定義を与える．

Definition 2.1 ([3], [1]). Hの部分空間 M が半閉であるとは， M 上の

Hilbertノルム II・I囚が存在して，包含写像 (M,11・ IIM)→H が連続な
ことである．すなわち，

ヨk> 0, ¥:/x E M, llxll ::; kllxllM・

Hの部分空間 M が半閉であることと， M が有界作用素AE B(H)+ 

の値域M=AHであることは同値である．正数p(0 < p < 1)に対して，

半閉部分空間Mのp乗を定義する．

1本研究は科学研究費基盤研究 (C)No.20K03624の助成を受けている．
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Definition 2.2.任意の半閉部分空間M に対して，

間：＝A噴 (0臼p::::;1) 

と定義するただし， AはM=AHを満たすAE B+(H)である．

Remark 2.1. p = 0については， A0= Iとし M0:=Hと定義するも

しM = AH = EH (A, B E B+(H))ならば A噴＝ B噴であるので，

well definedである．

AHがHで閉であることは， AH＝ぷH と同値であることはよく知

られているが([3]），上で定義したことを用いると， M がHで閉であるこ

とは， M=M½ と同じことになる．つまり，半閉部分空間の 1/2 乗に関し
て不動なるものが閉部分空間となるそこで，閉部分空間を不動点として

捉えていくために，議論の場を不変な半閉部分空間からなる半順序集合で

考えていくことする．そこにおける鎖（全順序部分集合）も考察してい

くため，関連する Kubo-Ando([6]）による作用素平均とその Uhlmann's

補間平均の定義を以下述べておく．

Definition 2.3. 2項演算 m:(A,B)→AmB (A, B E B+(H)）が作用
素平均であるとは，以下を満たすことである．

(ml) A::::; C, B ::::; D⇒ AmB::::;CmD 
(m2) T*(AmB)T::::; (T* AT)m(T* BT) ただし， TEB(H)とする．

(m3) An↓A, Bn↓B ===} AnmBn↓AmB 

(m4) Iml = I 

Remark 2.2. (m2)において， Tが可逆なとき，等号が成り立つことが

知られているが，もう少し緩めた条件が知られている(*).(m3)におい

て，ふ↓ X とは 0さXn+lさXn,Xれ翌 X を意味する．また，作用素
平均 mが対称であるとは， AmB=BmAがすべての A,BE B+(H)で

成り立つことである．

Definition 2.4 ([5]）．パラメータ付けされた作用素平均 mt(0さt::::; 1) 

が，対称平均 mのUhlmann補間であるとは，次が成り立つことである．

(Ul) Am。B = A, Am½B = AmBおよび A四 B = B (A,B E 
炉 (H)).

(U2) (AmpB)m(AmqB) = Amld;!lB (A, BE B+(H)). 
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(U3)写像 t→Am虐が各A,BE s++(H)ごとにノルム連続であ
る．つまり，任意の 0St S 1に対して，以下の式が各 A,BE 

s++(H)ごとに成り立つ．

li~ IIAmtB -AmsBII = 0 
S→t 

Remark 2.3.各 os a S 1に対して，次が成り立つ．

(AmpB)ma(AmqB) = Am(l-a)p+aqB (A, BE B+(H)) 

Definition 2.5 (cf. [4]）．叫 (0St S 1)を対称平均mの Uhlmann補

間とする． Hの半閉部分空間 L,Rに対して，半閉部分空間を次で定義

する．

L叩 R:=(A国 B州H (0さtさ1),

ただし， L= AH, R = BH (A 2=: 0, B 2=: 0)とする．

Remark 2.4. L四 RはA2=: 0, B 2=: 0の選び方によらず決まるため well

definedであるまた， Lm。R=Lであり， L四 R=Rである．一般
に， LnRこL四 RこL+Rが成り立つ．従って，もし LこRならば

L <:;;;; L四 R<:;;;; Rとなる．半閉部分空間からなる区間を [L,R]:= {M: 

L<:;;;;M<:;;;;R}で定義すると， LmtRE [L, R] (0 St S 1)と表硯される．

次は Douglas'smajorization theoremとして知られている基本的な結

果であるがここでは必要な部分のみ抜粋して記述しておく．

Theorem 2.1 ([2]). A, BE B(H)とするとき，次は同値である．

(i) AHこBH

(ii)ある k>Oが存在して， AA*さkBB*を満たす

(iii)ある CEB(H)が存在して， A=BCを満たす

上記の条件が満たされるとき， kerC* :2 ker BのもとでCは一慈的に

存在する．

3.半順序集合Inv(T)。
TE B(H)に対して，

Inv(T) := {M: TMこM}, Inv(T)o := Inv(T) ¥ { H, {O}} 
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と定義するただし， M はHの半閉部分空間である． Inv(T)。は多くの元

を含むことが知られており ([8]），通常の包含関係で半順序集合となるち

なみに， Inv(T)は束となり，任意の2元M1,M2に対する上限はM戸 M2

で，下限はM1n島である．

まず，半閉部分空間の区間と Uhlmann補閻との関連性に関して述べて

おく．

Theorem 3.1.四（0:St:Sl)を Uhlmann補間とし，半閉部分空間L,

RがLcRを満たしているとするこのとき，集合{L四 R:0さtさ1}

は区間[L,R]においての鎖となる．すなわち， h<ゎに対して， LmtlR(

Lmt2Rが成り立つ．

Proof.簡素化のため Mt:=L四 Rとお<.M。=L,M1= Rである． L=

AHおよび R=BHを満たすA,BE炉 (H)をとる． 0:S t1 < t2 :S 1を

満たす任意の t1,ゎについて， Mt1こMt2を示す． O:Ss:Slについて，

M。叫見＝ （A国 (A2m国））らH=((A%。が）叫(A2mt2Bり）らH
｝ 

= (A2四1-s)•O+s国） H (by Remark2.3) 

= (A国国）½H = (A2m亙） ½H (u:=sわ）
= LmuR= Mo叫 M1= Mu (0::::; u::::;わ）

となる． Remark2.4で述べたように，M。こ Mt2からM。叫Mt2E [Mi。,M叫
(0 ::::; s ::::; 1)が成り立つので，上で求めたことから MUE [M。,M叫

(0 ::::; u ::::;わ）となる特に， U = t1(＜わ）として， Mt1E [Mi。,M叫．

以上から， Mt1~ Mt2となる． ロ

Theorem 3.2. T E B(H)とし，叫 (0::::; t ::::; 1)を Uhlmann補間とし，

半閉部分空間 L,RがL,RE Inv(T)。ならばL叫REInv(T)。である．さ

らに LこRならば集合 {L匹 R:0さtさ1}は区間[L,R]において， T-

不変な半閉部分空間からなる鎖となる．

Proof. L = AH, R = BHを満たすA,BE B+(H)を選んでおく．仮定

より T(AH)~ AH, T(BH)~BH なので X,Y E B(H)でTA=AX, 
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TB=BYを満たすものが存在する．すると

T(A％ぽ）T*::; (TA牙＊）四(TB吋＊）

= (AXX*A)四 (BYY*B) 

::; (IIXll2 Aりmt(IIYll2Bり

さmax(IIX||巴||Yll2)(A2mtBり

が成り立つ．従って， Theorem2.1より

T(A国 B予Hこ(A2四 B叫H
を得る． ロ
さて 9t(0 :::; t :::; 1)をパラメータ化された作用素幾何平均とする．正

値な可逆作用素に対しては以下のように定義される．

他B ＝ぶ（A―½BA―½/A½ A, BE s++(H) 

可逆とは限らない正値作用素に対しては， Definition2.3(m3)を用いて定

義される． Theorem3.2から次のよく知られている事実が導かれる．

Corollary 3.3. T E B(H)とする．半閉部分空間LがT不変ならば U

もT不変であるただし， 0<p:::; 1である．

Proof. L = AH (A ~ 0)と表わしておく．すると〇:::;t < 1に対して，

犀 H=(A渾I州H= (I 91-tA予H

= ((Aり1-t戸H= Al-tH = Ll-t＝び（p:= 1-t) 
Theorem3.2での RはHを除いてあるが， R=Hでも明らかに Theo-

rem3.2の主張が成り立つ．今， LおよびHがTー不変であることからLgtH

のT不変性が得られる ロ

次の定理は， Bourbaki-Kneserの不動点定理としてよく知られているも

のである

Theorem 3.4 ([7]). (X，:'.S)を半順序集合とし， f:X→X を写像とす
るもし，以下の2条件 (i),(ii)を満たすならば写像fはX上に不動点
をもつ，つまり， z= f(z)を満たすzEXが存在する．

(i) Xの空でない任意の鎖はXに上限を有する
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(ii)すべての xEXについて， X::;f(x)が成り立つ

Remark 3.1.半順序集合 X が条件 (i)を満たすとき， Xは完備である

という．次の条件(ii)'および(iii)を考える．

(ii)'ヨx0EX, x。::;f (xo) 
(iii) X ::; yならば J(x)::; J(y) (x, y EX) 

このとき，条件(i),(ii)'および (iii)を満たすならばx。::;xなる範囲にお

いて， fの不動点zを有する．（特に，最小のものが存在する） （Amannの

不動点定理）

さて， TEB(H)について，半順序集合 Inv(T)。を考えるさらに，写

像 f:Inv(T)o→Inv(T)。をf(M) := M½, M E Inv(T)。で定義する．す

ると M ~ M½ = f(M)が成り立つので，もし，半順序集合Inv(T)。が完
備ならばTheorem3.4から不動点M00E Inv(T)。をもつことになるす

なわち， Moo=Mよよって， Mooは閉部分空間となるので， Tは非自明で

不変な閉部分空間を有することになる．従って，次が成り立つ．

Proposition 3.5. T E B(H)とするもし半順序集合 Inv(T)。が完備

（空でない任意の鎖はInv(T)。に上限をもつ）ならばTは非自明で不変な

閉部分空間を有する．

4. QUESTIONS 

この節では，いくつかの questionについて考えていくが，まず， Propo-

sition 3.5に関することを取り上げる

Question 1.半順序集合Inv(T)。が完備となることはあるのか

これに関する回答はまだないのだが次のようなことはわかっている

「もし TEB(H)が不変で桐密な半閉部分空間をもつならば半順序集合

Inv(T)。は完備ではない」

任意のTは常に不変な半閉部分空間を多くもつ．その中に非桐密な半閉

部分空間が常に一つ存在すればその閉包が非自明で不変な閉部分空間を

与えることになり，不変部分空間間題は肯定的に解決されるしかし， T

が桐密と非桐密な不変半閉部分空間の双方を有している場合は，非自明で

不変な閉部分空間を有していても，上述「…」から半順序集合Inv(T)。

は完備にはならない従って， Inv(T)。の完備性の考察が，不変部分空間問
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題の解決への糸口を生み出すことはないだろうと捉えている完備性は

すべての鎖についての上限の存在を要請しているので，それは強すぎる

条件なのかもしれない

さて，上述「…」の理由だが， Remark3.1で述べた Amannの不動点定

理および背理法を利用する先ほど定義した写像 f:Inv(T)o→Inv(T)0, 
f(M) = M½ (M E Inv(T)0)はAmannの不動点定理の条件 (ii)'および

(iii)を満たす．従って，背理法より， Inv(T)。を完備かつ TEB(H)が桐

密なMaE Inv(T)。をもつとすると，恥より包含関係について大きい不

変な半閉部分空間の中で不動点f(Moo)= M00 E Inv(T)。が存在すること

になるが， Mooが閉であることおよびMdの桐密性から Moo=Hとなっ

てHEInv(T)。となるこれは矛盾である

次に，すべての鎖を考察対象とするのではなく，以下を考察する．

Question 2.半順序集合 Inv(T)。の鎖が閉部分空間を含むのはどのよう

なときか

Inv(T)。における鎖 K={M入：入 EA}に対して， K}を次で定義する．

JC½:= {M}：入 EA}.

半閉部分空間M = AH(A ~ 0) に対する M½ = A½H の定義からもわ
かるように，正値有界作用素の 1/2乗は作用素の順序を保存するので，

Theorem2.1 を加味することで，半閉部分空間の包含関係（M~N===}

MiこNりを保存する．従って， K}も鎖となる．

さて，鎖Kが閉部分空間を含むならば knkらヂりである．逆は成

り立つかと言うと，否である例えば， MEInv(T)。は閉でないとして，

JC:= {M,Mりとおくと，い＝｛Mい，Mりとなるので， Knk｝ヂりか

つKは閉部分空間を含まない

次に，項数を増やした状況を考察する．鎖Kに対して，

JC, JC½'JC¼'...'JC占．．．

を考える一般には，これらの間に包含関係はないと思われる． Kこk}

とは限らない明らかだが， Kが閉部分空間を含めばn':=oK壺ナ¢で
ある逆向きの成立は否である例えば，閉部分空間でない MEInv(T)。

をとり， M = AH (A~ 0)と表わしておく．すると，

KA={・・・ ，がH,A4H, A2H, M, M½, M¼, ・ ・ ・} 
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と定義すると， KAは鎖となる． M より小さい部分は， 2乗が包含関係を

保存しないため， Aに依存する形で書いてあるこのとき，

J(A =豆＝豆＝．．．＝叶＝．．．，

つまり， nc:=(ぷ｝ナ 0かつに4は閉部分空間を含まないこのように，
nc::=0 JC歩ナ¢からKが閉部分空間を含むとは限らないのだが，nc::=0JC歩＝
{M} かつ M½ 立を満たすMが存在するならばそのM は閉部分空間
である

半順序集合 Inv(T)。の鎖Kからなる列JC,JC½'JC¼'...'JC五．．．の
下極限集合JCziminfを考える．

oo oo 

ICliminf := LJ n豆．
i=O n=i 

下極限集合が空でないと仮定する．すると， /Climinfも鎖となり，

応minf:2 K.,にinf
を満たす．従って，もし K.,liminfが最大元を有していればその 1/2乗が

最大元と一致することになるので， K.,liminfは閉部分空間を含むことがわ

かるこれは， Question2に対する一つの回答である．今述べたことは l

つの鎖kを起点としてその列を考え， 1/2乗で閉じるように下極限集合

という鎖を考えたが，要するに 1/2乗で閉じた鎖が最大元をもてば閉部分

空間を有することに雌づいている．

次に最大元があるとは限らない場合を考察するのに，極大な鎖で考え

てみる．極大鎖の存在性を保障してくれるのが選択公理と同等な以下の

定理である．

Theorem 4.1 (Hausdorff's Maximality Theorem)．任意の半順序集合は

極大な鎖をもつ．

これより，任意のTEB(H)に関する半順序集合 Inv(T)。は，極大な鎖

をもつことになるこれについて，以下の questionを考える．

Question 3.半順序集合 Inv(T)。において，もし Kmax;;2 K.,Jiaxを満たす

極大な鎖Kmaxが存在するならばKmaxは閉部分空間を含むか．

これについてもまだわかっていないことが多いが，以下，考察の概要を

述べて本報告を終わりにしたい
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まず，半順序集合Inv(T)。の極大な鎖厄naxにおける同値関係を尊入す

ることを検討している具休的には， M,NE KmaxがN= MgpHまたは

M=  NgpHを満たす0臼p<lが存在するとき， M~Nと定義するこ

のとき，関係～は Kmax上の同値関係となるか検証する． 9t(0 :::; t < 1) 
はパラメータ化された作用素幾何平均である． M=Mg。Hなので反射律

M~Mが成り立つ．また，定義から M~Nならば N~Mとなるの

で対称律が成立する推移律の成立は不明である． L~M のとき L~M

かM ~ L のどちらかであり， M~N のとき M こ N か N~M のど

ちらかであり， L~Nを示すには LこNかNこLのどの場合でも成り

立つことを確認する必要がある．成立が不明なのは次の包含関係の場合

である． LこNこM の場合で L~Mかつ M~NならばL~Nの

場合もし，これが成り立てば，すべての包含関係の場合で示せることに

なるので，推移律が成り立つ．従って，関係～は同値関係となり極大な

鎖Kmaxを同値関係で類別したときの集合Kmax/～が得られることにな

るあくまでも関係～が同値関係である仮定に枯づいての話だが，この

同値類がどの程度存在するのかという考察に興味があり，集合 Kmax/～

の濃度がKmaxが閉部分空間を含むことに与える関係性を調査したい仮

定条件Kmax~ K,孟axというのは，できるだけ標準的な鎖であることを要

請した条件のつもりであるつまり， 1/2乗で閉じているだけでなく p乗

(0 < p < 1)でも閉じていると期待した条件である（現時点では不明）．

従って， p乗でも閉じているとすると，極大鎖に属する異なる 2つの（閉

でない）半閉部分空間でL<:;;Nが同値L~Nならばその間にある M も

L~M~Nになると思われる．極大鎖Kmaxにおいて，非桐密な半閉部

分空間からなる部分と桐密なものからなる部分がもしあるならば，その

境界辺りには閉部分空間があるはずで，その存在性を主張する根拠が集

合 Kmax/～の濃度にあるのではないかと考えている．
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