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Notes on the weighted polyharmonic Bergman 

spaces 

1 はじめに
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本稿は 2022年 10月に開催された「再生核ヒルベルト空間を中心とした実解析・複素解析・函

数解析の総合的研究」において「Noteson the weighted polyharmonic Bergman spaces」のタイ

トルで発表した内容についての備忘録である．発表においては既発表論文と未発表論文（投稿準備

中）の内容が含まれているため，基本的には証明を与えずに今後論文として発表予定の結果のアナ

ウンスをするとともに，講究録という良い機会であるため一般の学術誌への投稿としては馴染まな

いような主観的な事柄や考察中の問題も整理のために文章化してみたい．

ベルグマン空間上における Toeplitz作用素， Hankel作用素といった作用素の特徴づけ問題は，

Axler[l]以降の 1980年代後半から盛んに研究されている．＊1その研究の一つとして Zhu[8]による

Toeplitz作用素の有界性をシンボルの平均函数， Berezin変換の有界性によって特徴づけた結果が

ある．単位円板で考えて設定を整えれば， Berezin変換はPoisson積分であることから，シンボル

が調和であればこそ作用素の有界性とシンボルの有界性が同値であるが，シンボルが調和でなけれ

ば何らかの調和化した函数を考えて作用素と対応付けができる，ということになる． Berezin変換

は正規化された再生核をある種テスト函数として構成される函数であるが，自然とポテンシャル論

的対象物となっている点がとても興味深い．箪者としては，この特徴づけ問題に対して二つの興味

がある．一つは，この特徴づけ問題の証明を追えばわかるのだが，正則性があまり現れずに核の評

価， Carleson条件といった積分量の評価のみに篇目している点で，多少の設定変更を行っても同様

の証明が成立するのではないか？定義できないという意味ではなく別の条件が出るような再生核ヒ

ルベルト空間は考えることができないかという点である．もう一つは，他の設定において Toeplitz

作用素の有界性の特徴づけを考察して，シンボルの Berezin変換(Poisson積分）に類する条件が出

＊本研究は科学研究費補助金 (20Kl4334)の助成を受けている．

*1 Axler以前からも研究されているが， Axler以後からこの稲の論文が増え， 1990年に K.Zhuの著書 Operator
theory in function spacesが出版されたりと相当盛んに研究されただろうことが想像される．
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るのではないかということに輿味がある．本稿は， Zhu[8]の結果の設定違いとして多調和ベルグ

マン空間における Toeplitz作用素の有界性に対して平均函数による特徴づけを目指した結果にな

る．結論は思いとはかけ離れたというべきか状況が見えづらい特徴づけになっているが，以下から

定義と設定からはじめて主定理を述べる．

2 記号の設定と主定理

この章では，記号の設定からはじめて主定理を述べる．囲を股N 内の巣位球とし，次元 N は2

以上の自然数とする． 1:Sp :S oo, m EN, a> -1に対して，重み付き多調和ベルグマン空間

b戸 (B)を

b閃，p償） ＝ H叫lffi)nび（屈，dVa)

と定義する．ここで， Hm償）は匝上の多調和函数の成す空間である． p=2のとき， bば'P(B)は

再生核ヒルベルト空間であり，再生核（多調和ベルグマン核）を Rm,a(x,y)と書くことにする．っ

まり， fEb戸(B)に対して

f(x) = 1叫，a(x,Y)f (y)dVa(Y) 
lll 

という表示を与える積分核である＊2. また，び(lffi,dVa)から b閃叫屈）への囲交射影を Pm,aとする

とき，この射影の表示は

Pm,af(x) = 1如，a(x,y)f(y)dVa(Y) 
lll 

という積分表示で与えられる． T.[7]により l<p<ooならば再生核の評価が与えられており，こ

のPm,aは£P(lffi,dVa)から bば'P(lffi)への有界作用素と拡張できることがわかっている．これを某

にToeplitz作用素Tep

T』(x)= Pm,13[fcp](x) = 1加，13(x,y)f(y)cp(y)叫 (y)
lll 

を考える．勿論ゃを有界とすれば， Tepはl<p<ooのとき， b'f)'P(Jffi)から b'f)'P(Jffi)への作用素と

して well-definedである．ただ，この段階では，シンボルのクラスによっては定義域，値域によっ

てはこの作用素は定義できるかどうか不明である．はじめに述べた Topelitz作用素の有界性の特

徴づけ問題はこの作用素を well-definedにするシンボルを決定する問題とみなせる．今回の設定と

しては，孔を籾'P(B)から b'f)'q(lffi)への作用素として有界性を考察する．定義自体は b閃'P(lffi)の

桐密部分集合bm,oo(lffi)において定義されている状態であることに注意しておく．そのように見て

作用素を有界とするようなシンボルの特徴づけ問題を考える．

*2今回考えている函数は実数値函数であり，内積も Hermite内積ではなく実内積を入れている．
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この特徴づけ問題のために用いられる Carleson条件， Berezin変換を拡張した関数は以下であ

る．

籾'P-br)'q Carleson条件：

(i lflq,.pdVfJ) l/q S Cllfllp,a for f E b:,P 
(t, "!)-Berezin変換：

加 (x):= 1 lrx,t,a(Y)lt'P(Y)dVa(Y) 
B 

ここで，応，t,a(Y)= Rm,a(x,y)/IIRm,a(x, ・)llt,。は正規化した再生核である．平均函数自体は

Choe-Lee-Na[2]でも用いられている定義である

叫）：＝ V（恥(x)）J局 (x)孤y)dy
を用いる．ここで，恥(x):= {y E JIB: Ix -yl < br(x)}, r(x) = (1-I叫）である．これらの関数

については次の同値性が成り立つ．

定理 1(T.). Let 1 < p S qく oo,a,{3 > -1 and <p be a positive L1(dVf3)-function.The 

following conditions are equivalent: 

(a) <p satisfies b戸ーbr)'qCarleson condition. 

(b) ~ （）1/q(1 | | 2 戸＿立旦SUPxE股<,oq,fJ(x)1/q(l-lxl~r-t_.___~ < +oo 

(c) SUPxE戸苔(x)l/q(l-I 
2 立旦＿ N＋a

-X|） q P < ＋00 

また， Toeplitz作用素の有界性をシンボルで特徴づける結果としては，次が得られた．

定理 2(T.). Let 1 < p S qく oo,a,{3 > -1 and <p be a positive L1(dVf3)-function.The 

following conditions are equivalent: 

(a) T,p : b戸→ b';'qis bounded 

(b)各(x)(l-lxl~) 
2 立立＿立 ． 
;, -----;-is boudned. 

さらには， Toeplitz作用素のコンパクト性をシンボルで特徴づける結果としては次である．

定理 3.Let 1 < pさqく oo,a, f3 > -1 and r.p be a positive L1 (dl7t(3）-function. The following 

conditions are equivalent: 

(a) T"': b戸→ b';'qis compact. 
2 互二且＿戸

(b) ¢6(x)（1 -|x|） q P →0 as lxl→1-

これらの条件は少しだけ奇異に見えるかもしれないが， Berezin変換の部分をシンボルの微分に

境界との距離函数をかけたものに変えた量がPau-Zhao-Zhu[4]による正則ベルグマン空間におけ
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るHankel作用素の有界性の特徴づけを行った定理に見受けられる．また， Choe-Lee-Na[2]にお

いても重みこそないが調和ベルグマン空間において同様の結果を得ており，ある種の拡張と言える

だろう．もちろん， m= 1, p = qかつ a=(3の際には Miao[3],Stroethoff[6]の結果と一致する

定理となっている．

また， p：：：： qを仮定していることは明確な改良点ではあるが，このような場合分けはある種自然

であろう．なぜなら重みがない状況で p：：：： qを仮定すれば，定義域が値域を含んでいる状況にな

り，当然シンボルには挙動を改善する役割を要求される．逆に， p>qならば定義域は値域に含ま

れており挙動を改善する必要はな<,むしろどの程度までなら挙動を悪くしても作用素が有界にな

るか？という問題になる． Pau-Zhao-Zhu[4]では彼らの設定下において p>qの場合にもシンボ

ルが何らかのじ可積分性を持つことによって特徴付けされており今後の課題のひとつである．

3 おわりに

本稿では， Toeplitz作用素の有界性の特徴づけ問題について多調和ベルグマン空間という設定下

での結果を述べた．出てきた結果については Zhu[8]からの流れに沿ったアナロジーの域を出てい

るとはいいがたい．ただ，今回の考察から現れた Berezin変換には何らかの (Poisson積分のよう

な）性質を期待している．

また，本稿では速やかに主結果を述べた都合上本文中に引用することができなかったが，多調

和函数の成す函数空間自体は当然初出では無い．本稿でも使われた T.[7]はPavlovic[5]を起源と

して考察をしている．この論文では，多調和函数の可積分性がAlmanzi分解として分解した際の

各々の函数の可積分性により特徴づけられることを与えており，この点から多くの議論がアナロ

ジーとして問題を生じないようになっている構造であると考える．その点でいえば，多調和ハー

ディ空間も Pavlovicによって言及されているが， Almanzi分解した際の球面平均の特徴づけにつ

いてはベルグマン梨空間とは違い少しの問題 (Hardy-Littlewood型の評価式の重みの条件の問題）

があるため，今後の研究対象たりえると考える．
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