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概要

Chevalley公式は，一般旗多様体のトーラス同変鼠子 k 環の代数構造を決定する等式であ

る．旗多様体のトーラス同変量子 k 環における Chevalley公式は， Lenart,内藤，佐垣に

よって組合せ論的に記述されたこれを利用すると，一般旗多様体に対する Chevalley公式の

記述が得られる．しかし，この記述にはcancellationが発生する．本研究では， A,C型の極

大放物型部分群に対応する一般旗多様体，また A型2ステップ旗多様体に対して，これらの

cancellationを決定した．本稿では，そのうち A型 2ステップ旗多様体の場合の結果を紹介

する．本研究は， CristianLenart,内藤聡，佐垣大輔との共同研究である．また，本稿では論

文[KLNS]の内容を扱う．

1 Introduction 

Gを連結かつ単連結な複素単純代数群とし， HcGをその極大トーラス，（Hc)B c GをBorel

部分群とするまた， Iを Gの Dynkin図形の頂点集合とし，（Bc)PJ c Gを集合 Jclに対

応する Gの放物型部分群とする．このとき，商 G/Bは旗多様体 (flagmanifold)，商 G/PJは一

般旗多様体 (partialflag manifold)と呼ばれる． Schubertcalculusでは，これらの多様体 G/B,

G/PJを組合せ論の立場から研究する．例えば，コホモロジ一環H*(G/PJ)や K環 K(G/PJ)な

どの積の構造を組合せ論的に記述することは， Schubertcalculusの一つの目標である．

Schubert calculusにおいて最近扱われている代数として，一般旗多様体 G/PJのトーラス同変

量子 k 環 QKH(G/PJ)が挙げられる．量子 k 環は， Givental([G]）および Lee([Lee])によっ

て 2000年代前半に導入された．これは， トーラス H の表現環を R(H)と書き， KH(G/P,りを

G/PJ の几同変 k 環とするとき， R(H)—加群として

QKH(G/PJ) := KH(G/PJ) RR(H) R(H)[Qk I k EI¥ J] 

と定義される． QKH(G/PJ)には， “K理論版の Gromov-Witten不変量’を用いて積が定義され
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る． Schubertcalculusでは，この代数構造を組合せ論的に記述することを目標とする．

いま， W をGのWeyl群， WJ= WpJをW の乃に対応する放物型部分群とし， WJ=W朽~

W/WJを商 W/WJのminimalcoset representativeの集合とする．このとき，各VEWJに対し

てSchubert類 [O門EQKH(G/PJ)が定義される． Schubert類全体の集合 {[CJV]IVE wりは，

QKH(G/PJ)のR(H)[QkI k E I¥J卜加群としての自由基底である．（以下 R(H)[QkI k E J¥J] 

をR(H)[Q]と略記する．）そのため，各v,w,uE WJに対して

［び]・[O門＝こ心［ぴ］ (1.1) 
uEWJ 

で定まる構造定数 c応，w E R(H)[Q]を組合せ論的に記述することで， QKH(G/PJ)の代数構造を

組合せ論的に理解できる．しかし，一般の v,w,uE WJに対しては構造定数の組合せ論的な記述

が発見されていない．

一方，特に vがWJの単純鏡映 Sの場合の（具体的な）展開式

［ぴl.［ぴ］ ＝と心［ぴ］ (1.2) 

uEWJ 

は Chevalley公式と呼ばれる． Chevalley公式は，展開式 (1.1)の特別な場合である．しかし，

Buch, Chaput, Mihalcea, Perrinは次の定理を証明した．

定理 1.1([BCMP, Corollary 5.14]). R を，以下の条件を満たす R(H)[Q]—代数とする．

•自由 R(H)[Q卜加群としての自由基底｛びVIVE WJ} CRが存在する．

•自由基底｛びVIVE WJ}はChevalley公式を満たす．すなわち，び1．び1=び1および任意

の単純鏡映 sE WJおよび任意の wEWJに対し

びs.四＝匹・ (7s＝区心，Wびu

uEWJ 

が成り立つ．ただし，咤，w E R(H)[Q]は式 (1.2)と同ーである．

このとき，叩→ [O門(vE Wりによって定まる R(H)[Q]—加群の準同型写像 R → QKH(G/PJ)

は環同型である．

よって， QK瓜G/PJ)の代数構造は， Chevalley公式によって決定される．そこで， Chevalley

公式の組合せ論的記述を考える．以下，口k(k EI)をGの基本ウェイトとし，一匂k(k E J)に対

応する G/PJ上の直線束を 0（ーロりと書く．まずは J=0,すなわち PJ=Bである場合を考え

る．このとき， G/PJ= G/Bは旗多様体である． Lenart, 内藤，佐垣は， QKH(G/B)における

次の記述を証明した．

定理 1.2([LNS, Theorem 49]). k E I, w E W とし， reduced(—匹）—chain rをひとつ固定す

る． QKH(G/B)において

[O(—匹）］ • ［O門 ＝ こ （ 一I)IAIQ<lown(A)e―wt(A)[Oend(A)] (1.3) 

AEA(w,r) 
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が成り立つ．

定理 1.2における reduced（一つk)-chain,A(w, r), Qdown(A), wt(A), end(A)の定義はここで

は述べないが，量子 alcoveモデルという組合せ論的な理論で用いられるものである．定理 1.2は，

内藤， Orr,佐垣によって記述された半無限旗多様体の結果 ([NOS])から従う．式 (1.3)における

[O(—匹）］については
[O(—匹）］ ＝ e口 k(1-［O門）

という 1次関係式が知られている．そのため，式 (1.3)はChevalley公式 (1.2)と等価である．

続いて，一般旗多様体 G/几を考える．可 (iEI)をGの単純余ルート， Qv＝区iEJZ可を

G の余ルート格子とし，~ = LiEJcia{ E Qv (ci E Z) に対して［~] := LiEI¥J Ci°'{と定める．

また， wEWに対し， wのW/WJにおける minimalcoset representativeを lw」と書く．加藤

は，旗多様体の Hー同変量子 k 環 QKH(G/B)と一般旗多様体の Hー同変量子 k 環 QKH(G/P.り

の間に，次のような関係があることを証明した．

定理 1.3([K, Theorem 2.18]). R(H)—加群の全射準同型写像

虹： QKH(G/B)→ QKH(G/PJ)

であって

• ~ E QV，十＝区iEl互o可および wEWに対し，虹(Q沢'.)W])= Q[{l[Ol叫］

•叱（［O（—匹）］· •) = [O(—匹）］・ <I>J(.) 

となるものが存在する．

よって， QKH(G/B)における Chevalley公式 (1.3)の両辺を全射的で写すことで， QKH(G/P)

における Chevalley公式が得られる．しかし，このように得られた Chevalley公式には，全射屯J

の核に応じて cancellationが発生する．本研究の目的は，この cancellationをすべて決定し，

Chevalley公式の cancellation-freeな表示を得ることである．

Chevalley公式の cancellation-freeな記述は， G/乃が “cominuscule"の場合は Buch,Chaput, 

Mihalcea, Perrinによって得られている ([BCMP]）．また，旗多様体 G/Bに対しては， Lenart,

内藤佐垣による定理 1.2で記述されている． GがA,D, E, B型で， J= I¥ {k}という形（す

なわち乃が極大放物型部分群）の場合で，かつ口いがminusculeであるときは，筆者および内藤，

佐垣によって記述された ([KNS])．本研究では， GがA,C型で凡が極大放物型部分群のとき，

また GがA型で， J= I¥｛紅朽｝ （k1ヂ朽）という形（このとき， G/乃を 2ステップ旗多様

体という）のときに cancellation-freeなChevalley公式の表示を得た ([KLNS])．本稿では，その

うち G/乃が A型 2ステップ旗多様体のときの cancellation-freeChevalley公式を紹介する．

以下， G= SLn(C)とし， I={1,...,n -1}とみなす． k1,k2Elを柘 <k2となるようにと

り， J=I¥｛紅朽｝とする．
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記号

• △: Gのルート系

• △+ c△：正ルート全体の集合

• p := (1/2)区<>E△+a 

• ai (i EI)：単純ルート

• av (a E△)： aに対応する余ルート

● |0| ：＝｛g if9 E △+ （fE△)： Bの絶対値

望 if{3 E―△+ 

•<·,•>: h* x h上の自然なペアリング (fJ:= Lie(H)) 

• Ba E W (a Eぷ）： aに対応する鏡映

●的＝ ％（i EI): aiに対応する単純鏡映

• £: w上の長さ関数

2 量子 alcoveモデルと Chevalley公式

量子 alcoveモデルは，整ウェイトを 1つ決めるごとに定まる組合せ論的理論である．優整ウェ

イトに対する量子 alcoveモデルは， Lenart,Lubovsky ([LL]）によって， 1列の Young図形に対

応するいくつかの Kirillov-Reshetikhinクリスタルのテンソル積を実現するモデルとして考案され

た．その後，量子 alcoveモデルは， Lenart, 内藤，佐垣 ([LNS])により，優整とは限らない一般

の整ウェイトに対して拡張され， Chevalley公式の組合せ論的記述に現れた．本節では，本稿で使

う必要最低限な分に絞って，量子 alcoveモデルを導入する．一般の量子 alcoveモデルについての

詳細は，［LNS]を参照されたい．

量子 alcoveモデルの理論では， Brenti,Fomin, Postnikovによって導入された量子 Bruhatグ

ラフを用いる．

定義 2.1([BFP, Definition 6.1]）．次のように定まるラベル付き有向グラフ QBG(W)を量子

Bruhatグラフという．

•頂点集合： W

•ラベルの集合： △＋ 

•辺： x均 y(x,y E W, a Eぶ）坐い＝ XSaであり，次のいずれか一方が成り立つ：

(i) £(y) y) = £(x) + 1（このとき，辺 x→ yをBruhat辺という）

(ii) £(y) = £(x) -2〈p,av〉+1（このとき，辺 X--'=t yを量子辺という）

与えられた 2元x,yEWに対して， QBG(W)において辺 x→yが存在するかを判定する方法

を考える．まず， W はn次対称群 6nと同型である． この同型のもと，各w E Wを置換aE 6n 
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と同一視する．また，各 1:<::;i<j:<::;nに対して (i,j):= O:i + 0:i+l + ・ ・ ・ + 0:j-1 と定めると，

△+ ={（i,j)| 1さi< j :<::; n}である．混乱の恐れがないときは，同じ記号 (i,j)で正ルート

(i, j) E凶に対応する鏡映 S(i,j)E W を表すことにする．求める判定法は以下の通りである．

補題 2.2([Len, Proposition 3.6]). w E W, 1 :<::; i < j :<::; nとする．

(1) w立!+w(i,j)が Bruhat辺であるための必要十分条件は，以下の 2条件が成り立つことで

ある．

• w(i) < w(j) 

• w(i) < w(k) < w(j)となる i<k<jが存在しない

(2) w四いv(i,j)が量子辺であるための必要十分条件は，以下の 2条件が成り立つことである．

• w(i) > w(j) 

•すべての i<k<j に対して w(j) < w(k) < w(i) 

量子 alcoveモデルの理論では，整ウェイト入に対して定まる“入-chain"を用いる．入-chainは，

入に応じて作られるルートの列である．ここでは，基本ウェイトの (-1)倍ーWk(k E J)に対し

て，特定の（一rok)-chainr(k)を導入する．

定義 2.3([Len, (3.1)] (cf. [LP, Corollary 15.4]））．ルートの列 r(k)を

r(k) := (-(1, n), -(1, n -1), ・ ・ ・, -(1, k + 1), 
-(2, n), -(2, n -1), ・ ・ ・, -(2, k + 1), 

-(k, n), -(k, n -l), -(k, k + l)). 

で定める．

上で定めた r(k)に， r(k)= (/31,/3互．．，f3m)と添字をつける．景子 alcoveモデルの理論では，

次に定義する admissiblesubsetを主な対象として扱う．

定義 2.4([LNS, Definition 17]). w E W とする．添字集合 {1,...,m}の部分集合 A={J1 < 

必く・・・＜必｝ C {l,...,m}に対して

|(331 | 
II(A): w = wo―→ W1 ・・・

|(332 | 
） 

|知|
9Ws 

が QBG(W)における道であるとき， Aは w-admissibleであるという． w-admissibleである

{1,...,m}の部分集合全体の集合を A(w,r(k)）と書く．

定義 2.5([LNS, (11), (13)]). w E W とする．各A={J1,...,Js} E A(w, r(k)）に対し

end(A) := wslf3,, 1s1(312 I... 81(33s | （＝ Ws)， 

down(A)：＝〉 If3訂
lStSs 

Wt-1→Wtしま塁子辺

と定める．
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注意 2.6.admissible subset A E A(w,r(k)）に対して，上で定めた end(A)とdown(A)の他に，

wt(A)という整ウェイトが定まる ([LNS,(12)］）．本税では，その定義を省略する．なお，今回の

設定においては，常に wt(A)= -w匂 kとなる．

Lenart, 内藤，佐垣は，この admissiblesubsetを用いて， QKH(G/B)における Chevalley公

式（式 (1.3)）を記述したここでは，上で定義した r(k)を使って，改めて式を書き下す．非負整

数 miE Z:2:0 (i EI)に対して Q区iEim心，i:= rriEI Qr;''と定める．

定理 2.7([LNS, Theorem 49]). k EI, w E W とする． QKH(G/B)において，以下が成り立つ．

[O(—匹）］ • ［炉]= L (-l)IAIQdown(A)ew匂 k[('.)end(A)] (2.1) 

AEA(w,r(k)) 

一方，加藤による定理 1.3により，よい全射屯,: QKH(G/B)→ QKH(G/PJ)が存在する．そ

こで，式 (2.1)の両辺を全射屯Iで写すことで，以下の定理を得る． これは， QKH(G/PJ)におけ

るChevalley公式の組合せ論的記述を与える．

定理 2.8.k EI¥ J = {kぃ朽｝， wEWJとする． QKH(G/PJ)において，以下が成り立つ．

[O(—四）］ • ［O門＝ L (-l)IAIQ[down(A)]ew匹 [alend(A)」］ （2.2) 

AEA(w,r(k)) 

この式には，次の例のように cancellationが発生する．

例 2.9.n = 6とする． G=Sム(C)はふ型である． J= {1, 3, 5} = {1, 2, 3, 4, 5} ¥ {2, 4}に対

し，対応する 2ステップ旗多様体 G/凡を考える． w= s料 1S2S3S終 3砂 EWJとするとき，式

(2.1)を計算することで， QKH(G/B)における等式

[O(-w2)] ・ [O門＝ ew""2([0s註 1S呼 3紅 S豆 2]-[0窃 S豆 2紐 S心 3釘 s2]

-Q2仙Q4[0S5S1]_ Q2[0S5S1S2S豆 483]

+Q2仙Q4[0S5S豆 ']+Q2[08豆 1砂 S狂 48豆 1]

+Q2仙Q4[0約 s1s2]_ Q2仙Q4[0鉗 S1S匹 1])

を得る．一方，この両辺を全射屯Iで写す（または式 (2.2)を用いる）ことで， QKH(G/PJ)にお

ける等式

[O（一匂2)].[CJ門＝ ewro2([Vs豆 1砂 S終 48終 2]_ [vs年 8呼 3紅 S終 ,s2l 
-Q2Q4［び］ー Q2[CJS豆 1砂 S豆 4]

+Q心4［か］ ＋仙[vsss,s呼 384l 
+Q心4［ぴ叫ー仙Q4[V釘 s2])

=e初 W2([os豆 1S四 3848豆 2]-[08豆 18豆 3匹 S豆 182l 

-Q心4[0e]+ Q2Q4［か］）

を得る．この式では，確かに cancellationが発生していることがわかる．
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3 2ステップ旗多様体に対する cancellation-freeCheva I ley公式

式 (2.2)では，例 2.9でみたように cancellationが発生する．この cancellationを記述し，

cancellation-freeなChevalley公式を書き下すことが，本研究の目的である．本節では，その結果

を紹介し，証明の方法を説明する．

まず，結果の記述に必要ないくつかの条件を整理する．まず， w E Wに対し

ふ (w,r(k)):= {A E A(w,r(k)) I II(A)の辺はすべて Bruhat辺｝

と定める．次に， wEWJに対し，条件 (Q)および (Full)を，以下のように定める．

(Q) w(k1) > w(k2) > w(k1 + 1) > w(k2 + 1) 
(Full)以下のすべてが成り立つ：

(i) w(k2 + 1)は{w(l),...,w(n)}の中で最小である．

(ii) w(k1 + 1)は{w(l),...,w(k叫｝の中で最小である．

(iii) w(k1)は{w(l),...,w(n)}の中で最大である．

注意 3.1.w E WJとする．判定法（補題 2.2)を用いると，以下のことがわかる．ただし， wEWJ

より，不等式

• w(l) < w(2) < ・ ・ ・ < w(kリ

• w(k1 + 1) < w(k1 + 2) < ・ ・ ・ < w(k叫

• w(k2 + 1) < w(k2 + 2) < ・ ・ ・ < w(n) 

が成り立っていることに注意する（例えば [BB,Lemma 2.4. 7]参照）．

(1)条件 (Q)と， W
(k1，伍＋1)

~ w(k1，朽＋ 1)が量子辺であることは同値である．

(2) w(kリ＞ w(k1+ 1)であることと， W
（柘ふ＋1)

~ w(k1, k1 + 1)が量子辺であることは同値で

ある．
(i,j) 

(3) w―→w(i,j・） （i ：：：：： k1, j 2 k1 + 1)が量子辺ならば，（i,j)は(k1ふ＋ 1)または (k1,k叶 1)

のいずれかである．

以下， cancellation-freeなChevalley公式の記述を紹介する．

定理 3.2([KLNS, Theorems 18, 20, 22]). w E WJとする．

(1)条件 (Full)が成り立つとき，次の cancellation-freeな等式が成り立つ．

[O（一豆）］・［訓＝ ew五 区 (-l)IAI ([oend(A)] -Q叫oLend(A)sk1」]

AEふ (w,r(k1))

-Qk1仇 ([Olend(A)(k1必＋1）」l-[olend(A)(k心＋l)s朽り））
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(2)条件 w(k1)< w(k1 + 1)が成り立つとき，次の cancellation-freeな等式が成り立つ．

[O（一Wk,)].[O門＝ e虹叫 こ（一l)IAI[oend(A)l 

AEふ (w,r(k1))

(3)条件 w(k1)> w(k1 + 1)が成り立っているとし，さらに条件 (Q)が成り立たないと仮定する．

(i)条件 w(l)< w（柘＋ 1)または条件 w(k1)< w(k叫が成り立つとき，次の cancellation-

freeな等式が成り立つ．

[O（一匂い］• ［O門＝ e血叫 こ（一l)IAI[('.)end(A)] 

AEふ (w,r(k1))

(ii)条件w(l)> w(k1 + 1)かつ条件w(k1)> w(k2)が成り立つとき，次の cancellation-free

な等式が成り立つ．

[O（一互）］・[('.)門＝ ew叫 L (-l)IAI ([('.)end(A)] -Q叫olend(A)s,,」l)

AEふ (W,r(K1)）

(4)条件 (Q)が成り立つと仮定し，さらに条件 w(k1)< w(n)が成り立つとする．

(i)条件 w(l)< w(k1 + 1)が成り立つならば，次の cancellation-freeな等式が成り立つ．

[O(-Wk1)l. [O門＝ ewro虹 こ（一1)IAI [ oend(A)] 

AEふ (w,r(k1))

(ii)条件 w(l)> w(k1 + 1)が成り立つならば，次の cancellation-freeな等式が成り立つ．

[O(—匹）］・ [O門＝ ew五 L (-l)IAI ([oend(Al] -Q柘［oLend(A)sk,」l)

AEふ (w,「（い））

(5)条件 (Q)が成り立つと仮定し，さらに条件 w(k1)> w(n)が成り立つとする．

(i)条件 w(l)< w(k2 + 1)が成り立つならば，次の cancellation-freeな等式が成り立つ．

[O（一匂ki)]・ [0門＝ e虹叫 こ（一l)IAI [ oend(A)l 

AEふ (w,r(k1))

(ii)条件w(k2+ 1) < w(l) < w(k1 + 1)が成り立つならば，次の cancellation-freeな等式が

成り立つ．

[O（一匹）］ • ［O門

=ewwり と（一l)IAI([oend(A)] _ Q心叫0Lend(A)(k1,k2刊）」l)

AEふ (w,r(k1))

注意 3.3.k = k2の場合の積 [O（一口k2)lO [OW]も，定理 3.2に Dynkin図形の自己同型 I→ 
I, i→n-iを適用することで得られる．

定理の証明は，以下のような流れで行われる．
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1.式（2.2)において， K=柘とする．この右辺の和を， AE Adw,r(k1)）にわたる部分和

S1:= 区（一l)IAlew叫 [Oend(A)]

AEふ (w,r(k1))

と，それ以外の項の和

S2 :＝ ▽
]
 

(-1) IAI Q[down(A)] ew五 [olend(A)」l

AEA(w,r(k1)）＼ふ(w,r(k1))

に分ける．なお， AEAく(w,r(kリ）に対しては， lend(A)」＝ end(A)（例えば [BB,Carol-

lary2.5.2]参照）， down(A)= 0が成り立つことに注意する．また，和ふはcancellation-free

である ([KLNS,Remark 6]参照）．

2.集合 A(w,r(k1)) ¥ Adw, r(k1)）の構造を調べる．

3.和ふの cancellationの様子を調べる．

ステップ 2では，以下の補題を用いる．

補題 3.4([KLNS, Lemma 17]). w E WJとする． AE A(w,r(k1)）に対し，道 II(A)が量子辺

を含むとき， II(A)は以下のいずれかの形である．ただし，→は Bruhat辺，→は量子辺を表す．
B Q 

(1) II(A) : w = w0→...→ Wr-l 
(k1，柘＋1)

) Wr 
B B Q 

(2) II(A) : w = w0→ •..• Wr-l 
(k1,k叶 1)

〉Wr
B B Q 

(3) II(A) : w = w0→ •..• Wr-2 
(k1,k2+l) (k1,k1+l) 

’Wr-1,Wr 
B B Q B 

よって， この補題にしたがって

ふ(w,r(k1)):= {A E A(w,r(k1)) I II(A)は（1)の形｝

A2(w,r(kり） ：＝ ｛A E A(w, r(k1)) I II(A)は (2)の形｝

ふ(w,r(k1)):= {A E A(w,r(k1)) I II(A)は（3)の形｝

と定めると

A(w,r(k1)) ¥Aく(w,r(k1)) = A1(w, r(k1)) u A2(w, r(k1)) u A3(w, r(k1)) 

である．この分解を用いて，ステップ 3のcancellationを調べる．例えば，和

と （一1)IAI Q[down(A)] e切己［olend(A)」]

AEふ (w,r(k,))

のcancellationは，以下のように調べられる．まず，補題 3.4より，各 AE A3(w,r(kリ）に対し

[down(A)] = [(k1，和＋1）汀＝ ［aぷ＋・・・十a羞2l= aぷ＋at2である． よって Q[down(A)]= Qk, Q朽

である．いま，条件 (Q)が成り立つことを仮定し，ある 1::; l ::;いが存在して w(k2+ 1) < w(l) < 

w(k1 + 1)となるとする．このとき， w(p)< w(k1 + 1)となる最小の 1::;p::; k1をとると，補題
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2.2を用いてふ(w,r(k1)）上の符号を反転する対合 A⇔ ALJ {(p, k1 + 1)｝を定義できる．この対

合は lend(A)」を保つ．したがって

と（一l)IAIQ[down(A)]ew叫 [olend(A)」］

AEふ (w,r(k1))

= ew五 QK1Q朽区 (-1)IAI[olend(A)」]

AEふ (w,r(k1))

=0 

が成り立つ．このように，場合分けの条件に応じて，符号を反転する対合を構成することで，

cancellationを記述することができる．
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