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Rogers-Rama叫 an恒等式のフィボナッチ変種

(A Fibonacci variant of the Rogers-Ramanujan identities) 

東京工業大学情報理工学院 土岡俊介 (ShunsukeTsuchioka)* 

Department of Mathematical and Computing Science, School of Computing, Tokyo Institute of Technology 

1 はじめに

Rogers-Ramanujan恒等式（以下， RR恒等式）

こ炉2 = 1 こ討＋n＝ 1 
憂 (q;q)n (q, q4;仲)=' ~ (q;q)n (q生q糾砂）~

を思い出す． ここで q-Pochhammer記号

(a;q)n = (l -a)(l -aq) ・ ・ ・ (l -aq”―1), (a1,,,,,am;q)n=(a1;q)n・・・(am;q)n 

を用いた． RR恒等式の「フィボナッチ変種」を得たので， 2022年 11月の RIMS研究集会「組合

せ論的表現論における最近の展開」で発表させていただいた．

定理 1([12, Theorem 1.1]). bい＝ b炉＝ 1,b化＝ q,bり＝ 0 を初期条件とし， b~ら＝ qn+2btl -
qn+lb~出で定まる q-holonomic 列 (b~l) ）n20 と (b炉）n2。について，以下が成り立つ．

こbし1) = 1 こ bし2) = 1 

吟~ (q; q)n (q, q生q5)=' ~ (q; q)n (q2, q災炉）=・

例 2.分子（紺）n20の数項は以下のようになる (i= 1, 2). 

硲＝0, 副＝が， bり＝一q7, bい＝砂(1+ qり，

靡＝一ql3(1+ q＋が），副＝ q叫1+祈＋が＋が＋が），

魯＝ q2, b~2) = -q4, bi2)＝介(1+ q), b~2) =―吠(l+q+ qり，

b伊＝ー沢(1+ q+q2＋砂＋が）， b炉＝一q16(1+ q + 2q2 + q3 +が＋が＋沖）．

これからも分かるように， bしi)は，（0でなければ）符号が揃っていて，（符号を除くと）フィボ

ナッチ数の q類似（つまり q=lを代入するとフィボナッチ数になる）になっている． RR恒等式

とフィボナッチ数の関係は，これまでも [1,3]などが知られていた．定理1は，これらの先行研究

とは異なる関係を示している．
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2 研究の動機：Kleshchev多重分割を用いた第2RR恒等式の証明

Lepowsky-Milneは， RR恒等式の無限積が

= chV(2A。＋ふ），
(q;qり00(q, q4;炉）OO （q; qり00(q2, q色砂）OO

= ch V(3A0) (1) 

のように，アフィン・リ一環贔＝g(Aい）のレベル3標準加群の指標に現れることを発見した [7].

この観察はその後，頂点作用素を用いた証明に格上げされた [8].

[11]では，柏原クリスタルを用いて (1)（の後者）から第2RR恒等式の証明を与えた．大まか

な方針は次のようになる．ここで 1りとは， bの深さである（つまり， Bの最高ウェイト元b。から

b = i1・・・い。と得られるとき |bl=mとする）．

| 標準加群V（入）の結晶基底B（入）の実現B（竺 B（入））を取り，「長さ関数」 f!:B→zを，母関
数F(x,q)＝I:bEB丑(b)りりが， q差分方程式を満たすように定義する．

[11]では， Aい型最高ウェイトクリスタルB(3Ao)の実現として「0R3E StrR3の連結成分」を

採用した．ここでStrはストリクト分割（つまり入＝ （入1,．．．，入£）でふ＞．．．＞入£ ? 1となる分

割）の集合で， Strは [9]によってB(Ao)の実現になる．連結成分については，以下の特徴付けが

知られている．より一般の命題については， ［2, 4]を参照されたい．

定理 3([2, Proposition 9.7]). k 2 1とする． 0RkE StrRkの連結成分品は，次で与えられる．

品＝｛入＝ （入（1)'...'入(kl)E Strk IC（灼）こ（灼＋1l)ifor 1 ~ i < k }. 

そこで，「長さ関数」£ : Strk→ zをt（入） ＝ £（入（1))+・・・十t（入（k))と定義する（ここで入＝
（入(1)，...，入(kl)E Strk)．右辺の£は分割の長さ（ヤング図形の行数）である．深さ I入Iは， 入I=
I入(1) ＋・・・＋入(kりと与えられる．右辺の絶対値記号は，分割のサイズ（ヤング図形の箱の数）で

ある．初等的な議論で， F(x,q)の「Andrews-Gordon型の」無限和表示が得られる．

定理 4([11, Theorem 2.2]). 

L xl（入）心＝こ qこ:=1a（守）＋こ1年a<b""k叫 bx立：＝1ata. 
入ES• i1,…，i.20 

(q; q);,... (q; q)ik 

この表示式から，定理4の左辺（凡(x,q)とする）は， q差分方程式を満たすことが分かり，（固定

した Kについては） SisterCelineの技法のq類似によって自動的に求めることができる [13,§7.1]. 

そのアルゴリズムを

qげ）＋2（tい）＋3げ）＋st+su+2tuxs+2t+3u
凡(x,q)＝こ

(q; q)s(q; q)t(q; q)u s,t,u20 

について実行すると， q差分方程式

F3(x, q) = (1 + xq)(l + x2q2 + x2q3)F3(xq, q) -x4q7 (1 + xq)(l + xq2)F3(xq2, q) (2) 

が得られる [11,Proposition 4.2]．なお (2)を得るための， q-Chu-Vandermondeを用いた簡明

な方法もある (O.Warnaarによる [11,Remark 4.4]). (2)を標準的な方法で解<.F3(x,q)= 

(-xq; q)00G(x, q)とすると，（2)から「(l+xq)と(1+ xq)(l + xqりが消去できて」

G(x, q) = (1 + x2が＋砂が）G(xq,q)-x4がG(xq汽q)
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が得られる．一方で，

H(x,q)＝区 q
詑＋nx2n

n::>O 
(q; q)n 

も，同じ差分方程式を満たすことは容易に確認でき [11,Proposition 4.1], F3(x, q) = (-xq; q)00H(x, q) 

が分かる． Fa(l,q) = ch V(3Ao)であるから，（1)から第2RR恒等式が示された．

3 京都パス模型に対する長さ関数の例

アフィン GCMA=  (a;j)i,jEIについて， A=fcA盟ならばio= 0で， A=A認ならばio= nと

する．レベル£完全AクリスタルCを考える [6,Definition 1.1.1]．つまり，以下が成立している．

1.結晶 (pseudo)基底がCと同型になるような有限次元閃(A)加群が存在する．

2. CRCは連結．

3.古典ウェイト入。 EPc1が存在して， C叫＝ 1かつ wt(C)こ入。＋区由0Zso cl(a;). 

4.任意の bECについて，（c,c:(b)〉cl2£. 

5. E，r.p: C→磨を， Cmin= {b EC  I〈c,c:(b)〉cl=R,}へ制限すると，（Pct)c=｛入 EPct I 

〈c,>.〉c1=£}への全単射になる．ここでc:(b)＝区iEIら(b)A;,r.p(b) = LiEI r.p;(b)A;である．

定義 5([5, §4.1]). H: C R C→ Zがエネルギー関数であるとは，

H(e,（bR b'）） = ｛霊：：：； ＋ 1 ：二；；［％（b＇））， 
H(bRb')-1 (r.p;0(b)くら。(b')),

が，任意の b,b'ECとiEIについて成り立つことである．

定理 6([5, Proposition 4.6.4]）．レベル£支配的整ウェイト入＝区iEIk;ふ（つまり区iEIa(k; = £) 

について， groundstate path g = ---R 92 R 91 E c000を，孤91)＝入かつ 'P(9k+1)= E（斑）で定

める (k::> 1)．このとき，入―pathの集合

P（入） ＝ ｛---R b2 R b1 E c000 1有限個の Kを除いて似＝島｝

にAクリスタル構追が定義され，最高ウェイトクリスタルB（入）と同型になる（京都パス模型）．

P（入）へのクリスタル構造の定義は省略するが，エネルギー関数Hが用いられる．それを参考に

H-length伍： P（入） → Zを，以下で定める．

伍(---R b2峠） ＝L(H(bk+l R bk) -H(9k+l R 9k)). 
k21 

定理 7([12, Proposition 2.1]). ground state path gが周期的 (d::> lでVk::> l,9d+k = 9kとなる

ものが存在する）のとき，任意の ht(&)dの約数D と，任意の関数m:C→ Zについて，母関数

p(D,m) (x, q)＝ L XD位（b)+m(b1)qlbl 

bEP（入）

は，（非自明な） q差分方程式を満たす．ここでb= ・ ・ ・ 0 b2 R b1である．
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これを Ail)完全クリスタルBl,3に適用する [12,§3]. B1•3 = {0, 1, 2, 3}のクリスタルグラフは

op1p2p3であり（ここで，右向きの厚めの矢印が 1矢印で，左向きの細めの矢印が

〇矢印である）， H(aR b) = max(a -3, -b)とできる．入＝ 3A。のとき， groundstate pathは

g=•··®0®3 である． D=2, 「補正の関数」を m: Bl,3→Z,a >---+ a-3とすると， q差分方程式

qp(D,m)(x, q) = (1 + xq)(l + q -xq + x2q3)F(D,m)(xq, q) -(1 + xq2)(1 -x2q2)F(D,m)(xq2, q) 

が得られる（計算には [10,Appendix B]も用いる）．これを標準的な方法で解いたものが，冒頭

の定理 1のi=2の場合である．入＝ 2A。＋ふのときも同様であり，それがi=lの場合になる．

4 まとめ

本稿では Aい最高ウェイトクリスタルB(3Ao)への 2通りの「長さ関数」の定義と，その応用

を述べた．これらの長さを統一するような定義ができると望ましい．他のアフィン型やレベルヘの

適用も今後の課題である．講演の機会を与えてくださった池田岳さんに感謝いたします．ありがと

うございました．
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