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概要

Rogers-Ramanujan型の恒等式とは Rogers-Ramanujan恒等式のような形の、 Pochhammer記号を

用いて表される無限和と無限積の間の同値性を表す恒等式の総称である。 Lepowsky-Wilsonによる研究

以来、アフィン・リー代数の標準加群から RR型の恒等式及び整数の分割定理が得られるという期待があ

る。それに関連して、 A(2) 型レベル 2の場合に焦点を当て、標準加群の生成系の主ハイゼンベルグ部分odd 

代数に関する真空空間の Z-monomialを用いた表示について説明する。また、 A炉型レベル2の場合の

Kanade--Russellによる分割の条件に沿う形の真空空間の基底の表示についても述べる。主結果は定理4.1,

6.1である。本稿の内容は [21]に準拠している。

1 Rogers-Rama叫an型恒等式とアフィン・リー代数

Rogers-Ramanujan（以下RRと略記する）恒等式とはPochhammer記号を用いて以下のように表される恒

等式のことである。

t qn2 = 1 
~ (q; q)n (q, q生砂）00,

OO 記＋n
どq = 1 
n=O 
(q;q)n (q叉q3;砂）00.

ここで、 nE Z20 U {oo}に対して Pochhammer記号は以下のように定義される。

n-1 

(a; q)n := IT (1 -aq'), (a1,..., ak; q)n := (aぃq)n・・・(ak;q)n-
i=O 

RR恒等式は以下の RR分割定理と同値であることが知られている。

定理 (RR分割定理）．

1.非負整数 nの分割で隣接するパートの差が 2以上であるようなもの（つまり、 nの分割で R1に含まれ

るもの）の個数はnの分割でT{,5］に含まれるものの個数に等しい。

2.非負整数 nの分割で隣接するパートの差が 2以上であり最小のパートが 1ではないようなもの（つま

り、 nの分割で凡に含まれるもの）の個数は nの分割でT昇に含まれるものの個数に等しい。
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ここで、整数の分割とは以下で定義する集合Parの元のことである。

Par:=｛（ふ，極・・ ・, >-1) E (Z>o)1 I l 2". 0,入12".入22".... 2".ふ｝． (1) 

また、非負整数nの分割とは入＝ （ふ，入2，・・・，ふ） EParで 1入：＝ふ＋入2+・・・十ふ＝ nを滴たすものであ

る。 R1,R2,T,岱，PkC Parは以下のように定義される（ただし、 N2': 2, kは正整数であり、 Pi(1 :<::: i :<::: k) 
は非負整数）。

R1 :=｛（ふ，．．．，ふ） EPar| 入,—入，＋1 :;;, 2 for 1 <::: i <::: l -l }, 

凡：＝ ｛（ふ，．．．，ふ） ER1 Iふ:;;,2}, 

虚．）．．，Pk:=｛（ふ，．．．，Az)E Par I For each 1 <::: i <::: l, 1 <:::ヨj<::: k s.t.入， =Pimod N}. 

(2) 

RR恒等式と RR分割定理の同値性は母関数区入ER1qi入1及び区入ER2qi入1 とRR恒等式の無限和、そして

母関数区
入ET
(5) q|入|，及び区

入ET2,3
(5) q とRR恒等式の無限積を比較することで初等的に確認できる。 RR恒

等式に関する歴史や整数分割の詳細については [1],[17]等を参照されたい。

Lepowsky-Wilson ([11], [12], [13]）はAい型レベル3の標準加群L(2A。＋ふ）及びL(3Ao)から RR恒等

式を再導出した。 RR恒等式の無限積はそれぞれの標準加群Lの主指標（つまり主ハイゼンベルグ部分代数に

関する真空空間O(L)の、生成元dに関する指標）を Lepowsky'snumerator formulaを用いて求めた結果と

一致する。それに対し、無限和はそれぞれの標準加群の真空空間の甚底を Zー作用素と呼ばれる頂点作用素の

monomialを用いて構成することで導出される。 Lepowsky-Wilsonによる研究以来、各アフィン・リー代数

の標準加群を解析することでRR型恒等式や整数の分割定理が得られるという期待がある。

それに関連して、 A:芯型レベル2の場合の真空空間の基底の Z-monomialを用いた表示について考察し

た。その結果について以下で述べる。

2 g(v)及びg(v)のprincipal realization 

アフィン・リー代数の構成に関しては [13],[4]等を元に principalrealizationを採用する (cf.[7, chapter 

7-8])。

s 2". 2を正整数として‘<I>をA2s-l型のルート系、△＝ ｛°'1,・・・,°'2s-1}を単純ルートの集合とする。

Q= 〶ご恥をルート格子として、 Q 上に非退化対称形式〈•,•〉を 1 :::; i,j :::; 2s -1に対して以下のよう
に定める。

侶叫＝｛。 1 ［［ ［二］’＝ 1),
（ otherwise). 

そして、 twistedCoxeter automorphism vをv=び1・・・びsaにより与える (cf.[4, §8.2]）。ここで、 aは

Dynkin diagram automorphismであり、 1:::; i :::; sに対して〇，は °'iに関する鏡映である。 uの位数は

m = 2(2s -1)である (cf.[4, Proposition 8.2(2)］）。また‘<I>は Vにより s個の軌道に分かれ、

<I>'={店 |1<::: i <::: S - 1} U { 0<8} (3) 

は完全代表系となる（ただし、 l<;i<:::s-1に対して広＝ a1 +a2 ＋・・・十伍）。

wを1の原始m乗根とし、 E::QxQ→C を以下により定める ([4,p.21]）。
m-1 

e(a,(3） ＝II (1-w-p)〈v%，/3〉.
p=l 
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また、 a=QRCと定め、有限次元リー代数gを以下により定める ([4,p.21]）。

c:(-a, a)a (if〈a,/3〉＝ -2), 

g ＝砂（王）， ［m,叫＝〈a，a〉xa, ［丘叫＝ ｛；（a，9)％＋f3 ;;fth〈ear,W,；e;-1)， 
ここでXaはaE <l?で添字付けられた記号である。この gはA2s-l型の有限次元単純リー代数と同型になる

([4, p.48] ）。さらに、〈•, •〉と V を以下の式により Q から g へと拡張する ([4, p.22]）。

伽，Xg〉=0, 〈Xa,xf3〉=c:(a,/3)8a+/3,0, llXa = Xva・ 

無限次元リー代数0(U)及びg(v)を以下により定める。

刷：＝（①g(i) Rt'）①Cc, g(v) := g(v)①Cd, 
iEZ 

1 
[x@t',y⑭t1] = [x,y] Rt'十j+ ~iOi+jO <x,y>c, [c, g(v)] = {O}, [d, x 121 t'] = ix 121 t'. 

m 

如）及び9(V)は、それぞれA位＿1型のアフィン・リー代数及びアフィン・カッツ・ムーディ・リー代数と同型

である (cf.[4, Proposition 9.4]）。同型射の構成については [4,(9.1)]を参照されたい。 A位＿1型のシュヴァ

レー生成元の 0(V)上の像を {hi,eいfilO:Si:Ss}とおき、 t= span{hi,d IO :Si :S s}とする。 0:Si:Ss

に対して基本ウェイト AiEt*を人（柘） ＝妬とふ(d)= 0により定め、 8Et*をo(hi)= 0 (1 :S j :S s), 

o(d) = 1により定める。

主ハイゼンベルグ部分代数d(v)こg(v)は以下のように定められる (cf.[4, p.5]）。

叩） ：＝任(an9(i)) 121 t'EB Cc. 
iEZ 

L を g(v)—標準加群として、 D(L) で L の主ハイゼンベルグ部分代数に関する真空空間、つまり、 a(v) の最高

ウェイトベクトルの集合とする ([4,p.28]）。

n(L) = {v EL I n+(v)v = {0}}. 

このD(L)のZ-作用素を用いた生成系、甚底の表示について以下で述べる。

3 Zー作用素と真空空間

Zー作用素を構成し、真空空間の Z-monomialを用いて表される生成系に関して説明する。

Pi: g→恥）を第i射影とする。 xEgに対してX(i):=pi(x)と定める。

定義3.1([13, pp.221-222]). LをレベルKのg(v)ー標準加群とする。 aE ii>に対して、X(a,(), E可a,(,r),Z(a,(,r)E 
(End L)｛しい｝を以下のように定める。

X(a，() = L((xa)(n)汀）び，炉(a,()=exp 士m区(a（土n）R巴）＜士n/nkI, （立1)nEZ 

Z(a,() = E-(a,()X(a,()E+(a,(). 

さらに、 iE Zに対して Zi(a)をZ(a，()におけるぐの係数として定める。つまり、 Z(a，く） ＝区iEZZi(a)ぐ

である。
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標準加群 Lの真空空間 O(L)は以下のような Z-monomialで表される生成系を持つことが知られている

(cf. [13, Theorem 7.1]）。

{Zt1 丘）・• ・ Zuけ）四 l2". 0, ii E Z, ii E <I? for 1 S j S l}. 

さらに Z（砂a,()=Z(a,w尺）が成り立つことから ([4,Proposition 7.2]）、 ljE <I?の範囲を①＇へと制限した

{z21伍）・・・Z;,（叫VLI l 2". 0,朽EZ,乃 E<I?'for 1 S j S l}. 

はO(L)の生成系になる（<I!'は(3)で定めた通り）。そして、 l > 0に対してが上の半順序<Tを次のように
定める； （i1,...，幻），（j1,...,jz)E zlとするとき、

(i1,...，幻）臼（j1,...,れ） ⇔ iz, + ・ ・ ・ + ii s jz,十・・・十れ for1 S l'S l. 

このとき、 degreeを考えることで、 O(L)の生成系における (i1,...，り）の範囲を以下のように制限できる。

{Z;1 (,1).. ・ Z;,(,z)vL I l：：：：：〇，り EZ, (i1,...,iz) :c;T (0,...,0), ri E <(>'for 1 :c; j :c; l}. 

ここからさらに、り EZとrjE <(>'の範間を絞って整数の分割に沿う形に改めていく。その上で主に、隣接す

る Z—作用素の交換関係を記述する次の定理を用いる。

定理 3.2(Generalized commutation relation [13, Theorem 3.10]). Lをレベル Kの標準加群とする。また

く1心を可換な変数として、 a,/3E <(>とする。このとき次が成り立つ。

II (1-w―P(l位）〈炉a,9〉/kz(aふ）Z(/3，<砂-II(1-w―図／G）〈Vpg,a〉/kz(/3心）Z(aふ）
pEZ/mZ pEZ/mZ 
1 (4) 

区
k 

e（vqa,/3）Z（心＋〇ふ）6(w―qく心） ＋ ~(x"'，戸〉 区 (D6)(wパ／＆）．
m 
qEC-1(0,(J) q'EC-2(<>,(J) 

ただし、 i=-1,-2に対して C;= {p E Zm I〈砂a,/3〉=i}であり、 8(＜）,（D8)（く）は以下の通り。

瞑）＝区ぐ，
iEZ 

4 A(2) 
2s-1 型レベル2の場合

d 
(D6)（く） ＝ ＜ー8(()＝Liぐ．

d(; 
iEZ 

A立乞型の場合、 L(（知＋知）A。+ふ）の主指標は以下のように表される。

x((o。n+ 01n)A。+A叫＝ (q2s+2; q2s+2)= [q2n; q2s+2]= 
(q生q2)= [q庄q2s+2]=・ 

(5) 

0戸<;sかつ nE Z\2Z の場合には、対応する RR 型恒等式及び分割定理は A~2) 型と A炉型で見つかって
おり (cf.[8], [2]）、 A炉型で Kanade-Russell[9]により予想が立てられている。 A炉型の場合の RR型恒等

式の予想はアフィン・リー代数を介さず Bringmannet al. [3], Rosengren [16]により証明された。そこで、

A1広型の場合に O<;n<;sかつ nE Z¥2Zの範囲で L((o。n+ 01n)A。+A砂＝ L（ふnA。+An)の真空空間

の基底の表示について考察した。
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定理 4.1([21]). A位：二型レベル2の標準加群L=L（ふ，A。＋A2i-l+ (i -1)8)の最高ウェイトベクトルを

四とする。このとき以下の集合はn(L)のベクトル空間としての生成系になる（ただし、 1:c; 2i -1 :c; s)。

{ zi, • • • zi, v L I z 2': o, i1,..., iz E z, i1 :c;・・・三 ilごー1}. (6) 

ここで、 nEZに対して Z2n(a:1)= Z2n, Z2n-1(as) = Z2n-lである。

つまり、 A2s-l型のディンキン図形の端のルートに偶数パートを、中心のルートに奇数パートをそれぞれ当

てはめて Zー作用素を定めることで、真空空間O(L)の生成系を Z-monomialを用いて整数の分割と対応する

形で記述できることを意味する。以下でその証明について簡単に述べる。

．． 
al a2 

• •• • • • ・・.． 
as a2s-2 a2s-1 

a。

a1ローS

図1:A2s-l型及びAg)-1型のディンキン図形

A塁1型の場合、 1：：：：：泌＿ 1 ：：：：： sに対してL(l51;Ao+A江 1＋号蟷）こ L(Ao)@L(A1)が成り立つ。このこ
とは結晶基底B(Ao)to B（ふ）からウェイト /j1;A。+A2i-l+号塙の極大元を見つけることで確かめられる。

結晶基底に関しては [5],[6], [10]等を参考にされたい。なお、 iE Z, 1：：：：：］● ：：：：： s -1,均＝a1+・・・+a]に対し

てL(A。)@L(A1)上でZ29+1（約） ＝Z2;(as) = 0が成り立つ (cf.[8, §3]）。 2：：：：： n ：：：：： 8一 l,vE!1(いに対し

て、 Zeven((3n)vはZeven(a1)から成る monomia]を用いて記述できるので、 Zー作用素を Zeven(a1)= Zeven, 

Zoctd(as) = Zoddにより定める。

定義 4.2.(i1,...,iz) E zl (l 21), n 2 0及び VE !1(L)に対して、 T(i1,...,iz, v), T(i1,..., iz, v), S(n, v) 

を以下のように定める。

T(i1,...,iz,v) = {Zi, • • • zi,,v I l'< l, or (l = l'and (i1,...，幻） ＜T (j1, ・ ・ ・,Jl'))}, 

T(i1,..., iz, v) = span(T(i1,..., iz, v)) 

S(n,v) = {Z;1 ・・・Z;,,v I l'2 n,|｛り EZ¥2Z 11：：：：： j ：：：：： l'}I =n｝・

Lepowsky-Wilson [13]や Kanade[8]等においては、分割の条件に沿わないような (i1,...,iz)EZ1に対

して Z;,・・・Z;,v E T(i1,...,iz,v)を示すことで、 Z-monomia]をまず長さによる順序、次に Tによる順序

の順に整理し、分割の条件に沿うように生成系を基底へと狭めていった。しかし、この方法は A(2)型一odd 

般には適用できない。実際Aげ型の場合で、隣接する奇数パート ZjZ]'でj> j'を満たすものに対して

zizr E T(j,j')が成り立たない場合がある。そこで、 Z-monomialの中の奇数パートの個数による順序を付

け加え整理する。つまり Z-monomialたちをまず奇数の個数による順序、次に長さによる順序、そしてTに

よる順序の順に整理する。そのために導入したのがS(n,v)である。定理3.2を用いることでi,jE Zに対し

てZ;Zjを以下の定理4.3,4.4, 4.5のように整理することができる。

命題 4.3.v E n(L)とする。 i> i'を満たすi,i'E 2Zとに対して次が成り立つ。

Z;(a1)公(a1)vE span(S(O, v) n'I'(i -1, i'+ 1, v)). 

命題 4.4.v E !1(L)とする。 i>jを満たすiE 2ZとjE Z¥2Zに対して次が成り立つ。

Z;(a1)Zj(a8)v E span (S(l, v) n T(i,j, v)). 
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同様に、 j> iを満たすjE Z¥2ZとiE 2Zに対して次が成り立つ。

Zj屈）Z;(a1)vE span (S(l, v) n T(j, i, v)). 

命題 4.5.v E n(L)とする。 j>j'を満たすj,j'EZ¥2Zに対して次が成り立つ。

Zj(a8)Zj'(a8)v E span((S(2,v) nT(j,j',v)) U S(O,v)). 

Z;, ・・・Z;,v E S(n,v)とする。このとき (i1,・ ・ ・，り）の中にも＞ iJ+1を滴たすij,ij+l E Z¥2Zが存在しな

い場合は、命題4.3,4.4により、 Z;1・ ・ ・ Z;,v E span(S(n, v)nT(i1, ・ ・ ・, iz, v)）が成り立つ。り＞ iJ+1を満たす

ij, ii+l E Z¥2Zが存在する場合は、命題4.5より、 Z;1・ ・ ・ Z;,v E span((S(n, v)nT(i1, ・ ・ ・, i1, v))uS(n-2, v)) 

が成り立つ。これにより定理4.1が証明される。

注．定理4.1における生成系 (6)は、実際には以下に置き換えられる。

{Zi, ・・・Z砂 LI l :;;, 0, i1'...'i1 E z, i1 ::;... ::; i1 ::; -1, 

in+1 -in # 1 for 1こnこl-1, 

in+1, in E Z¥2Z⇒in+ 1 c/= in for 1 ::; n ::; l -1}, 

つまり、以下の 2つの分割の条件を加えられる。

1.隣接する項の差は 1ではない。

2.同じ奇数は複数回現れない。

5 Ai2)型及びAり型レベル2の場合

A炉型の場合には Gollnitz-Gordon（以下GGと略）恒等式と Gollnitz分割定理が得られ、 A砂型の場合に

はRR恒等式と RR分割定理が得られる。

定理 (Gollnitz分割定理）．

1. G1に含まれる nの分割の個数はTり占に含まれる nの分割の個数に等しい。

2.らに含まれる nの分割の個数はTi,?，5に含まれる nの分割の個数に等しい。

ここで、 nは非負整数で G1，伍は以下のように定められる。 Parは（1)で定めた通り整数分割の集合である。

G1=｛（入い...,ふ） EPar I lミ0,入i―入i+l2'. 2 for 1 ::; i ::; l -l, 

入i,入i+lE 2Z ⇒ 入，—入i+l 2'. 4 for 1::; i::; l -1}, 

G2=｛（入い...,ふ） EG1 Iふこー3}.

A~2) 型及び A炉型の場合において定理 4.1 に沿うように、それぞれ Gollnitz 分割定理、 RR 分割定理の分
割定理に対応する形で真空空間の甚底を構成した。定理5.1,5.2の証明はLepowsky-Wilson[13]や Kanade

[8]等の先行研究と同様に Z-monomialを定理3.2を用いて長さによる順序と Tによる順序で整理することで

得られる。なお、それぞれ 9(A3) の場合の il の条件 (A~2) 型の場合は ii ::;ー3,A炉型の場合はilこー2)は
主指標から従う。基底であることはそれぞれの恒等式 (GG恒等式及びRR恒等式）から直接従う。
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定理 5.1([21]). A~2l 型の場合を考える。 nEZ に対して Z加ー1 = Z2n-1(a3), Z2n = Z2n(a1)と定め、 VA
をL(A)の最高ウェイトベクトルとする。このとき S1(L('51;A。+A2i-l)）は以下の集合を基底として有する
(i = 1, 2)。

{ Z;, • ・ ・ Z;, vo,,A。+A2，ー1I l：：：：： 0, (-i1,..., -i1) E G;}. 

定理 5.2([21]). A炉型の場合を考える。 nEZに対して Z2n-l= Z2n-1(a4), Z2n = Z2n(a1)と定め、 VA

をL(A)の最高ウェイトベクトルとする。このとき S1(L('51;A。+A2i-l)）は以下の集合を甚底として有する
(i = 1, 2)。ただし、凡は (2)で定めた通り。

{Z紅...z砂知Ao+Au-1I l 2'. 0, (-ii,••• ，一切） ERふ

屈， A炉型の場合についてはそれぞれKanade[8], Bos-Misra [2]による先行研究があるが、定理5.1及
び定理5.2はZeven(a1)及びZodd(as)をZ-作用素として採ったという点で異なっている (s= 3, 4)。

6 A~2) 型レベル 2 の場合

Kanade-Russell [9, §3.1]はA炉型レベル2の場合に以下のような整数分割定理の予想を立てた。

1. K1に含まれる nの分割の個数はT(12） に含まれる nの分割の個数に等しい。1,4,6,8,11 
(12) 

2.的に含まれる nの分割の個数はT に含まれる nの分割で 12を法として 3もしくは 9と合2,3,4,8,9,10 

同なパートは最大一度しか現れないものの個数に等しい。

3.応に含まれる nの分割の個数はTよ嘉，7,8に含まれる nの分割の個数に等しい。

ただし、 nは非負整数であり、 (K,)K1,K2 and K3は以下のように定められる。 Parは（1)で定めた通り整

数分割の集合である。

K=｛（ふ，．．．，入1)E Par I l 2: 1, 入，—入i+l # 1 for 1さi:<:: l -1, 

入iE Z¥2Z⇒入i#知1for 1 :<:: i :<:: l -1, 
if入i+lE 2Z appears more than once, then 入，—入H22:4for2:<::i:<::l-2 (*)}, 

K1=｛（ふ，．．．，ふ） EKI（入l-l，ふ）#(2, 2)}, 

応＝｛凶，．．．，N）E K |入l2: 2}, 

応＝｛（ふ，．．．，入l)EK  |ふ 2:4}. 

A炉型の場合についても定理4.1に沿うように、 Kanade-Russellによる分割の条件に対応する形で真空空

間の基底を構成した。定理6.1の証明も Z-monomialを長さによる順序と Tによる順序で整理することで得

られる。

定理 6.1([21]). A屈型の場合を考える。 nEZに対して Z2n-l= Z2n-1(a5), Z2n = Z2n(a1)と定め、 VA

をL(A)の最扁ウェイトベクトルとする。このとき、 !1(L(81iA。+A2i-l)）は以下の集合を基底として有する
(i = 1,2,3)。

{Zi, ・・・Z砂 11.I l 2: 0, (-i1,...,-iz) E Ki}・ 

定理6.1の証明の難点は集合Kの中の条件（＊）であり、 2つ離れた項の関係性を記述する必要があった。こ

の場合については、 Zeven(a1+ a2) = Zeven（あ）を Zeven(°'1) Zeven (°'1)を用いて書き直すことで解消した。
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条件（＊）を解決するためにはiE 2Zに対して以下の各条件を確認する必要がある。

Z;Z;Z; E T(i, i, i), Z;Z;Z;+2 E T(i, i, i + 2), Z;_2Z;Z; E T(i -2, i, i), 
Z;Z;Z;+3 E T(i, i, i + 3), Z;_3Z;Z; E T(i -3, i, i). 

この中で例えばZ;Z;Z;E T(i,i,i)については、定理3.2を用いてまずd(i)Z;(a1)Z;(ai)-Z2,（ふ） ET(i,i)

を示し (d(i)ヂ〇は iによる定数）、 Zパa1)Z叫あ） ET(i,i,i)を示して証明した。なお、 2つ以上離れた項の
関係性の記述については、 [14]や [20]にも前例があるので参照されたい。

7 今後の展望

最後に簡単に、今後の展望について述べる。 A胄型レベル 2 の場合、 (5) から導出される主指標は A~2)
型レベル4の場合に導出される主指標と一致する。そして、 A炉型レベル4の場合には Nandi[15, pp.3-4] 

が対応する分割（ふ，入公．．．，ふ）たちの条件を以下のように予想した。 Nandiによる分割定理の予想自体は

Takigiku-Tsuchioka [18]により証明された。定理4.1に合わせて A胄型の場合でも Zeven(0:1)とZodd(a叫

を用いて、この Nandiによる分割条件の予想に沿うように真空空間の基底の表示を得られるのではと考えて

いる。

1.入i―入i+lヂ1for 1 :'S i :'S l -1, 

2.入，ー入;+2::>: 3 for 1 :'S i :'S l -2, 

3.入，ー入i+2= 3⇒入i-=J入i+lfor 1 :'S i :'S l -2, 
4.（入，ー入i+2= 3 and入i¢ 2Z)⇒入i+lヂ入;+2for 1 :'S i :'S l -2, 
5.（入，ー入;+2= 4 and入;¢ 2Z)⇒ （入，＃入i+land入i+1ナ入;+2)for 1 :'Si :'S l -2, 
6. （ふ—極ふ—入ふ...，入l-1 ―ふ） ＃ （3,2*,3,0). （ここで、 2*は2の0個以上の列を表す。）

また、 Takigiku-Tsuchioka[19]はA胄の場合に対応する RR型恒等式について予想を立てた。 A図芯型レベ

ル 2の場合でさらに大きい奇数に対して、対応のある RR型恒等式や分割定理が得られることが期待される。
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