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Abstract 

筆者は，上田衛さんとの共同研究 [KU]で，アファインヤンギアンから長方形 W代

数への代数射を構成したこの結果について解説する．

1 イントロダクション

始めに [KU]の動機を述べる．まだ完成していない研究の目標は「Brundan-Kleshchevの

同型のアファイン版」である． ここで，「Brundan-Kleshchevの同型」とは以下で述べるも

のである．複素一般線型 Lie代数 g[Nと，その幕零元fのペアに対して，有限 W 代数が定

義される． Brundan-Kleshchev[BK]は，シフトヤンギアンから有限w代数への全射代数

射を構成し，その核を決定した．この結果により，有限 W 代数がシフトヤンギアンの具体

的な両側イデアルによる商として実現され，特に生成元と関係式による表示を得る．これが

「Brundan-Kleshchevの同型」である．

この結果のアファイン版として，シフトアファインヤンギアンから（アファイン） W 代

数への代数射を構成し，双方の表現論に応用したい．できているのは，幕零元 fが長方形

型（幕零元の Jordanタイプを表す Young図形が長方形のもの）の場合で，シフトのないア

ファインヤンギアン Y(sln)からの代数射を構成した．構成にはアファインヤンギアンの余

積と evaluation写像を使う．この結果 [KU]について解説する．

なお [U]では，アファインヤンギアンの生成元に対して長方形w代数の元を定め，それ

が関係式を満たすことを直接チェックして主定理 4.1.2と同じ結果を証明している．

代数学シンポジウムの報告集 [K2]もほぼ同じ内容ですが，今回はややマニアックな注を

付け加えました
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2 長方形 w代数

2.1 アファイン Lie代数

長方形w代数はアファイン Lie代数の一般化である．また，その定義にアファイン Lie

代数を使うので，この節で必要なことをまとめる．

叫＝ Endic(C門を C上の一般線型 Lie代数とする．（i,j)成分が 1で他の成分が 0の行

列を ei,jとし， In= E~=l ei,iとする．

叫＝｛XE !J[n I tr X = O}, 3n = <Cln 

とすれば，

g[n = sln EB 3n 

と分解する．それぞれのアファイン Lie代数を

叫 ＝ 叫[t,t―1 l① Ce，品＝ 3n[t,t―1]① <Cc' 

とする． Lieブラケットは traceフォームを使って

[Xtm, Ytm'] = [X, Y]tm+m'+ mr5m+m',0 tr(XY)c, (X, YE  S[n) 

[In匹，Intm']= mr5m+m1,onc' 

で与える． c,c'は中心元である．

a € Cに対して

U(s[~) = U(s[n)/(c -a), U(3~+n) = U(3n)/(c'-(a+ n)) 

とし，

U（糾）＝ U（孤）⑳ U（認門

とする．以下では X四のことを X(m)と表す．

叫の部分と和の部分の中心の値をずらすのには二つの理由がある．一つ目の理由は，後

で述べる定理 3.2.2(evaluation写像の存在）が成り立つようにするためである．論文 [Kl]

を書いたときはこの点を間違えていて，出版時に訂正を出した (arXiv版は修正してある）．

二つ目の理由は，このようにレベルをシフトすると， W 代数の Miura写像や放物誘導と整

合的になるためである（後の 2.3節の， W 代数のレベルについての注 (2.3.1)も参照）．主

結果（定理 4.1.2)でアファインヤンギアンから長方形w代数への代数射を構成するときに

evaluation写像を使うので，この二つの理由は関係している．
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一般に A＝④臼心を次数付き代数としたとき

Acomp＝印（Ad/r~ Ad-rAr) 

と定義する ([A,A.2]を参照． Aの standarddegree-wise completionと呼ばれる）．以

降で使う次数に関する完備化は，すべてこのようにして定義する． U(g心）の次数付けを

degX(m) = mで定め，完備化を U（砥）compと表す．同様に，テンソル積 U（釘いRlの次

数に関する完備化を U(g心）忍mpと表す．次の 2.2節で， U(g心）累IIlpの中に部分代数 Wlを

定義する．

2.2 長方形w代数の定義と生成元

長方形 w 代数 wlを定義する．これから述べる定義は普通のものとは違っていて，両者

が一致するのは荒川-Molev[AM]の結果（定理 2.3.1)である． 2.3節で本来の定義との関

係を説明する．

lとnを1以上の整数とし， N=lnとする．レベルと呼ばれるパラメータ KE Cを固定

し， aE Cをa=k+N-nとする．以降では aを基本的なパラメータとして扱う．各

s = 1,...,lに対して

忍(m)= 1 R(s-l) 181ei,j(m)1811 R(l-s) EU（糾）Rl

とし，

こ喝(m)z―m-1EU（孤）叫[z,z―1ll 
mEZ 

という元を (i,j)成分とする nxn行列を A[sl(z)と表す． Tを

[A[s] (z), T] = a8zA[s] (z) 

を満たす形式的な元として

l 

(T + A[1l(z))(T + A[2l(z))・・・ (T+ A[1l(z)) = T1＋区Tl→w叫z)

r=l 

によって w(r)(z)を定義する． w(r)(z)はU(9¢)累!rnp[[z,z―1]]の元を成分とする行列であ

る． w(r)(z)の(i,j)成分を W位(z)とし， W汀(z)のz-m→の係数を W汀(m)(m E Z) 

とする．まとめると

w叫z)＝（こ副，；）（m）zm T)i,J=1, n 

である．
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定義 2.2.1 W叫 ） （．． 
i,j m) (i,j=l,...,nおよび r= 1,...,lおよび mEZ)によって位相的に

生成される U(g［い瓢npの部分代数を W とする．

罰は， l以外に nとaにも依存するが，記号にはそれを含めないことにする．

例 2.2.2

l 

叫）（m）＝区忍(m),
s=l 

n l 

W汀(m)＝ど とと心（加）e屈（叩）ー (m+ l)aど(l-s)e炒(m)
m1,m2EZ l<::s1 <s2<::l a=l 

m1+m2=m 
s=l 

である． r= l の生成元 wi\~l(m) (i, j = 1,..., nおよび mEZ)はアファイン Lie代数を

生成する．特に， l= lのとき
^ a 

W1 = U(g[~)comp 

である．

また， n=lのとき Wlはプリンシパル W 代数と呼ばれる（正確にはプリンシパル W 代

数を Heisenberg 代数の中に実現したもの）．但し，主結果では n~3 とするので，プリンシ

パル W 代数は対象外である (n= 1の場合は Schiffmann-Vasserotの論文 [SV]を見てく

ださい）．

次の命題 2.2.3は，アファインヤンギアンから長方形 W 代数への代数射が a=/0のとき

全射であることを示すのに必要になる．

命題 2.2.3（上田 [U]Appendix) n ~ 2と
(1) ＿ する． a=/0のとき， WlはW

(2) 
9,J (m) と wi~?(m)

(i,j=l,...,nおよび mEZ)によって位相的に生成される．

注意 2.2.4（パラメータ aについてのコメント） a=Oのとき， Wlの生成元の形は a=/0 

に較べてずっと簡単になる． a=Oはレベル k=n-Nに対応している．これは， n=l

のプリンシパル W 代数の場合には self-dualレベルと呼ばれている値である． n=lかつ

l=2のとき， W2はVirasoro代数と Heisenberg代数のテンソル租で，この場合 a=Oは

Virasoroの中心電荷 1に対応する．
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2.3 本来の長方形w代数との関係

罰と本来の長方形w代数との関係を述べる．まず，本来の長方形 W 代数は頂点代数で

ある． N=lnとする．

g~g[N, J~ I; ?.... f. ] Eg 

のペアおよび複素数 Kから BRST複体をつくり，その 0次コホモロジーをとることで頂点

代数w灯g,f)が定義される ([FF,KRW])．正確には， g＝g[Nの中心3N=CINが定め

るHeisenberg代数の部分のレベルを指定する必要があり，ここでは

(2.3.1) Wk(g,f) = w勺如，f)@Vk+N(3N) 

となるようにする． Vk+N(3N)はレベル k+NのHeisenberg頂点代数である． 2.1節と同

様にレベルをずらしている．

ここでは頂点代数の定義はしないが，頂点代数 Vに対してそのカレント代数il(V)とい

う位相的に完備な結合代数を定義できることに注意する ([A,Section 3.11]）．頂点代数の

表現（加群）とはそのカレント代数の表現（加群）と同じことである．

Wk(g,f)の話にもどる．砂（叫）をレベルaの普遍アファイン頂点代数とし， va+n(3n)

をレベルa+nのHeisenberg頂点代数とすると，

v: Wk(g, f)→ （炉（叫） 0va+n知））
Rl 

という頂点代数の単射代数射が存在する．ッを Miura写像と呼ぶそのカレント代数版

Rl 

v: il（か（g,f))→u(伍(s(n)R va+n（か）））竺 U（紺）図mp

も同じ記号 uで表す．

定理 2.3.1（荒川-Molev[AM] Corollary 3.2) Miura写像 v:il(W灯g,f）） → U（糾）瓢mp

の像は Wlと一致する．

定理 2.3.1によって罰を il(Wk(g,f))と同一視し，（やや不正確だが）以下では長方形

w代数と呼ぶこの代数とアファインヤンギアンを関連付けることが目標である．
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2.4 放物誘導

長方形w代数の放物誘導について述べる．この操作は，アファインヤンギアンのテンソ

ル積表現に対応する（系 4.3.1).

l1占を l= li + l2を満たす 1以上の整数とする．それぞれに対して長方形 w 代数

罰，凰が定義される． W1i,Wゎはそれぞれ U（糾）瓢ふP'U（訊い忍恥の部分代数なので，

罰象ompWz2はU（糾）忍mpの部分代数となる． 2.2節で述べた長方形 W 代数の生成元

の記述から， WlはWh欧 ompWi,に含まれることがわかる．この包含写像を

△h,l2:Wl → Wh忍 omp凰

と表す． wl1の表現 M1とWl2の表現 M2が与えられれば，△li,l2を通じて M1Q9恥 は

州の表現となる．この操作を長方形 W 代数の表現の放物誘導と呼ぶ．

より一般に， l= li十・・・十伍と m個の 1以上の整数の和に分けた場合も，同様に

△h,…,lm : Wl → Wh訊 omp・・・象ompwlm 

という包含写像を得る． W1はU(g心）compであるから，一番細かく分けた場合の△1,…，1が

Miura写像

v: ll(Wk(g, f)）句 W1cU（糾）図mp

に対応している．

より一般の W代数の放物誘導については，元良 [Ge]の結果がある．

3 アファインヤンギアン

3.1 アファインヤンギアンの定義関係式

これ以降， n~ 3を仮定する． aij(i,j = l,...,n)を

% ＝『-1 : ：：・土のときmodnのとき

〇 その他

で定める．（aijkJ=l,...,nはAい凸型 Cartan行列である．但し，通常 0と書く添字をここ

では nとした．

定義 3.1.1 アファインヤンギアン Y(i[n)はパラメータ n,e€ Cを持ち，次の生成元と関

係式で定義される C上の結合代数である．
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生成元： E戸， Ft(r),H戸(i=l,...,nおよび rE Z叫

定義関係式：すべての i,jについて

[HY),H戸l=O, 

[E戸，FJ(s)］＝妬Hy+s-l),

[HP),E戸］＝ lliJE;8), [HPl,Fj8)] = -aijFj8); 

i-=Jj,j土 1mod nについて

[HY), Ey8)] = 0, [HY), F?l = 0, [Et), Ey8)] = 0, [Ft), F?l = O; 

i=j土1mod nについて

[EY1), [EY2), EJs)l] + [EY2), [EY1), E;8)]] = 0, 

[Ft（内），［F臼，FJ(s)ll+ ［Ft（四），［Ft(m)，F戸］］ ＝O; 

すべての iについて

[Ht+l),E□] -[Ht), E;6+1l] = ri (Ht)年＋Eis)Ht)), 

[H2(r+1),Fい］ー [Ht)'F?+l)l= -ri (Ht) Fい＋FいHい），

[E;r+1)，Eい］ー [Et),Eis+l)] = ri(砂 Eい＋Eい砂），

[F?+l), Fi(s)] -Wい，F}s+l)]= -ri (Ft)F}s) + F}s)Ft)); 

i =J nについて

(3.1.1) 

[Ht+l),E;？且ー [Hti,Ei(~i1ll = -nHti E}J1, 

[Ht+1l,Fi~)1 ] -［Hti, Fi~t1ll = nFi~i Hti, 

[Hi~t1l, E;s)] -[Hi~l'E?+l)l = -nE;s) Hi~l' 

[Hi~il)'F?)l -[H昌，Ft(8+1)］＝ hH昌Fi(8)'

[E;r+1),E;：)1] -［E;r),Ei(:t1)] ＝ -hE;r)E;:．19 

[F図1),F}s)] -[i¥昌，Ft(8+1)］＝ hF畠F}s);

[H~r+l)'Eis)] -[Htl'Eis+l)l = -nH~r) Eis)+ (nn，十 e）［Hir)，Eis)]，

[H;r+1),F{s)］ -［IIi,)，F{s+1)] ＝ hF{s)IIir) -（nh+e)［F{s),H;r)]， 

[Ht+1l,E~sl] -[Htl,E~s+l)] = -nE~s)Ht) + (nn+s)[E~sl,HY)], 

[Ht+l), p~s)l -[Ht)'p~s+l)] = nHY) p~s) -(nn+ c)[Ht)'p~s)], 

[Et+1l,E?)l -[Etl,Eis+l)l = -nE¥lE?) + (nn+s)[E¥l,Ei8l], 

[F{r+1)，Fis)] -［F{r),Fis+1)l= hF{r)Fis) -（nh+C)［F{r)，Fis)] 
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Y（叫）は，アファイン Lie代数の普遍包絡代数 U(sいとヤンギアン Yr;(sln)を部分代数

として含む．より正確に言うと， r=lに対する生成元 Eい， FP),Hい (i=l,...,n)は

U（叫）と同型な部分代数を生成し， i=J nに対する生成元EY),F?), HY) (i = 1,...,n-1 

および rE Z21)はYn(s[n)と同型な部分代数を生成する．但し，自然な代数射が同型であ

ることは [Gu2,Theorem 6.1], [GRW, Theorem 6.9]のPBW型定理から従う．

以下では， ei,j(m)= ei,j門などの自nの元と，対応する Y(ŝ［n)の元を同じ記号で表す．

注意 3.1.2（パラメータについてのコメント） 後で述べる定理 3.2.2(evaluation写像の存

在）は，アファインヤンギアンの二つのパラメータ h,eとアファイン Lie代数のレベルaの

間に
e 

a+n = --
h 

という条件を課すときに成立する．この条件について以下のことが観察される：まず a=O

は，アファインヤンギアンでは nn+s= 0に対応する． このとき定義関係式 (3.1.1)の右辺

の余計な項がなくなって少し簡単になる．また， a=-n（クリテイカルレベル）はアファ

インヤンギアンでは e=0に対応する．

注意 3.1.3 定義 3.1.1では，生成元の取り方を [KU,Definition 6.1]とは少し変えたため，

定義関係式が一見異なっている (Guayの [Gul,Definition 3.3], [Gu2, Definition 2.3]とも

違う）．定義を変えたので，定理 3.2.2のevaluation写像の式が少しだけ短くなった．

[KU] でのアファインヤンギアンの生成元の記号は Xふ Xi~r'Hi,r (i = 0, 1,...,n-1お

よび rE Z~o) である．次のように生成元の母函数を定義する．

且(z)= fi区Et)z-r, Fi(z) = fi区Ft)z-r, Hi(z)=l+fi区Ht)z-r,
r>l r>l r>l 

X汽z)= nどX：戸―r-1, xi―(z) = n z=xi戸―r-1, H伯） ＝1 + n LHi,rZ―r-1 
r:::,0 r:::,0 r;:,o 

[KU]の生成元との関係は次で与えられる． i= 1,...,n -1について

恥）＝ xt(z —紐）， Fi(z) = Xiー (z —紐）， Hi(z) = Hf (z —紐），

En(z) = Xii (z -(nri + s)), Fn(z) = X0 (z -(nri + s)), Hn(z) = H~ (z -(nri + s)) 

アファインヤンギアンからの代数射を定義に従って構成しようとすると，定義関係式

をすべて確かめる必要があり，大変である（というか，不可能なこともある）．しかし，

Guay [Gu2], Guay—中島Wendlandt [GNW]による次の定理があるため，実際には r= 1,2 

に対する生成元の間の関係式だけを確かめればよい．
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定理 3.1.4(Guay [Gu2] Proposition 2.1, Guay—中島-Wendlandt [GNW] Theorem 2.13, Sec-

tion 7) Y（叫）は， EP),E?l, FP), FP), HP), H?) (i = l,...,n)を生成元とし，次
の関係式で定義される C代数と同型である．

すべての i,jについて

[HP),H罰＝ 0, [Hi(2J,H凸＝ 0, [H?l,H戸l=O, 

[Eい，Fい]=妬HP), [E?)'FP)l＝妬Hi(2)'

[HPl,E罰＝ai]砂，［HP),FP)l= -aijFp); 

i # j,j土 1mod nについて

[H?），砂]=0, [H，(2)，FJ(1)] ＝ 0, 

[Eい，E罰＝0, [Fp), FP)l = 0, 

[E;2)，E;1)] ＝ ［Ei(1),E}2)］，［Ft(2)，F](1)]＝ ［Ft(1),FJ(2)]; 

i=j土1mod nについて

[Eい，［Eい，Eいll= 0, ［Ft(1)，［Fi(1),F]（1)ll = 0; 

すべての iについて

[iii(2)，E罰＝2E?l, [ii?, FP)l = -2FP), 

[Eり，E罰＝h （砂）2， [Ft(2),Fi(1)］＝ -h （州）2;

i # nについて

叩，E畠l=-E図＋信，(此犀，F畠l= F，門ー ~F~喜
叩 19砂 l= -E?)ー；砂，［ii，(い)1，FP)l=F?＋信(1)'

[E?l,E;］りー [E;1),E[？ll=-hE;1)E;］）19 

[Fi~)1 ， F罰— [Fi~)1 ， Fi(2) ］ ＝ hF畠Ft(1)；

叩，Ei1)］＝ -E{2) ＋ （］-（nh+C))訂，［野，F罰＝F｛2) -（] -（nh+C)）が，

叩，Eい]=-E四—汀― (nn+E:))紺＼叩，F罰＝ F炉＋汀―（叫＋e）)剛，

[EA2l, Ei1ll -[EA1l, E?ll = -nEA1l 1り?l+ (nn + c)[EA1), E?¥ 

[F{2)，Fi1)］ -［F{1),Fi2)] ＝hF{1)Fi1) -（nh+C)［F{1),Fi1)] 

但し

叩＝ Hi(2) ＿加（砂）2

とする．
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注意 3.1.5 [GNW, Theorem 2.13]には

[Ei1)，F1(2)］ ＝ 6tJHi(2), ［Hi(1)，E;2)] ＝ atJE:2)， [Hi(1),F1(2)］ ＝ -atJF;2) 

に相当する関係式も書いてあるが，これらは他の関係式から出る ([Kl,Lemma 2.3, 2.4]). 

以降では Y(i[n)の完備化も必要になる． Y（i[n)の次数付けを

degEtl = 1, degF炉＝ー1, 他の生成元は次数 0

で定め，完備化を Y(sln)compと表す．同様に，テンソル積 Y(;[n)Rlの次数に関する完備化

をY（叫）認mpと表す．

この次数付けは，アファイン Lie代数釘nのループ部分による次数付けと整合的である．

ヤンギアン汎(s[n)と同型な部分代数は次数 0部分に含まれる．

3.2 余積と evaluation写像

余積と evaluation写像を導入する． 4.1節でこれらを組み合わせて代数射を構成する．ま

ず余積である．口(X)= X 0 1 + 1⑳ X という記号を使う．

定理 3.2.1(Guay [Gu2] Section 6, pp. 462, Guay—中島-Wendlandt [GNW] Definition 4.6, The-

orem 4.9, Proposition 5.18, Section 7, Proposition 4.24) 次を満たす代数射△： Y（;(n)→ 
Y（叫）認盆が存在する．

すべての iについて

△(Eい）＝口(Eい）， △(Fい） ＝ロ(FP)), △(Hい） ＝口(Hi(1)）；

i = 1,...,n -1について

(3.2.1) 
1, 

△(E?J)＝口(E;2)）+h（tea,i+l鯰，a-文ei,al?9 ea,i+l 
a=l a=i+l 

＋認（％，i+l(m)⑳ ei,a(-m) -ei,a(m) l?9 ea,i+l (-m))), 

(3.2.2) 
2 

△(FP))＝口(FP))+ n (t  ea,i Q9 ei+l,a -a~l ei+l,a Q9 ea,i 
a=l a＝叶1

＋麟（％，i(m)l?9 ei+1,a(-m) -ei+1,a(m)⑭ ea,i(-m))), 
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(3.2.3) 

△(Hi(2))＝口(Hi(2))＋ h(-eぃRei+l,i+l -ei+l,i+l R ei,i 

+tに，iR ei,a -ea,i+l R ei+l,a) -a塁(ei,aR ea,i -ei+l,a R ea,i+l) 

＋こ文 (ea,i(m)R ei,a(-m) -ea,i+l (m) R ei+1,a(-m) 
m>l a=l 

-ei,a(m) R ea,i(-m) + ei+1,a(m) R ea,i+i(-m))); 

△(E罰＝口(E炉）十n(en,1(1)R c 

＋区と（％，1(m+ 1) R en,a(-m) -en,a(m + 1) R ea,1(-m))), 
m20a=l 

△(F炉） ＝口(F罰＋h（⑰e1,n(-l)

＋区t(ea,n(m)幻 1,a(-m-1) -e1,a(m) R ea,n(-m -1))), 
m20a=l 

△(H炉） ＝口(H炉）

+ ri (-en,n R e1,1 -e1,1 R en,n + en,n R C + C R en,n -e1,1 R C - C R e1,1 + C R C 

＋ど文（％，n(m)R en,a(-m) -ea,1(m + 1) R e1,a(-m -1) 
m20a=l 

-en,a(m + 1) R ea,n(-m -1) + e1,a(m) R ea,1(-m))) 

さらに△は余結合律（△⑳ id)o△ = （idR△)o△を満たす．

次に evaluation写像を導入する．

定理 3.2.2(Guay [Gu2] Section 6, pp. 462-463,小寺 [Kl]Theorem 3.8) パラメータの条

件 a+n = -E:／いの下で，次を満たす代数射 ev:Y(s[n)→U(g[:)compが存在する．

i = 1,...,n -1について

ev(Eい）＝ eい＋1, ev(FP)) = ei+l,i, ev(HP)) = ei,i -ei+l,i+li 

ev(E~1)) = en,1(1), ev(F~1)) = e1,n(-l), ev(H~1)) = en,n -e1」+a;
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i = 1,...,n -1について

(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

ev(E円＝h(苫ら砂a,i+l＋互竺i,a(-m)ea,i+l(m)), 

ev(FPl) = n（苫i+1註 a,i十鯰ei+i,a(-m)ea,i(m)),

？ 

ev(H?) = n(-ei,iら＋1,i+l+ t (ei,aea,i -ei+l,aea,i+l 
a=l 

） 

+ flt  (ei,a(-m)ea,i(m) -ei+1,a(-m)ea,i+1(m))); 
,n:::,l a=l 

ev(E罰＝心ten,a(-m)ea,1(m + 1), 
m>Oa=l 

n 

ev(F炉） ＝ h〉と釘，a(-m-l)ea,n(m), 
m>Oa=l 

rl, 

（ ev(H罰＝n(-en,n(e1,1 -a)＋ど区 en,a(-m)ea,n(m)-e1,a(-m -l)ea,1(m + 1)) （ ） m>Oa=l 

注意 3.2.3 ヤンギアン坑（叫）の余積および evaluation写像と，定理 3.2.1および定

理 3.2.2との関係についてコメントする．

定理 3.2.1の余積△を Yn(s[n)と同型な部分代数に制限したものは， Yn(s[n)の余積とは一

致しない．そもそも，像が Y1t(sln)R2に入らない．しかし， iヂnかつ r=2の式 (3.2.1),

(3.2.2), (3.2.3)のループの次数が 0の部分を取り出したものは， Yn(s[n)の余積△finの式に

一致する．△finは次のようになる．

△fin:汎（叫） →汎（叫）竺

△fin(E}2)) =口（E}2))+ ti（苫a,i+l181 ei,a -atl ei,a R ea,i+l), 

△fin(FP))＝口(Fi(2))＋ h（苫％，iR ei+l,a -a言1ら＋l,a181 ea,i), 

△fin(H?J)＝口(HF))+n(-ei,i R ei+l,i+l -ei+l,i+l 181 ei,i 

+ t (ea,i 181 ei,a -ea,i十1181 ei+l,a) -a~l (ei,a⑳ ea,i -ei+l,a 181 ea,i+l)) 
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但し，上の式では％（s［n)の生成元をアファインヤンギアンと同じ記号を使って書いた．

evaluation写像についても同様である．定理 3.2.2の代数射 evを坑(s[n)と同型な部分

代数に制限したものは，坑(s[n)のevaluation写像とは一致しないが，式 (3.2.4),(3.2.5), 

(3.2.6)のループの次数が 0の部分を取り出すと， Yr,,(s(n)のevaluation写像 evfinの式に一

致する．すなわち

evfin: ％（s[n） → U（叫），

t、 ， 
8Vfin(E;2)) = n, L ei,aea,i+l, eVfin(F?l) = n区釘＋l,aea,i,

a=l a=l 

i 

8Vfin(Hi(2)) = n(-ei,i釘＋1,i+l+>(ei,aea,i -ei+l,aea,i十り）

である．

4 アファインヤンギアンと長方形w代数

4.1 主結果：代数射の構成

w代数のレベル Kとパラメータ aとの関係は a=k+N-nだった．さらに，アファイ

ンヤンギアンの evaluation写像を定義するための関係式 a+n = -s/fiを課す．従って

k + N =a+ n = -s/fi 

である．

/3ECに対して U（糾）の代数自己同型射n/3を

(4.1.1) ei,1(m)→ei,1(m) +如，0ふ，j/3

で定義する．さらし
^ a 

こU(g[n)認mpの代数自己同型射 T)(l)を

砂＝叩ー1)aRり(l-2)aR ・ ・ ・ R T/a R id 

で定義する．凶—1: y（叫）comp→Y（叫）塁mpを

で定義する．

定義 4.1.1

△0 = id, ぶ＝△， △l-1=（△R idR1-2) o△l-2 

剌＝砂 oevR1 o△l-1 

と定義する'<I>lはY(s(n)compから U（引い瓢mpへの代数射である．
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次が主定理である．

定理 4.1.2 （小寺—上田 [KU] Theorem 9.2) 屯の像は Wlに含まれる．つまり，屯は

Y（叫）compから W への代数射を定める．さらに a=k+N-n-#0ならば剌は全射で

ある．

系 4.1.3（小寺上田 [KU]Corollary 9.4) M ＝④1ECM1を次数付き罰加群で，各ァに

対して十分大きな dEZをとれば M,+d= 0となるものとする．このとき屯を通じて M

はY（叫）加群となる．さらに，各 M,は坑（叫）加群となる．

4.2 長方形w代数の可換部分代数

主結果である定理 4.1.2により，剌(HY))(i = 1,..., nおよび rE Z;::,:1)は罰の可換部

分代数を生成する．これは U(gい の Gelfand-Zetlin代数の類似物である．

この可換部分代数の元の具体的な表示は， r= 1,2の部分以外はわかっていない． r= 1 

の部分は簡単である．以下で r=2の場合を紹介する． wlの元 Di(i = 1,...,n)を次のよ

うに定義する．

(t-1 Di=W団 (0) 一苫叫(O)W芯）（O）＋芦的:)(-m)W;，~(m))
次の命題 4.2.1は，実質的には上田 [U]の主定理の証明中に書いてあるが， ［KU]にも再

掲した．

命題 4.2.1（小寺上田 [KU]Proposition 11.1, Appendix B) DiとD]は可換．

屯(Hい）は次のようになる． i= 1,...,n -1のとき

仰 Hic2i)= (-n) (Di -Di+1 -w;□)(0)2 + Wi:!l (O)W:畠，i+l(Q));

i = nのとき

屯(H炉） ＝ （ーn)x

(几-D1-(l -l)a(w;贔(0)-Wげ(0)+la) -W贔(O)2+W嘉(o)(w?2(o)一り）
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4.3 余積と放物誘導

最後に，アファインヤンギアンの余租と長方形 W 代数の放物誘導との関係を述べる．

2.4節で，包含写像

△h，z,:罰→罰 18lcomp凰

について説明した．余積△との対応を正確に述べるためには，次のように△h,l2を少しだ

け修正する必要がある．（4.1.1)の自己同型射砺 (B€ C)を使って

ふ，l2=(n?［ふ RidRl2)0 ふ，l2

と定義する．簡単な計算で，△li,l2は△h，ゎと同様に Wlから W1iRcomp W12への単射代

数射を定めることがわかる．

系 4.3.1（小寺上田 [KU]Corollary 10.2) 代数射剌： Y（叫）comp→州は次の図式を可

換にする．

Y（釘）
釦

n) comp ________::___'.罰

△ ↓況，l2
叫）怠盆p<I>二 wh Rlomp凰

以上より，アファインヤンギアンのテンソル積表現と長方形 W 代数の表現の放物誘導

（但しふ，l2を通じて定義する）とが，代数射 <l>lを通じて対応することがわかった．
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