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1 はじめに

本稿では，置換行列のひとつの一般化と得られる交代符号行列について取り扱う．交代符号行

列は Mills-Robbins-Rumsey[1]によって数え上げ問題が提唱され， Kuperbergによる証明 [2]で

グリッドを用いた六頂点モデルが用いられている． n次の交代符号行列に対応する六頂点モデル

は格子状の無向グラフ Ln の辺の向き付けを用いて説明されるが，向き付けの代わりに辺の 2—彩

色を用いて Fully-pucked-loopmodelが定義される． Wieland[6]によって， gyrationと呼ばれ

る全単射が構成され,Fully-pucked-loop modelの特徴付けが示されている．一方で， n次の交代

符号行列全体の集合 Anは順序集合としての側面も持っており， n次対称群 6nのBruhatorder 

のDedekind-MacNeillecompletionであるだけではなく，分配束を成していることも知られてい

る． Striker-Williams [7]によって gyrationの束構造による言い換えが提唱されており，本稿では

Stanley [5] の有限分配束の基本定理に基づいて An~ J(lP'砂となるような半順序集合見しを構成

するまた，点対称交代符号行列などの対称性を考慮した新たなクラスが提唱されており，それらの

クラスヘの gyrationの拡張を目的としている．本稿の後半では，点対称交代符号行列の順序構造へ

の類似に関するアイデアを紹介する．

2 交代符号行列と六頂点モデルおよび高さ関数

2.1 交代符号行列と六頂点モデル

まず初めに交代符号行列の定義を述べる．

定義 2.1.nを正の整数とする． n次正方行列 (ai,j)区 i,j:Snがn次の交代符号行列 (Alternating
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sign matrix)であるとは以下を満たすことを言う：

ai,j E {0, 1, -1} 

L az,j, L ai,l E {O, 1} 
1:'.Sj:'.Sk 1:'.Si:'.Sk 

区叩＝区 ai,l= 1 
1:'.Sj:'.Sn 1:Si:Sn 

(l:Si,j:Sn) 

(I :s; k, l :s; n) 

(I :S l :S n) 

(la) 

(lb) 

(le) 

特に n次の交代符号行列全体の集合を Anとおく． Anの各元は nxnのグリッドを用いた六頂

点モデルで表すことができ，後述する開境界条件を持つ六頂点モデルとの間に全単射が構成される．

本稿では，六頂点モデルは今から説明する無向グラフ Ln= (V (Ln)'(Ln)）の各辺への向きの与え

る写像として定義する．

定義 2.2.無向グラフ Ln= (V (Ln)'(Ln)）について， V(Ln) = Vo(n) LJ V1(n)および E(Ln)を

以下のように定める：

V0(n) := {(x,y) E Z2 I 1さx,yさn},

Vi(n) := {(x,y) E Z2 I l:こ:xごn,y E {0, n + 1}} L」{(x,y)E年 |xE {O, n + 1}, 1 Sy Sn}, 

0 < x < n, 1 < x < n, 
叫） ：＝ ｛ ｛（x, y), (x + 1, y)} I ~ 一三 y 一~ : } LJ { {(x, y) , (x, y + 1)} ― ― 〇三 y三n}． 

特に Vo(n)を内部頂点 (Interiorvertex)の集合， vl(n)を境界点 (Boundaryvertex)の集合と

呼ぶまた， Ea(n):= {{u,v}lu,vEVo(n)}および E1(n):= E (Ln) ¥ Ea(n)とおき，恥(n)

を境界辺 (Boundaryedge)の集合と呼ぶ．いま， rp:E (Ln)→U{u,v}EE(Ln) {(u,v), (v,u)}が

叫{u,v})E {(u,v), (v,u)}を満たすときに E(Ln)の辺の向き付けといい，境界辺の向き付け

叫凡（n)を境界条件 (Boundarycondition)という．このとき，（u,v)はuを始点， vを終点とする辺

という任意の l:S:k:S:nに対して境界辺 {(k,O),(k,1)}および {(k,n+l),(k,n)｝が境界点を

終点とし，｛（0,k), (1, k)}および {(n+ 1, k), (n, k)｝が境界点を始点とするような境界条件を開境

界条件 (Openboundary condition)という．本稿では開境界条件を持つ向き付けに限定して議論

する．

y 

［＇ 

X 

図 1:L4および L4上の開境界条件
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ここで，任意の内部頂点vE Vo(n)には4本の辺が接続することに注意する．内部頂点vE Vo(n) 

に接続する 4本の辺のうち 2本が vを始点とし，残りの 2本が vを終点とするとき vは2-in2-out 

であるという．任意の内部頂点が2-in2-outとなるような辺の向き付けを六頂点モデル (Sixvertex 

model)のStateという．内部頂点 vに接続する 4本の辺について， 2-in2-outとなるような向きの

付け方はちょうど 6種類のいずれかとなる．任意の 1<::: i,j <::: nについて，内部頂点 (j,n-i+l)

に接続する 4本の辺の向きの付け方に基づいて n次交代符号行列の (i,j)ー成分を決定することで全

単射を構成する．図 2において対応を示す．

＋ ＋ ＋ 
(a) 0と対応 (b) 1と対応 (c) 0と対応

＋ ＋ ＋ 
(d) 0と対応 (e) -1と対応 (f) 0と対応

図2:2-in 2-outとなる辺の向きの付け方

2.2 六頂点モデルと高さ関数

先ほどまでは，各内部頂点に接続する 4本の辺の向きの定め方によって六頂点モデルと交代符号

行列の間の全単射について説明した一方で，いの面に数字を配置することで開境界条件を持つ

Lnを用いた六頂点モデルと高さ関数と呼ばれる (n+1)次正方行列の間に全単射が構成できる．ま

ず，高さ関数の定義を述べる．

定義 2.3.(n + 1)次正方行列 (hi,J)。:Si,j:Snが以下を満たすとき高さ関数 (Heightfunction)と

いう：

h。,k= hk,O = hn,n-k = hn-k,n = k 

lhi+l,j―hi,jl = lhj,i+l -h刈＝ 1 

(O:Sk:Sn), 

(0 :Si < n, 0 :S j :Sn). 

(2a) 

(2b) 

図3において，高さ関数の成分の配罹の方法を示す．内部頂点 (j,n-i + 1)を含む面に配置され

る4種類の成分 hi,j,hi,j-1, hi-1,j-1, hi-I,iの関係は hi,i= kと固定したとき，条件 (2b)より 6

種類のいずれかである．図 4において，内部頂点 (j,n -i + 1)の辺の向きと高さ関数の値の対応を

示す．
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n+l-i卜尼皐：；1,J

.
J
 

X 

゜
1 2 3 4 

1 h1,1 h1,2 h1,3 3 

2 h2,1 h2,2 h2,3 2 

3 h3,1 h3,2 加，3 1 

4 3 2 1 

゜X 

図3:高さ関数の成分の配置

(a) 0と対応

>
(d) 0と対応

>
(b) 1と対応

>
(e) -1と対応

図4:六頂点モデルと高さ関数の対応

主(c) 0と対応

: (f) 0と対応

2.3 交代符号行列の半順序

これまでの議論から，六頂点モデルを介することで n次交代符号行列に対して高さ関数が定まる

ことが分かったいま，対応する高さ関数の成分を比較することで Anに半順序を導入する．

定義 2.4.A,B E Anとするまた， Aに対応する高さ関数を (hi,j),Bに対応する高さ関数を

(9i,j)とする．このとき， Anに以下のように半順序を定義する：

AさB-{=⇒任意の 1::; i, jさn-lに対して hi,j::; 9i,jを満たす．

この順序によって Anは分配束を成すことが知られている．特に有限集合なので Stanley[5]の

有限分配束の基本定理が適用できる．

定理 2.1.Lを有限分配束とするこのとき， L竺 J(P)を満たす半順序集合 Pが同型を除いて一

意的に存在する．ここで， J(P)はPの順序イデアル全体の成す束を表す．
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Striker-Williams [7]はふに対して， A型ポジティブルートポセットを用いて An竺 J（出）を

満たす Anを構成している．今回は，高さ関数の各成分の値に関する条件に着目して An竺 J(JP'叫

を構成する．

3 高さ関数を利用した順序イデアルの構成

順序イデアルの成す束への順序を保つ写像心： An→J（瓦）を考えるとき，各 XElP'nに対

してそれぞれ Anの元に関する条件 p(x)を用意して説明する．特に， XSyを満たすような

x,y E 1P'nに対して p(y)⇒p(x)となるように条件を用意する． このとき， A E Anに対して

ゆ(A):= {XE 1P'n I Aは条件 p(x)を満たす．｝によって心を構成する．順序イデアル JE J(lP'叫

が与えられた時に， I＝心(A)となるような Aに対応した高さ関数が一意的に決定できるように条

件たちを用意し，それらの条件たちをインデックスするように lP'nの構成を行っていく．

まず，添え字の集合エ(n)をエ(n):= {(i,j) E Z2 I 1 S i,j Sn -1}とおく．このとき，高さ関

数（加）。'.'oi,j'.'onについて (2a)より，任意の (i,j)E I(n)に対して hi,jの値が定まれば裔さ関数が

決定できることに注意する． lP'nを構成する準備として， 1（n)を［引個の集合刀 (1s ls［引）に

分けるこの手順が本稿の特徴であり，トラック分けと呼ぶことにする．

定義 3.1.1 S l S l~」に対して， T1 を以下のように定める：

T1 := {(l, k) I l S k Sn -l} U {(k, l) I l S k Sn -l} 

U{(n-l,k)llさkS n -l} U {(k, n -l) I lさkSn -l}. 

この T1をl番目のトラックと呼ぶ．

二J □J 

(a) T1 (b) T2 

図5:n = 5のときのトラック分け

ここで， 1:::'.: lさlgJを満たす整数lを1つ固定する． l:::'.: k :::'.: n-lについて mz,k= mk,l = l-k, 

mn-l,k =叫，n-l= n-k-lとおくと，（i,j)E刀のとき，高さ関数の（i,j)-成分の取りうる値は

叫，j叫，i+ 2,..., mi,i + 2lの(l+ 1)種類のいずれかになっていることに注意する．
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ロ］口］ロ
(a) T1 (b) T2 

図6:n = 6のときのトラック分け

(c) T3 

定義 3.2.集合 lP'nを以下のように定める：

IP'n:= lJ {(i,j,k)Eか|（i, j) E互 1:::; k::; l}. 

1<:'.l<:::l~ 」

また，以下のような被覆関係 (coverrelation)によって lP'nに半順序を定める：

(3) 
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叫，i+2k =叫，i'+2k'+ 1 

(3, 1, 1) (2, 2, 2) (1, 3, 1) 

(2, 1, 1) (2, 3, 1) 

(1, 1, 1) (2, 2, 1) (3, 3, 1) 

図7:lP'4のハッセ図

いま， AEふおよび Aに対応する高さ関数を (hi,j)とする．（i,j,k) E lP'nに対する条件

p((i,j,k))は以下のように定める：

A が条件 p((i,j,k))を満たす←⇒hi,j2叫，j+2kを滴たす．

特に 1::;; l :=;; lり」を満たす整数 lを 1つ固定したとき，任意の (i,j) E刀および与えられた

lEJ(lP'n)について以下が成り立つ：

(i,j, 1)足I⇔ hi,j =叫J'

(i,j,k)Elかつ (i,j,k+l)(j._I{=⇒ hi,j = mi,j + 2k 

(i,j,l)El⇔ hi,j = mi,j + 21. 

逆写像はこの性質に注意して各成分の値を決定することで構成できる．

(l:::;k<l), 

(4a) 

(4b) 

(4c) 
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4 点対称交代符号行列

ここからは点対称性を持つ交代符号行列の部分集合に着日し，これまでの議論の類似を行うた

めのアイデアを述べていく．いま n次交代符号行列 ・・(ai,j)区 i,j<::nが点対称交代符号行列 (Half

turn Alternating sign matrix)であるとは，任意の 1：：：：：ロ：：：：： nに対して ai,j= an-i+l,n-j+l 

を満たすことである．また，対応する高さ関数 (hi,J)。<::i,j<::nが任意の (i,j) Eエ(n)に対して，

hi,j = hn-i,n-jを瀾たしている．特に n2 3のとき，順序イデアルの構成のために振る舞いを

チェックすべき成分の個数は＃I(n)より少なくなる前半での議論の類似を行うために，無向グラ

フL炉｀および添え字の集合T_HT(n)を導入していく． nが偶数のとき，奇数のときにそれぞれ異な

る定義をする．

4.1 点対称交代符号行列に対応した六頂点モデルと高さ関数

特に，無向グラフ L尉寸においては共通の両端をもつ 2本の辺が出てくることに注意して無向グ

ラフ L炉~を定義する．

定義 4.1.無向グラフ L尉＝ （V(L盟），E(L翌））について， V(L盟）＝ VlT(2k) LJ ViHT (2k) 

を以下のように定める．

VoHT(2k) := {(x,y) E z211：：：：：： X ：：：：：： k, 1：：：：：： y ：：：：：：叫

VlT(2k) :={(x,y) E四lI 1：：：：：： x ：：：：：： k,y E｛。，2k+ 1}} LJ{（〇＇y)E Z2 I l：：：：：： Y ：：：：：： 2り

また， E(L翌）＝ E炉(2k)LJ E四(2k)を以下のように定める：

1 < x < k, 
E炉(2k) := { {(x, y) , (x, y + 1)} I 11 ーこ y -< k } LJ { {(x, y) ， （x, y + 1)} ― ― 

1 < x < k, 

K < y < 2k} 
1 :S: x < k, 

LJ { {(x,y), (x+ l,y)} I:!:::~} LJ {{(k,y), (k,2k-y+ 1)} 11 :S: y'.S k} 
1 :S: y :S: 2k 

旦{{(x, k), (x, k + 1)} 11 :S: x < k} 

L」{{(k,k), (k, k + l)}v, {(k, k), (k, k + l)}H}, 

1 :S: x'.S k, 
E四(2k):= { {(x, y), (x, y + 1)} I;! ;0~:}} LJ {{(O, y), (1, y)} 11 :S: y :S: 2k}. 

定義 4.2.無向グラフ L晶T+l= （V(L盟戸），E(L盟戸））について， V(L品［リ＝ V0HT(2k+ 1) LJ 

w打 (2k+ 1)を以下のように定める：

V0HT(2k + 1) := {(x,y) E Z2 I l :S: xさk,1 :S: y :S: 2k + 1} 

u { (k + 1, y) E z2 I k + 1 :s: y :s: 2k + 1} 

v戸T(2k+ 1) := {(x,O) E z211 :s: X さk,} LJ { (x, 2k + 2) E z211 :s: X さk+ l,} 

LJ { (0, y) E Z2 I 1 :S: y'.S 2k + 1} 
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また， E(L塁）＝ E炉(2k+ 1) LJ E円(2k+ 1)を以下のように定める．

犀 (2k+ 1) := { {(x, y), (x + 1, y)} I~!: く::, } LJ { {(x, y), (x + 1叫｝ k:ニニ-1}

旦{{(x,y), (x,y + 1)} I 1 ! ~: ;/~ 1} 
旦{{(k + 1, y), (k + 1, y + 1)} I k < y < 2k + 1} 

{{(k,y), (k+ 1,2k+ 2-y)} 11 ~ y ~ k} 

EfT(2k + 1) :={{(x,O), (x, 1)} 11 ~ x ~ k} LJ {{(x,2k + 1), (x,2k + 2)} 11 ~ x ~ k + 1} 

旦{{(0, y), (1, y)} 11さy~ 2k + 1} 

このとき， VlT(n),Vi8T(n),E四(n)をそれぞれ L印｀の内部頂点の集合，境界点の集合，境界辺

の集合と呼ぶまた， L戸の辺の向き付けが任意の内部頂点 vについて， vを始点にする辺と vを

終点とする辺の本数が等しくなるとき， L柏T上の六頂点モデルの stateと呼ぶ．以下を満たすよう

な境界条件 T を L~T の開境界条件という：

• n = 2kのとき

T ({(x, 0), (x, 1)}) = ((x, 1), (x, 0)) 

T ({(x, 2k), (x, 2k + 1)}) = ((x, 2k), (x, 2k + 1)) 

r ({(O, y), (1, y)}) = ((0, y), (1, y)) 

• n = 2kのとき

3 

2 

1 

゜

T ({(x, 0), (x, 1)}) = ((x, 1), (x, 0)) 

T ({(x, 2k + 1), (x, 2k + 2)}) = ((x, 2k + 1), (x, 2k + 2)) 

T ({(0, y), (1, y)}) = ((0, y), (1, y)) 

2 1 

゜
3 

h3,1 h2,1 h1,1 1 h3,1 

h3,2 h2,2 h1,2 2 h3,2 

h3,3 h3,3 

4 加，1h4,2 

加，1h4,2 h2,3 5 h5,1 h2,5 

h5,1 h1,4 h1,3 6 h1,6 h1,5 

1 2 3 7 6 5 

(1 S X さk)

(1 S x S k) 

(1さyS 2k) 

(l:Sx:Sk) 

(l:Sx:Sk+l) 

(1 :Sy'.S 2k + 1) 

2 1 

゜h2,1 h1,1 1 

h2,2 h1,2 2 

h2,3 h1,3 3 

h3,4 

h2,4 

h1,4 

4 

(a) L1fT (b) L匹

図8:L炉｀の開境界条件および高さ関数の配置

(5a) 

(5b) 

(5c) 

(6a) 

(6b) 

(6c) 
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4.2 点対称交代符号行列の場合のトラック分け

グラフ L~T に対して添え字の集合を構成していく．

定義 4.3.n = 2kとする．このとき，合計 (2k-1)種類の添え字の集合 SばT(2k)(I<:::m<:::k)お

よびT!町2k)(I<::m<k)を以下のように定義する：

S附(2k):= {(i,m) E Z2 Im::; i::; 2k-m} 

T叩(2k):= { (m, j) E Z2 Im< i < 2k -m} 

(1さm::;:k), 

(1::;: m < k). 

(7a) 

(7b) 

T四(2k)= 0とみなし， 1~ m ~ kについて冗(2k):= S附(2k)u T,叩(2k)をL盟の m番目

のトラックと呼ぶ

定義 4.4.n = 2k+ l とする．このとき，合計 2k 種類の添え字の集合 S乱町2k)(l~m~k) およ

び T乱T(2k)(l~m~k) を以下のように定義する：

S附(2k+ 1) := {(i,m) E Z2 Im：：：：： i ：：：：： 2k-叫

咄T(2k+ 1) := {(m,j) E Z2 Im< i：：：：：証ー m+l}

(1 ::; m ::; k), 

(lSmSk). 

(8a) 

(8b) 

l:Sm:Skについて冗(2k+ 1) := S叩(2k+l)U~附(2k + 1)をL悶贔の m番目のトラック

と呼ぶ

いま， IHT(n):= LJ1<m<I !a I Tm(n)とおくと，各 (i,j)E IHT(n) /;: 1<:::m<; l号」 m ごついて高さ関数の (i,j)—成

分の値が定まれば高さ関数が決定できることに注意するまた，点対称交代符号行列においても，

(i,j) E T(m)のとき，裔さ関数の (i,j)ー成分の取りうる値は (m+l)種類のいずれかであることに

注意して，集合lP'炉｀を以下のようにおく：

四：＝ LJ {(i,j,l)Eか (i,j)E Tm(n), 1さlさm}.

l<'.m<'.l':IJ 

このとき，＃lP'印~について計算すると以下のようになる．

1 
#lP'rkT = ~k(2炉＋ 1) = 

3 
こ記＋ I: m2 

1<'.m<'.k 1<'.m<'.k-1 

(9) 

(10a) 

1 
#lP'り贔 ＝ ーk(k+ 1)(2k + 1) = 2 

3 
こ犀 (10b) 

l<m<k 

この結果から，点対称交代符号行列における類似として B型ポジティブルートポセットを用いたよ

り詳細な記述を目指している．
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